Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku
15. lipnja 2016.

Drugi kolokvij iz Primjena diferencijalnog i integralnog racuna II
Ak. god. 2015./2016.

Zadatak 1 (10 bodova) Teska homogena Zica mase 6 kg i duljine | = 6 m napeta je horizontalno ute-
gom mase M = 30kg na desnom kraju. Na lijevu polovicu Zice djeluje sila s koeficijentom elasticnosti
q = 10. Odredite ravnotezni polozaj Zice ako je njezin lijevi kraj pricvrséen!

UPUTA: Dovoljno je zapisati konacno rjesenje pomocéu neodredenih konstanti te zapisati sustav jednadzbi
koji te konstante zadovoljavaju!

Rjesenje.
(p(z)u'(x))" — q(@)u(z) + f(z) =0,
p=M-g, f=—p-g p=7
Uvrstavanjem zadanih podataka dobivamo:
(1) zaz €10,3]:  300u”(z) — 10u(x) = 10,
(2) zax € [3,6]: 300u"(x) = 10.
Rijesimo najprije jednadzbu (1). Dijeljenjem s 300 dobivamo:
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" _ _
u”(x) 30u(x) =35

Radi se o linearnoj nehomogenoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi s konstantnim koeficijentima.
Rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu

1
" - —0-
u”(x) Sou(os) 0:
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Slijedi da je homogeno rjesenje oblika
up(z) = Chevso + Coevi, Cp,Cy €R.
Partikularno rjesenje trazimo u obliku u,(z) = A. Uvrstavanjem u (1) dobivamo
1
1,1
30 30

tj. up(z) = —1 pa imamo

u(@) = up(x) + un(x) = C1evas + Coevd — 1, C1,Co € R,
Jednadzbu (2) éemo rijesiti integracijom dva puta po . Dobivamo:

1‘2

u(x) = @—i-cac—i-D7 C,D eR.
Rjesenje mozemo zapisati u obliku

_ 016\;% + Cge\/% -1, x¢€ [0,3}

’LL(.%‘) = 2 C1,C2,C,D € R.
6 TCx+ D, x € [3,6]



Da bismo formirali sustav jednadzbi iz kojeg dobivamo vrijednosti konstanti Cy, Co, C' i D, iskoristiti
¢emo svojstvo neprekidnosti zice, tj. u(3—) = u(3+), svojstvo glatkoce zice u'(3—) = v/ (34) 1 uvjet da
su oba kraja zice pri¢vrs¢ena u(0) = u(6) = 0. Dobivamo sustav jednadzbi:

u(0) =0 = C1+0;=1

u(6) =0 = 24+6C+D=0

u(B+) =u(3—) = C1eV# +Chevd —1 =3 +Ca+ D
W' (34) =u'(3-) = & eV — Cievan = O 4 L

V30 V30 10°

Zadatak 2 (15 bodova) Izracunajte integral

+oo 4
R
4 —1
RjeSenje. Vrijedi
T o 4 ® dx
= / Sz = Im / S )
22 -1 (x—=1)(z+1)
Definirajmo funkciju
e4iz
Fiz)= —————.
(2) (z—=1(z+1)
Funkcija F' je analiticka svuda osim u tockama z =11 z = —1 koje su su polovi prvog reda i nalaze se
na realnoj osi. Za z = Re®, ¢ € [0,7], R > 1 imamo:

If () =

< =
22—1|7 |22-1 R?2-1

1 ‘ 1 1

pa |f(z)] tezi ka nuli kada R tezi u beskonacnost. Ra¢unamo reziduume funkcije F' u danim polovima:

L (1) et
Res(F(z2),1) = ll—% GoDeTD) C 2

B ) (Z+ l)ei4z _ 6741'
Res(F(z),—1) = zlinh GoDGrD — 2

Slijedi
I = Im(mi-Res(F(z),1)+ mi-Res(F(z),—1))
i _ p—ai
= I —_
m( S )
= Im(—wsind) =0.
Zadatak 3 (15 bodova) Rijesite Dirichletov rubni problem

Au(z,y) =0, na D = {(z,y) e R? : 2 < 0}

u(0,y)
u(0,y)

Y, 0<y<2
0, inace.



RjesSenje. Dirichletov problem je zadan na podru¢ju D koje je lijeva poluravnina, tj. skup svih tocaka
(z,y) € R? za koje je x < 0. Mi éemo ga promatrati na gornjoj poluravnini D’ = {(x,y) € R? : y > 0}
jer na takvom podru¢ju znamo nadi rjesenje problema. Dovoljno je naéi odgovarajuc¢e konformno
preslikavanje koje ¢e D preslikati u D’. Primijetimo da ¢e takvo preslikavanje biti specijalna Mobiusova

i in
transformacija: rotacija za kut 5 kojoj odgovara pravilo pridruzivanja f(z) = e~ 2 z = —iz.

Napomenimo da smo transformaciju mogli izra¢unati i na osnovu njenog ponasanja u neke tri tocke,
npr. iz uvjetd f(0) =0, f(i))=11i f(o0) = o0.
Za z = x + iy dobivamo

fz)=—iz=—i(z+iy) =y —xi

pa je u novoj wv-ravnini realni dio kompleksne funkcije f jednak u = y, a imaginarni dio je v = —z.
Pogledajmo kako f transformira segment [0, 2] na imaginarnoj osi:

U=y z=0 . v=20
o= = za y € [0,2] dobivamo €0,2]

Vrijedi U(u,v) = u(z,y). Zbog u(0,y) =y, y € [0,2] je U(u,v) =U(u,0) =u, u € [0,2]. Novi rubni
problem je

AU(u,v) =0 na D' ={(u,v) € R?:v >0}

) 0’2 7
U(u,v)],_g ={ 0 52{0,2{

a njega znamo rijesiti. Imamo

1 [ v U0
Ulu,v) = w/@_wwdt
3
v-t
= - —— _dt
71'/(t—u)2—|—v2

0

| <

[\

2
2t + 2
- /7u dt
m) (t—u)?+0v?
0

2 1 t—
i1n|(t—u)2+v2|’ + 2 arctg ()‘
2 0 T v

v (2 —u)? +v? 4 et 2—u U et ( U)
= —In|—————|+ —arc —— ) — —arctg (——
27 u? + v2 T oree\ T e Ty )
pa je rjeSenje originalnog problema
—z. |2y’ +a?| oy 2-y\ ¥ -y
u(x,y) = %ID’M + ;arctg _71. — ;arctg Tx .

Zadatak 4 (15 bodova) Olovna kugla malih dimenzija zagrijana je na 100°. U trenutku t =0
uronimo je u vodenu kupku velikih dimenzija ¢iju temperaturu konstantno odrZavamo na 30°. Toplinska
vodljivost olova izuzetno je velika pa moZemo pretpostaviti da je temperatura kugle jednaka u svim
njezinim tockama u svakom pojedinom trenutku. Prema Newtonovom zakonu hladenja brzina promjene
temperature uronjene kugle proporcionalna je razlici temperatura kugle i vodene kupke u kojoj se ona
hladi. Na kraju trece minute hladenja temperatura kugle smanjena je na 70°. Koliko ée vremena proci
dok se ona smangi na 31°%

RjesSenje. Rjesavamo diferencijalnu jednadzbu za zadani problem:



dr
— = —k(T'—30
i ( )

dr
T30 " —kdt

In|T — 30| = —kt +InC, C >0

|T — 30| ket
In— =1
n C ne

|T — 30| = Ce ™

T(t)=30+Ce ™ C+#0

U trenutku ¢ = 0 temperatura kugle je 100° pa je T(0) = 100. Nadalje, T'(3) = 70. Uvrstavanjem ovih
uvijeta u T(t) = 30 + Ce~** dobivamo C = 70 i k ~ 0.1866 pa vrijedi

T(t) = 30 + 70e~0-18661,
Sada je lako odrediti ¢ za koji vrijedi T'(¢t) = 31. Dobivamo ¢ 2 23 minute.

Zadatak 5 (10 bodova) Kugla mase 4 kg pricvriéena je za elasticnu oprugu prirodne duljine 1 m.
Sila od 24.3 N je potrebna da rastegne oprugu do duljine 1.3 m. Ako oprugu stegnemo do duljine 0.8 m,
a zatim ju pustimo, kako izgleda funkcija pomaka kugle u proizvolinom trenutku t? Sto mozete zakljuéiti
o ponasanju kugle kada vrijeme tezi u beskonacnost?

RjesSenje. Ako sa [y oznacimo prirodnu duljinu opruge, a sa [l duljinu opruge nakon djelovanja sile,
onda prema identitetu Fo, = k(la — I1) dobivamo 24.3 = k(1.3 — 1) pa je k = 81. Obzirom da nema
djelovanja vanjske sile niti je na tijelo pri¢vrséen prigusivac, jednadzba harmonijskog oscilatora je
42" (t) 4+ 81z(t) = 0, odnosno,

2 (t) + 20.25x(¢) = 0.
Dobivena jednadzba je homogena linearna ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima. Pripadna

karakteristicna jednadzba je r% + 20.25 = 0 ¢ija su rjeenja kompleksno konjugirani par

9.
T2 = :|:§’L.

Funkcija pomaka je oblika
9 . (9
z(t) = Acos Et + Bsin §t , A/ BeR.

Pocetni polozaj kugle dan je s 2(0) = —0.2, a pocetna brzina je z'(0) = 0 pa pomoc¢u ovih podataka
dobivamo iznose konstanti: A = —0.2, B = 0. Dobivamo

2(t) = —0.2cos (Zt) .

Ovakvo gibanje je harmonijsko pa funkcija pomaka ne konvergira kada ¢ tezi u beskona¢nost. To znaci
da ¢e kugla neprestano titrati amo-tamo oko svog ravnoteznog polozaja.



Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku
15. lipnja 2016.

Drugi kolokvij iz Primjena diferencijalnog i integralnog racuna II
Ak. god. 2015./2016.

Zadatak 1 (10 bodova) Teska Zica duljine | = 8 m sastavljena je od dva homogena materijala. Prva
polovica Zice je linijske gustoée p1 = 4kg/m, a druga polovica ima linijsku gustoéu pas = 6 kg/m. Zica je
cijelom svojom duljinom uronjena u homogeno sredstvo s koeficijentom elastiénosti ¢ = 4. Odredite
ravnoteini poloZaj Zice ako je ma njenom lijevom kraju pricvrséen uteg mase M = 12 kg, dok je njen
desni kraj slobodan !

UPUTA: Dovoljno je zapisati konacno rjeSenje pomocu neodredenih konstanti te zapisati sustav
jednadzbi koji te konstante zadovoljavaju!

Rjesenje.
(p(@)'(@)) — a(@)ulz) + f(z) =0,
p=M-g, f=-p-g, p="T.
Uvrstavanjem zadanih podataka dobivamo:
(1) zaz €[0,4]:  120u"(x) — 4u(z) = 40,
(2) zax € [4,8: 120u”(z) — 4u(z) = 60.
Rijesimo najprije jednadzbu (1). Dijeljenjem sa 120 dobivamo:

u'(z) — %u(x) = 1 (2)

Radi se o linearnoj nehomogenoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi s konstantnim koeficijentima.
Rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu
1

u(z) — %u(x) =0:

1

120032 —4=0 = \=+——1.
V30

Slijedi da je homogeno rjesenje oblika
Uh(iE) = 016\;73% + 026\/%, C,Cy € R
Partikularno rjeSenje trazimo u obliku u,(z) = A. Uvrstavanjem u (2) dobivamo
1 1
A —

300 3
tj. up(z) = —10 pa imamo
u(z) = up(z) +up(x) = ChevVas + Coevim —10, Oy, Cs € R.
Jednadzba (2) je istog tipa kao i jednadzba (1), a rjeSenje joj je

u(z) = Cse V30 + Cye 750 — 15.

u(z) = { Cie + Cse 10, z €[0,4] 01.Cy.C5.C4 €R.

Cse Va0 + Cyevm — 15, x € [4, 8]



Da bismo formirali sustav jednadzbi iz kojeg dobivamo vrijednosti konstanti Cy, Co, C3 i Cy, iskoristiti
¢emo svojstvo neprekidnosti zice, tj. u(4—) = u(4+), svojstvo glatkoce zice u'(4—) = v’ (4+) i uvjet da
je lijevi kraj zice pri¢vrséen, tj. u(0) = 0, a desni kraj slobodan odn. u/(8) = 0. Dobivamo:

’LL(O):O = Ci1+Cy=10
-8
u'(8) =0 = %e% - \%ioeﬁ
wd+) = u(d—) = Crevas + Coevi — 10 = Czevas + Cye Vi — 15
u'(4+) =u'(4-) = L2 eV — CLoVis = %e% _ C1 .7,

V30 V30 V30
Zadatak 2 (15 bodova) Izracunajte integral

+o0

=
Rjesenje. Vrijedi
- [t [
Definirajmo funkciju
2iz
PO oGy
Funkcija F' je analiticka svuda osim u tockama z = 2 i z = —2 koje su su polovi prvog reda i nalaze se

na realnoj osi. Za z = Re*¥, ¢ € [0, 7], R > 2 imamo:

£l = 22 —4|~ |z|2—4:R2—4

z ‘ 2] R
<

pa |f(z)] tezi ka nuli kada R tezi u beskona¢nost. Ra¢unamo reziduume funkcije F' u danim polovima:

. (2 —2)ze? et

Res(F(z),2) = 21_% CEDIeES)] = &
‘ o (2 +2)zes el
Res(F(z),—2) = 2151712 oG Y - 7

Slijedi
I = Re(wi-Res(F(z),2)+ mi-Res(F(z),—2))

4i —4i
= Re (_me—l—;>

= Re(imcos4) =0.
Zadatak 3 (15 bodova) Rijesite Dirichletov rubni problem
Au(z,y) =0, na D= {(z,y) e R?:y <0}

u(z,0) = —x, 1<z<4
u(z,0) =0, inace.



RjesSenje. Dirichletov problem je zadan na podru¢ju D koje je donja poluravnina, tj. skup svih tocaka
(7,y) € R? za koje je y < 0. Mi éemo ga promatrati na gornjoj poluravnini D’ = {(z,y) € R? : y > 0}
jer na takvom podru¢ju znamo nadi rjesenje problema. Dovoljno je naéi odgovarajuc¢e konformno
preslikavanje koje ¢e D preslikati u D’. Primijetimo da ¢e takvo preslikavanje biti specijalna Mobiusova
transformacija: rotacija za kut 7w kojoj odgovara pravilo pridruzivanja f(z) = e’z = —z. Napomenimo
da smo transformaciju mogli izra¢unati i na osnovu njenog ponasanja u neke tri tocke, npr. iz uvjeta
f(0)=0, f(-1)=11i f(o0) = oo.
Za z = x + 1y dobivamo
f(2)=—z2=—(z+iy)=—z—yi

pa je u novoj uv-ravnini realni dio kompleksne funkcije f jednak v = —x, a imaginarni dio je v = —y.
Pogledajmo kako f transformira segment [1, 4] na realnoj osi:

z;:; = za ;i[ol,ﬂ dobivamo Zg?_4’_1] .
Vrijedi U(u,v) = u(z,y). Zbog u(z,0) = —z, x € [1,4] je U(u,v) =U(u,0) =u, u € [—4,—1]. Novi
rubni problem je

AU(u,v) =0 na D' ={(u,v) € R?:v >0}

u, u€|[—4,-1] ;

U(%”)‘u:o = { 0, u¢[-4,-1]

a njega znamo rijesiti. Imamo

1 [ v U0
v = 2 [ G

—00
—1

— l/ vt dt
o) (t—u)? 402
v t
S S —"
7r/(t—u)2—|—v2
24
—1 t— -1
= ;;Tln|(t—u)2—|—v2|‘_4—|—Zarctg< vu),

—4

U —1—-u U —4—-u
+ —arctg — —arctg ,
0 v us v
—y, |@-1)?+y?

z z—1 z x—4
o n m - ;arctg (y) + ;arctg (y) .
Zadatak 4 (15 bodova) Pivo u bacvi od 2000 L sadrzi 4% alkohola. U bacvu se brzinom od 20
L/min ulijeva jos piva koje sadrzi 6% alkohola. Dospjelo pivo se odmah mijeSa sa pivom u bacvi te
istom brzinom istjece iz bacve. Ako se zna da je promjena koli¢ine alkohola u bacvi u nekom trenutku
jednaka razlici brzine kojom ona utjece u spremnik i brzine kojom istjece iz spremnika, koliki postotak
alkohola ée sadrzavati bacva piva nakon jednog sata?

— ihl (*17U)2+v2
2 (4 — )2+ 02

pa je rjeSenje originalnog problema

u(z,y)

Rjesenje. Oznacimo s y(t) koli¢inu alkohola u baévi u trenutku ¢. U nekom pocetnom trenutku u bacvi

42000
je 4% alkohola pa imamo y(0) = 00— 80L. Koli¢ina piva u bacvi konstantna je cijelo vrijeme pa je
t t
postotak alkohola u baévi u proizvoljnom trenutku ¢ jednak ﬁ -100 = %O) Promjena koli¢ine

alkohola dana je jednadzbom:

dy L y(t) L\ 120-y
ar = 006 <20min) 2000 \Pmin) = 100




Radi se o obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi sa separiranim varijablama. Dobivamo

Qo
120—y 100
t
—1n|120 — = —
n|120 — y| 100 +C
1z y(0) = 80 dobivamo C' = —In40. Slijedi
1120 — 3 t
Y et L L
40 100
120 — ¢
| - ] R

Funkcija y je neprekidna pa zbog y(0) = 80 > 0 i ¢injenice da je desna strana gornje jednadzbe uvijek
razli¢ita od nule, vrijedi 120 — y > 0. Dobivamo rjeSenje

y(t) = 120 — 40e 0,
Nakon jednog sata u ba¢vi se nalazi y(60) ~ 4, 9% alkohola.

Zadatak 5 (10 bodova) Kugla mase 2 kg pricvriéena je za elasticnu oprugu. Sila od 6 N je potrebna
da rastegne oprugu za 0.5 m u odnosu na njenu prirodnu duljinu. Na kuglu je pricvriéen prigusivac s
koeficijentom prigusenja 14. Ako oprugu rastegnemo za 1 m u odnosu na njenu prirodnu duljinu, a
zatim ju pustimo, kako izgleda funkcija pomaka kugle u proizvolinom trenutku t? Sto mozete zakljuciti o
ponasanju kugle kada vrijeme teZi u beskonacénost?

Rjesenje. Ako sa [y oznac¢imo prirodnu duljinu opruge, a sa lo duljinu opruge nakon djelovanja sile,
onda prema identitetu Fy, = k(lo —I1) dobivamo 6 = k- 0.5 pa je k = 12. Obzirom da nema djelovanja
vanjske sile, jednadzba harmonijskog oscilatora je 2z (t) + 142'(t) + 12z(t) = 0, odnosno,

2 (t) + 7' (t) + 6x(t) = 0.

Dobivena jednadzba je homogena linearna ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima. Pripadna
karakteristi¢na jednadzba je 72 4+ 7r + 6 = 0 ¢ija su rjesenja realni i medusobno razli¢iti brojevi

7‘1:—6, 7"2:—1.

Funkcija pomaka je oblika
z(t) = Ae % + Be™!, A, BecR.

Pocetni polozaj kugle dan je s 2:(0) = 1, a pocetna brzina je 2’'(0) = 0 pa pomoé¢u ovih podataka

dobivamo iznose konstanti: A = f%, B = g Dobivamo

x(t) = —=

Funkcija pomaka konvergira ka nuli kada t tezi u beskonacnost sto znaci da ¢e kugla s vremenom
prestati titrati.



