Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku.
17. travnja 2019.

Prva kontrolna zadaéa iz Kombinatorne i diskretne matematike
A grupa

Zadatak 1. (20 bodova)
Za okruglim stolom pravilno je rasporedeno 11 muskaraca i 9 zena. Dokazite da, kako god oni sjeli za
stol, uvijek postoje barem dva muskarca koja sjede jedan nasuprot drugome.

Rjesenje: Za okruglim stolom sjedi ukupno 20 ljudi, a kako su pravilno rasporedeni, 10 parova sjedi to¢no
jedno nasuprot drugome. Definiramo ukupno 10 kutija, pri ¢emu u istu kutiju smjestamo one muskarce
koji sjede jedan nasuprot drugome. Kako imamo 11 muskaraca, to prema slaboj formi Dirichletovog
principa postoje barem dva muskarca koja se nalaze u istoj kutiji, odnosno koji sjede totno jedan nasuprot
drugome.

Zadatak 2. (20 bodova)

U jednoj trgovini dje¢je robe prodavacica ima zadatak smjestiti dje¢ju odjecu na 9 vjesalica poredanih u
niz. Na koliko nacina moze objesiti 5 haljinica razlicitih boja i 4 djec¢jih kosuljica razlic¢itih modela ako:
a) nema nikakvih uvjeta,

b) sve haljinice moraju biti jedna do druge i sve kosuljice moraju biti jedna do druge,

¢) sve haljinice moraju biti jedna do druge,

d) haljinice moraju biti smjestene na prve 2 i na zadnje 3 vjesalice?

NAPOMENA: Na svaku vjesalicu treba objesiti samo jedan odjevni predmet.

Rjesenje: a) S obzirom da nema uvjeta na razmjestaj, svih 9 komada odjeée ispermutiramo na 9! nacina.
b) Haljinice i koSuljice promatramo kao dva bloka. Unutar bloka, haljinice mozemo razmjestiti na 5!, a
kosuljice na 4! na¢ina. Dodatno, blokovi mogu biti slozeni kao (haljinice, kosuljice) ili (kosuljice, haljinice).
Rj: 2% 4! x5!

¢) Haljinice promatramo kao blok koji moze poceti s i-tom vjesalicom u nizu, ¢ = 1,...,5. Unutar bloka,
haljinice se mogu razmjestiti na 5! nacina, dok kosuljice na preostale vjesalice razmjestiti na 4! naé¢ina.
Rj: 55! x4l

d) Najprije odaberemo koje od 5 haljinica stavljamo na prva dva mjesta na (g) nacina. Svaki od blokova
haljinica mozemo permutirati redom na 2!, odnosno 3! na¢ina. Kosuljice mozemo permutirati na 4!
nac¢ina. Rj: (;) x 21 % 3! % 41,

Zadatak 3. (20 bodova)

Na koliko nacina cetiri obitelji, od kojih svaku ¢ine muskarac, zena i dvoje djece, moze sjesti za okrugli
stol s neoznacenim sjedistima ako:

a) svaka obitelj zeli sjediti zajedno;

b) muskarci iz nekog razloga zahtijevaju da budu rasporedeni na nekim od 7 unaprijed odabranih mjesta
koja se sva nalaze na istoj polovici stola;

¢) muskarci zele sjediti zajedno i pricati o nogometu, dok svaka zena zeli sjediti izmedu svoje dvoje djece?

RjeSenje: a) Svaku obitelj promatramo kao blok, te 4 bloka ciklicki permutiramo na 3! na¢ina. Unutar
svakog bloka, ¢lanove pojedine obitelji permutiramo na 4! naéina. Rj: 3! (4!)%.

b) S obzirom da je 7 mjesta na kojima sjede muskarci na jednoj polovici stola unaprijed odabrani, vise
se ne radi o ciklickoj permutaciji, Najprije izaberemo na koja ¢e 4, od oznacenih 7 mjesta sjesti muskarci
na (Z) nac¢ina, te ih jos permutiramo na 4! nac¢ina. Na preostala mjesta smjestimo na (16 — 4)! nac¢ina

zene i djecu. Rj: (Z) x 4! % 12!,

¢) Muskarce promatramo kao blok od 4 elementa, te svaku zenu sa svoje dvoje djece promatramo kao blok



od 3 elementa. Tih 5 blokova ciklicki permutiramo na 4! nacina. Muskarce unutar bloka razmjestimo na
4! naéina, a svaki od blokova Zena i djece na 2 nacina (D1, Z, Dg) ili (D, Z, D1). Rj: 4! % 4! % 24,

Zadatak 4. (20 bodova)
Koliko je peteroznamenkastih brojeva ¢ija je suma znamenaka jednaka 87

Rjesenje: Svaki peteroznamenkasti broj se sastoji od 5 znamenki x1, xo, 3, x4, x5, takvih da prva zna-
menka nije 0. Preciznije 1 < 27 <9, 0 < z9,...,25 < 8. Suma znamenki peteroznamenkastog broja
ée
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ima cjelobrojnih rjesenja, a takvih je (141).

Zadatak 5. (20 bodova)
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51 .
_1 k+1 _ ?
Sy, ) =0

51

C . n n n n n n . .
R.]esen.]e:z:(—l)k+1 (2k B 1) = (1> - (3> + (5> — e (=)l <2[721] B 1), pri ¢emu je izraz

k=1
2[2] —1 jednak n — 1 ako je n paran, odnosno n ako je n neparan. Dodatno, (i +1)" = Y";'_; (7)i*, pa
jem(i+1)") =) -G +G) -+ (,1)%14-1 (ﬂﬂnrl), jer je i** € R. Trazimo one n za koje je
2

Im((i +1)™) = 0, a to su brojevi oblika n = 4k, k € N.

Zadatak 6. DODATNI ZADATAK (20 bodova)
Neka je n prirodan broj, n > 2. Koliko je razli¢itih sumanada u razvoju od (z1 + - -+ 4+ %)™ u kojima se
svaki x;, © = 1,...,n pojavljuje s potencijom vecom ili jednakom 27



