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Vijerojatnosno zakljucivanje Bayesovo pravilo

Vjerojatnosno zaklju€ivanje koristi se kod
® postavljanje dijagnoza
® prepoznavanja govora
® pracenja objekata
® robotskog mapiranja / kartografiranja
® genetike

® korigiranja greSaka u kodu
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Neizvjesnost/ Nesigurnost / Nepouzdanost

® QOpcenito:
® (Opazene varijable (dokazi): agent zna nesto o stanju svijeta (npr.
o€itanja senzora ili simptomi)
® Neopazene varijable: agent treba zakljuéiti nesto o drugim aspektima
(npr. gdje se nalazi objekt ili 0 kojoj se bolesti radi)
® Model: Agent zna nesto o odnosu poznatih i nepoznatih varijabli

® \jerojatnosno zaklju¢ivanje daje nacin upravljanja nasim uvjerenjima
i znanjem
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Vjerojatnost

® slu¢ajna varijabla: znacajka (obiljezje) svijeta u vezi koje (mozda)
postoji nesigurnost - unaprijed ne znamo ishod, aliimamo zadanu
distribuciju koja govori s kojom vjerojatnosti ¢e se odredeni ishod
dogoditi
® X: pada li kia?
® Y jelitoplo ili hladno?
® 7 koliko ¢e dugo trajati voznja do posla?
® sluéajne varijable ozna¢avamo s velikim slovima :
AB,....X)Y, ...
® ishode oznacavamo s malim slovima: a, b, 1, x2, . . .
® poput varijabli u PZO, sluCajne varijable imaju domene
® za X {istina, laz} (koristit cemo oznaku {+x, —z})
® zaY {toplo, hladno}
® za Z [0,00)
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Bayesovo pravilo

® neopazene sluéajne varijable imaju zadanu distribuciju, npr.

P(X)

X P
toplo | 0.5
hladno | 0.5

® Skracéeni zapis:

P(toplo) = P(X = toplo)

P(hladno) = P(X = hladno)

P(kisa) = P(Y = kisa)

P(Y)

Y P
sunce | 0.6
kisa 0.1
magla | 0.3

® yz pretpostavku jedinstvenosti elementa domene ovo je u redu
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Zajednicka (zdruzena) distribucija

® Zajednicka distribucija nad skupom slucajnih varijabli
X1, Xo,..., X, za svaku dodjelu (ishod) odreduje broj:

P(Xl:l‘l,XQZIL‘Q,...,Xn::L'n):P(l’l,a?g,...,l‘n)

® i ovdje mora vrijediti: P(x1,x2,...,2,) > 0

Z P(J?l,l‘g,...,xn):l

(z1,22,.Zn)

® \eli¢ina tablice ukoliko imamo n varijabli s domenama veli¢ine d?
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Zajednicka (zdruzena) distribucija

® Zajednicka distribucija nad skupom slucajnih varijabli
X1, Xo,..., X, za svaku dodjelu (ishod) odreduje broj:

P(Xl:l‘l,XQZIEQ,...,Xn:l'n):P(l’l,a?g,...,l‘n)

® i ovdje mora vrijediti: P(x1,x2,...,2,) > 0

Z P(J?l,l‘g,...,xn):l

(z1,22,.Zn)

® \eli¢ina tablice ukoliko imamo n varijabli s domenama veli¢ine d?
® neprakti¢no osim za male n
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Vjerojatnosni modeli

® Vjerojatnosni model je zajednicka distribucija za skup sluc¢ajnih
varijabli
® Vijerojatnosni modeli:
® (Sluéajne) varijable s domenama
® Dodjele se nazivaju ishodi
® ZajedniCke distribucije: govore jesu li dodjele (ishodi) vjerojatni
® Normalizirano: vjerojatnosti u sumi daju 1
® |dealno: samo odredene varijable su u izravnoj interakciji
® Problem zadovoljavanja ograni¢enja:
® Varijable s domenama
® Qgraniéenja: definiraju / odreduju je li dodjela moguéa
® |dealno: samo odredene varijable su u izravnoj interakciji
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Dogadaiji

® dogadaj je skup F ishoda

P(Ey= > Pai,...,zn)

(Z1,.52n)EE

® iz tablice zajedniCke distribucije moguce je izraGunati vjerojatnost bilo
kojeg dogadaja
Co . S P(T,V)
® vjerojatnost da je toplo i suncano
o . T \%4 P
® vjerojatnost da je toplo

® vjerojatnost da je toplo ili sunéano toplo su.rjce 0.4
toplo kisa 0.1

hladno | sunce | 0.2
hladno | kisa | 0.3
® dogadaiji koji nas obi¢no zanimaju su parcijalne dodjele, npr.

P(T = toplo)
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Marginalne distribucije

® marginalne distribucije dobivamo iz zajednicke distribucije
eliminacijom nekih varijabli

® marginalizacija (sumiranje/zbrajanje): kombiniranje redaka
zbrajanjem (uz zanemarivanje nekih od stupaca)

P(T,V) P(T)
P t) = P(t, S) — oplo .
toplo | sunce | 0.4 - hladno | 0.5
toplo kisa | 0.1
hladno | sunce | 0.2 VP(V) P
= P(s) =) P(t,s) =
hladno | kisa | 0.3 (s) zt: (¢ ) sunce | 0.6
kia 0.4
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Uvjetna vjerojatnost

® uvjetna vjerojatnost definira se kao

9

P(a,b) \ )

Plalb) = =g Y/
P(b)

® na primjer, ako je zadana zajedni¢ka distribucija P (7", V') imamo:

P(hladno,sunce) 0.2

=— =04
P(hladno) 0.5

P(sunce|hladno) =

® uvjetne distribucije su vjerojatnostne distribucije nekih varijabli uz
fiksirane vrijednosti drugih varijabli
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Normalizacija

® kada iz zajedniCke distribucije trebamo odrediti uvjetne distribucije, iz
tablice izdvojimo dio koji odgovara dokazu (fiksiranim vrijednostima) i

taj dio normaliziramo
® na primjer ako Zelimo odrediti P(V|hladno)

T V| P(nladno, V)
hladno | sunce 0.2
hladno kiSa 0.3

1007 Osnove umjetne inteligencije

Bayesovo pravilo

V| P(V]hladno)
—> | sunce 0.4
kisa 0.6

Vjerojatnosno zakljucivanje.
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Vjerojatnosno zakljucivanje

® vjerojatnosno zakljuéivanje: odrediti (izracunati) Zeljenu vjerojatnost
iz drugih poznatih vjerojatnosti (npr. uvjetnu iz zajednicke)
® y pravilu raunamo uvjetne distribucije

® P(na vrijeme|nema nesrece) = 0.90
® ovo predstavlja agentovo vjerovanje uz dani dokaz

® vjerojatnost se mijenja s novim dokazima:

® P(na vrijeme|nema nesrece, 5:00) = 0.95
® P(na vrijeme|nema nesrece, 5:00, kisa) = 0.80
® sa svakim novim dokazom treba azurirati vierojatnosti
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Zakljucivanje enumeracijom / pobrojavanjem

® opéi slucaj: od varijabli X1, X3, ..., X, neke su
® dokazi (poznate vrijednosti varijabli): ... Ey =e1...¢ex
® upiti (nepoznate vrijednosti varijabli): )
® skrivene varijable: H; ... H,
® selimo izraunati P(Qley . . . ex)
1. korak: iz tablice uzmemo retke konzistentne s dokazom
2. korak: zbrojimo po skrivenim varijablama
3. korak: normaliziramo
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Zakljucivanje enumeracijom / pobrojavanjem

® opéi slucaj: od varijabli X1, X3, ..., X, neke su
® dokazi (poznate vrijednosti varijabli): ... Ey =e1...¢ex
® upiti (nepoznate vrijednosti varijabli): )
® skrivene varijable: H; ... H,
® selimo izraunati P(Qley . . . ex)
1. korak: iz tablice uzmemo retke konzistentne s dokazom
2. korak: zbrojimo po skrivenim varijablama
3. korak: normaliziramo
® ocigledni problemi:
® U najgorem slugaju vremenska slozenost je O(d")
® prostorna slozenost za pohranjivanje zajednicke distribucije O(d™)
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Vijerojatnosno zakljucivanje

Primjer

D T V P
ljeto toplo | sunce | 0.3
lieto | toplo kisa | 0.05
lieto | hladno | sunce | 0.1
lieto | hladno | kiSa | 0.05
zima | toplo | sunce | 0.1
zima | toplo kiSa | 0.05
zima | hladno | sunce | 0.15
zima | hladno | kiSa 0.2

1007 Osnove umjetne inteligencije

Bayesovo pravilo

P(sunce) =7
P(suncel|zima) =7
P(sunce|zima, toplo) =7

Vjerojatnosno zakljucivanje.
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Pravilo produkta. Lan¢ano pravilo.

® ponekad imamo uvjetne distribucije, a Zelimo zajednicku
P(b)P(a|b) = P(a,b)

® ovo se naziva pravilo produkta
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Vijerojatnosno zakljucivanje Bayesovo pravilo

Pravilo produkta. Lan¢ano pravilo.

® ponekad imamo uvjetne distribucije, a Zelimo zajednicku
P(b)P(a|b) = P(a,b)

® ovo se naziva pravilo produkta

® opcenito, zajednicku distribuciju mozemo zapisati kao produkt
uvjetnih distribucija

P($1, T2, CL’3) = P(l’l)P(xg‘iL'l)P(.Tghil, :UQ)

P(Il,l‘g, e ,l‘n) = HP(.’E1|SU1, . ,.%‘1;1)

® ovo se naziva lan¢ano pravilo
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@ Bayesovo pravilo

Bayesovo pravilo
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® zajednicku distribuciju dviju varijabli moguée je faktorizirati na dva
nacina:
Pz, y) = P(zly)P(y) = P(ylx)P(x)

® dijeljenjem dobivamo:

Plaly) = ot
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Vijerojatnosno zakljucivanje Bayesovo pravilo

zajednicku distribuciju dviju varijabli moguce je faktorizirati na dva
nacina:
Pz, y) = P(zly)P(y) = P(ylx)P(x)

dijeljenjem dobivamo:

Plaly) = A Pla)

zasto je ovo korisno?
® omogucava nam dobivanje jedne uvjetne vjerojatnosti iz one druge
® obi¢no je odredivanje jedne uvjetne vjerojatnosti tesko, a odredivanje
druge jednostavno
® osnova mnogih sustava (automatsko prepoznavanje govora, strojno
prevodenije)

jedna od najbitnijih formula za umjetnu inteligenciju
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Zakljucivanje s Bayesovim pravilom

® odredivanje vjerojatnosti dijagnoze pomocu vjerojatnosti simptoma

P(posliedica | uzrok) P(uzrok)
P(posljedica)

P(uzrok | posljedica) =
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Zakljucivanje s Bayesovim pravilom

® odredivanje vjerojatnosti dijagnoze pomocu vjerojatnosti simptoma

P(posliedica | uzrok) P(uzrok)
P(posljedica)

P(uzrok | posljedica) =

® primjer:
® M - meningitis, U- ukocen vrat
P(+u|+m)=0.8
P(+m) = 0.0001
P(+u) =0.1

P(4+u|+m)P(+m) 0.8 x 0.0001
P(4u) B 0.1

P(+m|+u) = = 0.0008

® primjetimo da je posteriori vjerojatnost zaraze meningitisom i dalje vrlo

@ -
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Primjer
® dano je
P(Y|X)
P(X) Y X P
X P mokro | sunce | 0.1
sunce | 0.8 suho | sunce | 0.9
kiSa | 0.2 mokro | kisa | 0.7
suho kisa | 0.3

® odredite P(X |suho)

e 1007 Osnove umjetne inteligencije

Vjerojatnosno zakljucivanje. 20/25



http://www.mathos.unios.hr/index.php/238
P2
Vijerojatnosno zakljucivanje Bayesovo pravilo

Vjerojatnosni modeli

® modeli opisuju nacin na koiji svijet funkcionira
® modeli su uvijek pojednostavljenja

® mozda ne vode rauna o svim varijablama
® mozda ne vode raéuna o medusobnim odnosima medu varijablama
® “Svi modeli su pogresni, no neki su korisni. ” George E. P. Box

® Sto radimo s vjerojatnosnim modelima?

uz dane dokaze trebamo nesto zakljuciti o nepoznatim varijablama
obrazlozenje

prognoza

vrijednost informacija
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Nezavisnost

® dvije varijable su nezavisne ako za zajednicku vjerojatnost vrijedi
P(X,Y) = P(X)P(Y),
odnosno
Va,y P(z,y) = P(z)P(y)
® pisemo X Y

® drugim rijeCima zajednicku vjerojatnost racunamo jednostavnim
mnozenjem marginalnih

® varijable uglavnom nisu nezavisne
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Vijerojatnosno zakljucivanje Bayesovo pravilo

Nezavisnost

® dvije varijable su nezavisne ako za zajednicku vjerojatnost vrijedi
P(X,Y) = P(X)P(Y),

odnosno
Va,y Plz,y) = P(x)P(y)
® pisemo X Y
® drugim rijeCima zajednicku vjerojatnost racunamo jednostavnim
mnozenjem marginalnih
® varijable uglavnom nisu nezavisne

® moguce je koristiti nezavisnost kao pretpostavku modela

® nezavisnost moze biti pojednostavljivanje pretpostavki
® empirijske zajedniCke distribucije su u najboljem slu¢aju bliske onima
koje bi imali u slu¢aju nezavisnosti
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Kako provjeriti nezavisnost?

Bayesovo pravilo

P(T)
T P
AT, V) toplo | 05
T Vv | P P :
hladno | 0.5
toplo sunce | 0.4
toplo kisa 0.1
hIaZno sulnce 0.2 P(V)
~ . 14 P
hladno kisa 0.3
sunce | 0.6
kisa 0.4
@ 1007 Osnove umjetne inteligencije Vijerojatnosno zakljucivanje.
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Kako provjeriti nezavisnost?

Bayesovo pravilo

1007 Osnove umjetne inteligencije

Vijerojatnosno zakljucivanje.

P(T)
T P
AT, V) toplo | 05 Po(T, V)

r v P hIaZno 0.5 r v P
toplo sunce | 0.4 : toplo sunce | 0.3
toplo kisa 0.1 P(V) toplo kisa 0.2
hladno | sunce | 0.2 v P hladno | sunce | 0.3
hladno kisa 0.3 hladno kisa 0.2

sunce | 0.6

kisa 0.4
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Uvjetna nezavisnost

® bezuvjetna (potpuna) nezavisne je vrlo rijetka

® yvjetna nezavisnost je najosnovniji i najrobusniji oblik znanja o
neizvjesnim okruzenjima

® X je uvjetno nezavisno od Y uz dani Z ako i samo ako
Va,y,z : P(x,y|z) = P(x]z)P(ylz)
ili ekvivalentno
Va,y,z : Px|z,y) = P(z|z)

e pisemo X 11 Y|Z
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Uvjetna nezavisnost i lan¢ano pravilo

® [anc¢ano pravilo:
P(X1,Xs,...,X,) = P(X1)P(X2|X1)P(X3| X1, X2) - -+

® primjer:

P(guzva, kisa, kisobran) = P (kisa) P (guzvalkisa) P (kiSobran|kisa, guzva)
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Uvjetna nezavisnost i lan¢ano pravilo

® [anc¢ano pravilo:
P(X1,Xs,...,X,) = P(X1)P(X2|X1)P(X3| X1, X2) - -+

® primjer:

P(guzva, kisa, kisobran) = P (kisa) P (guzvalkisa) P (kiSobran|kisa, guzva)

® yz pretpostavku uvjetne nezavisnosti:

P(guzva, kisa, kisobran) = P (kisa) P (guzva|kisa) P (kiSobran|kisa)
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Vijerojatnosno zakljucivanje Bayesovo pravilo

Uvjetna nezavisnost i lan¢ano pravilo

® [anc¢ano pravilo:
P(Xy,Xs,...,X,) = P(X1)P(X2|X1)P(X3| X1, X2) - -

® primjer:

P(guzva, kisa, kisobran) = P (kisa) P (guzvalkisa) P (kiSobran|kisa, guzva)

® yz pretpostavku uvjetne nezavisnosti:

P(guzva, kisa, kisobran) = P (kisa) P (guzva|kisa) P (kiSobran|kisa)

® Bayesove mreze / graficki modeli pomazu iskazati pretpostavku
uvjetne nezavisnosti
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