Algebra

Vjezbe 10

8.5.2023.

predavag: prof.dr.sc. |.Mati¢

asistent: dr.sc. Darija Brajkovi¢ Zori¢



@00000000

Faktorizacija u prstenima polinoma

Teorem

Ako je R integralna domena, onda je R|x] integraina domena.

Napomena

Neka je R integralna domena. Jedini elementi u R[x] koji su invertibilni u
R][x] jesu oni konstantni polinomi koji su invertibilni u R.
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Definicija
Neka je R integralna domena. Kazemo da je polinom f € R[z], koji nije

ni nul polinom ni invertibilan element u R[x], ireducibilan nad R ako
kada god f izrazimo kao produkt

f(.f) = g(x)h(x), g,h € R[.’E],

slijedi da je g ili h invertibilan element u R[x]. Za nenul neinvertibilan
element od R|[x] koji nije ireducibilan nad R kazemo da je reducibilan
nad R.

Napomena

U slu¢aju da je integralna domena R polje, primijetimo da je polinom
f € RJ[z] ireducibilan nad R ako i samo ako se f ne moze zapisati kao
produkt dvaju polinoma nizeg stupnja.
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Propozicija
Neka je F polie, « € F'i f € F[z]. Tada je element « nultoka polinoma
f ako i samo ako x — « dijeli f.

Teorem
Neka je F' polje. Ako je f € F'[x] i ako je stupanj polinoma f jednak 2 ili
3, onda je f reducibilan nad F' ako i samo ako f ima nultoku u F.

Zadatak 1
Ispitajte jesu li sljedeci polinomi ireducibilni nad poliem Zs i, ukoliko jesu,
zapisite ih kao produkt odgovarajuéih polinoma:

a) filr)=23+2+1,

b) fao(x) = 22 + 322 + 22 + 3.
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Propozicija

Nekaje f(2) = anz"™ + ap_12" 1 + -+ + ag € Z[z] i nekaje

o= g € Q,gdiesub € Z,d € Ni(b,d) = 1, nultotka polinoma f.
Tada b dijeli ag, a d dijeli a,,. Ako je polinom f normiran, onda je o € Z i
dijeli ao.

Definicija

Sadrzaj nenul polinoma f(z) = a,2" + ap_12" "' + - - + ag € Z[z]
najvedi je zajednicki djelitelj od ay,, an—1, - . ., ag i oznatavamo ga s c( f).
Kazemo da je polinom s cjelobrojnim koeficijentima primitivan ako je
sadrzaja 1.
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Teorem
Neka je f nekonstantan polinom u Z[z].
a) Ako je f reducibilan nad (Q, onda je reducibilan i nad Z.

b) Neka je f primitivan polinom. Polinom f ireducibilan je nad Z ako i
samo ako je ireducibilan nad Q.

Teorem (Eisensteinov kriterij)

Nekaje f(7) = anz™ + an_12"1 + -+ ag € Z[z]. Ako postaji prost
broj p takav da

pjfan, p|an—17"'7p’a0.1p2+a07

onda je polinom f ireducibilan nad Q.
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Zadatak 2

Ispitajte je li polinom f(x) = 2% + 2 — 1 ireducibilan nad Q i nad R. )
Zadatak 3
Ispitajte je li polinom f(z) = 2% + 2% + 2 + 1 ireducibilan nad Q. )
Zadatak 4
Ispitajte jesu li sliedec¢i polinomi ireducibilni nad Z:

a) fi(z) = 2?+4z +2,

b) fo(z) = 23 — 2% — 4,

o) f3(z)=a2* - 1022 + 1,

d) fa(z) =23 — 322 4 62 + 3,

e) fs(x) = 2°0 + 142 — 56 )
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Zadatak 5
Ispitajte jesu li sliedeci polinomi ireducibilni nad Z:
) fi(x) =27 + 112 — 332 + 22,
b) fo(z) = 2% — 72?4+ 3z + 3. O

Zadatak 6
Pokazite da je polinom

flx) = 31’5—|—5$ + 23 +3

ireducibilan nad Q.
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Napomena

Akoje f € Qlz]ia € Q, ondaje f(x) ireducibilan nad Q ako i samo ako
je f(x + a) ireducibilan nad Q.

4

Zadatak 7
Ispitajte je li polinom f(x) = 2* + 2% + 22 + 2 + 1 ireducibilan nad Q. )

Zadatak 8

Pokazite da je polinom f(x) = z* + 1 ireducibilan nad Q, a reducibilan
nad R.
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Zadatak 9

(a) Pokazite da je polinom f(x) = 22 4 8z — 2 ireducibilan nad Q. Je |i
dani polinom ireducibilan nad Z, R, C?

(b) Je li polinom g(x) = x* — 52 + 2 ireducibilan u Z[x]?
(c) Jelipolinom h(z) = x? + x + 4 ireducibilan nad Z11? O
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