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Podgrupe

Zadatak 5

Neka je H podgrupa od R uz zbrajanje realnih brojeva. PokaZite da je
skup K = {2%: a € H} podgrupa od R* uz mnozenje realnih brojeva.

Zadatak 6
Dokazite da je
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Definicija
Centar grupe G, u oznaci Z(G'), podskup je svih elemenata u G koji
komutiraju sa svakim elementom od G, to jest

Z(G)={a € G: ag = ga,Vg € G}.

Teorem
Centar grupe G podgrupa je od G.

Napomena
Grupa G Abelova je ako i samo ako je G = Z(G).

Zadatak 7
Dokazite daje Z(GL(n,R)) = {\[: A € R*}.
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Homomorfizmi grupa

Definicija
Neka su (G1, *) i (G2, *) grupe. Preslikavanje ¢: G1 — G2 zove se
homomorfizam grupa ako vrijedi

o(a*b) = p(a) *p(b) za sve a,b € Gy.

Skup svih homomorfizama s G u G2 oznatavamo s Hom(G'1, G2).

Ako je ¢ homomorfizam grupa koji je injekcija, onda kaZzemo da je ¢
monomorfizam grupa, a ako je ¢ homomorfizam grupa koji je surjekcija,
nda kazemo da je ¢ epimorfizam grupa.
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Homomorfizam grupa koji je bijekcija nazivamo izomorfizam grupa. Ako
postoji izomorfizam grupa ¢ : G1 — G2, kazemo da je grupa G
izomorfna grupi G5 i u tom sluéaju piSemo GG; = (5. Relacija = relacija
je ekvivalencije.

Izomorfizam grupa ¢: G — G naziva se automorfizam i skup svih
automorfizama od G oznagavamo s Aut(G).

Ako su p1: G1 — Goiws: Go — (G3 homomorfizmi grupa, onda je i
njihova kompozicija 2 o ¢1: G1 — G3 homomorfizam grupa. Analogno
vrijedi za kompoziciju monomorfizama grupa, epimorfizama grupa i
izomorfizama grupa.
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Propozicija

Neka je ¢: G1 — G2 homomorfizam grupa. Tada vrijedi:
a) 90(6671) = €@y,
b) p(at) = [p(a)] zasvea € G.
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Definicija
Neka je ¢: G1 — G2 homomorfizam grupa. Skup

Imp ={¢(a): a € Gy}
nazivamo slika homomorfizma ¢, a skup
Kerp ={a € Gi: p(a) =eqg,}

nazivamo jezgra homomorfizma o.
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Propozicija
Neka je ¢: G1 — G5 homomorfizam grupa. Tada je slika homomorfizma
 podgrupa od G2, a jezgra homomorfizma ¢ podgrupa od G .

Propozicija
Homomorfizam grupa ¢ : G1 — G2 monomorfizam je ako i samo ako je
Kero = {eq, }.

Zadatak 1
Dokazite da je preslikavanje ¢: GL(n,R) — R* definirano s

w(A) =det A

epimorfizam grupa i odredite mu jezgru.
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Zadatak 2

Pokazite da je preslikavanje  — ¢ homomorfizam grupe (Z, +) u grupu
(K4, )tedajeKerp = {m € Z: m = 4k, k € Z}. Je li p epimorfizam
grupa? O

4

Zadatak 3

Neka je ¢: G1 — G5 homomorfizam grupa. Dokazite da ako je G;
Abelova grupa, onda je i Im ¢ Abelova grupa.

Zadatak 4

Dokazite da je grupa G Abelova grupa ako i samo ako je preslikavanje
¢: G — G definirano s p(a) = a~! automorfizam.
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Zadatak 5

Neka je za dani element a iz grupe G definirano preslikavanje
po: G—=Gs

©o(z) = axa™'.
Dokazite da je (. automorfizam grupe G. (Taj automorfizam naziva se
unutrasniji automorfizam grupe G).

Napomena

Neka je s Int(G) oznagen skup svih unutragnjih automorfizama grupe G.
Int(G7) grupa je u odnosu na kompoziciju.

Zadatak 6

Dokazite da grupe R* i C* nisu izomorfne.
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Napomena
Svaka grupa reda 4 izomorfna je ili grupi (Za X Zg, +) ili grupi (Z4, +). J

Zadatak 7
Pokazite da grupe (Za X Zg,+) i (Z4, +) nisu izomorfne. DJ
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Simetri¢na grupa

Neka je S neprazan skup. Permutacija skupa S bijekcija je sa .S na S. J

Skup svih permutacija skupa .S oznatavamo s B(S), a (B(.5), o) jest

grupa permutacija skupa S koja je nekomutativna grupa za |S| > 3. )

Ako je |S| = n, onda se grupa permutacija skupa S naziva simetriéna
grupa n—tog reda i oznatava sa .S,,. Red grupe .5,, jest n!.
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Ako su o, T u Sy, njihovu kompoziciju o o 7 oznacavat éemo krace s o7 i
zvati produkt permutacija o i 7.

Permutaciju o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} zapisivat Cemo na
sliedeéi nacin:

Zadatak 1

L 2 3 4 (1 2 3 4 :
Ak01ea—<3 1 2 4>|7'—<4 3 9 1),odredlteaT,Tcr,
-1 1

4
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