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Ciklicke grupe

Neka je GG grupai a element u G. Zan € N definramoa™ =a-a---a
(imamo n faktora) i pri tome je a’ =e.

Takoder, neka je a ™" = (a~1)", gdje je a1 inverz od a. J

Zam,n € Z vrijedi a™" = a™a". J
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Za neprazan podskup S grupe G, za najmanju podgrupu koja sadrzi skup
S kazemo da je generirana sa .S i oznatavamo je sa (S).

Posebno,
(a) = ({a})

podgrupa je od GG generirana elementom a € G i to je najmanja podgrupa
od (G koja sadrzi a.

4

Definicija

Grupa G naziva se ciklicka grupa ako je generirana jednim elementom,
odnosno ako postoji element a € G takavdaje G = {a": n € Z}i
oznatavamo jus G = (a).
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Lema
Svaka je ciklicka grupa Abelova.

Lema
Neka je K podgrupa aditivne grupe Z. Tada je ili K = {0} ili postoji
m € Ntakav daje K = mZ.

Propozicija
Neka je G grupaia € G. Tada vrijedi jedna od sljedecih dviju
moguénosti:
a) (a) je beskona¢na grupa i tada je
(a) ={...,a" % a t e,a",a? ...} 27
b) (a) je kona¢na grupa i tada je (a) = {e,a,a?,...,a™ '} 2 Z,,
zanekim € N.
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Definicija

Neka je GG grupa i a € G. Red ciklicke grupe generirane s a nazivamo red
ili period elementa a. To je najmanji n € N takav da je a” = e, ako
takav postoji, i oznacava se s |a|. Ako takav n ne postoji, kazemo da je
element a beskonacnog reda.

Lema
a) [(a)| = lal.
b) U konaénoj grupi red elementa dijeli red grupe.

)
c) Za sve elemente a u kona¢noj grupi G vrijedi al6l = e.
)

d) Neka je a element reda n u grupi G. Ako je a* = e, ondan dijeli k. )

Propozicija
Ako je G grupa prostog redaia € G, a # e, onda je (a) = G.
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Lema
Neka je ¢: G1 — G2 homomorfizam grupa. Ako je element g € G
konaénog reda, onda je red od g djeljiv redom od (g).

Napomena

Uocimo da se u grupi Z4 nalaze neutralni element, dva elementa reda 4 i
jedan reda 2, a da su u grupi Zo X Zo svi elementi, izuzev neutralnog
elementa, reda 2.
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Zadatak 1
Odredite redove danih elemenata u zadanim grupama:

a) 7 u grupi C*,
b) 1i4 ugrupiZg,

1 1 )
c) [ 0 —1 ] u grupi GL(2,R).
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Zadatak 1

Odredite redove danih elemenata u zadanim grupama:
a) ¢ ugrupi C*,
b) 1i4 ugrupiZg,

1 1 )
c) [ 0 —1 ] u grupi GL(2,R).

Zadatak 2

Dokazite da u konac¢noj grupi GG za sve elemente a, b € G vrijedi:
a) [a] =]a™"],

b) |a| = [b~tab],

c) |ab] = |bal.
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Zadatak 3

Ako grupa G sadrzi to¢no jedan element reda 2, dokazite da je taj element
iz centra grupe G.

4

Zadatak 4

Neka su a i b medusobno razli¢iti elementi grupe G koji su razliciti od
neutralnog elementa, a za koje vrijedi

a>=b'=¢iba=ab’.

Odredite red elementa ab.

Zadatak 5

Pretpostavimo da grupa G sadrzi elemente a i b takve da je |a| = 4,

bl =2te a®b = ba. Odredite red elementa ab. O
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Zadatak 6

Neka je (& grupa reda 155 te neka su a i b elementi grupe G razliGitog
reda i razli€iti od neutralnog elementa. Dokazite da ne postoji prava
podgrupa od GG koja sadrzi elemente a i b.

Napomena

Red permutacije o € .S,, red je elementa grupe \S,,, odnosno najmanii
prirodan broj k takav da je o =e. ZapiSemo li permutaciju o kao produkt
disjunktnih ciklusa, za raCunanje reda dane permutacije koristimo
napomenu s prethodnih vjezbi.

Zadatak 7
Dan je homomorfizam : Zoy — Sg takav da je

e(1) =(2,5)(1,4,6,7).

dredite ¢(14) i jezgru homomorfizma .
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Napomena

Grupa Z, zam > 1 ciklicka je grupa i cijeli je broj k generator grupe Zj,
ako i samo ako su k i m relativno prosti.

Napomena

U grupi (a) = {e,a,a?,...,a™ '} jest a* generator grupe ako i samo
ako su k i m relativno prosti.

Propozicija
Neka je (7 ciklicka grupa.
a) Svaka je podgrupa od ( cikli¢ka.
b) Kvocijentna grupa G/ H ciklitka je za svaku podgrupu H od G.

Zadatak 8
adite sve podgrupe od Zg.
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Napomena

Neka je (7 ciklitka grupa reda m, a H ciklicka grupa reda n, gdje sumin

relativno prosti prirodni brojevi. Tada je grupa G x H cikli¢ka. )

Zadatak 9
Dokazite da grupa (Q, +) nije cikli¢ka grupa.

Zadatak 10

Neka je N normalna podgrupa od G takva da je kvocijentna grupa G /N
reda n. Dokazite da vrijedi sljedece:

a) a” € N zasvea € G.

b) Akojea € Giia® € N zak € N relativno prost s n, onda je a € N.J
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