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Ciklicke grupe

Zadatak 11
Ako je G/Z (@) ciklicka grupa, dokazite da je tada G' Abelova grupa.

Napomena
Svaki homomorfizam ¢: G — H, gdje je GG ciklicka grupa, potpuno je
odreden djelovanjem na generatoru grupe G.
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Propozicija
Neka je ¢: G1 — G2 izomorfizam grupa.
a) Zasve elemente a grupe G jest |a| = |p(a)l.
b) Ako je grupa (G1 Abelova, onda je i grupa G5 Abelova.
c) Ako je grupa 1 ciklicka, onda je i grupa G- ciklicka.
d) Ako je grupa GG1 konacna, onda (51 i G2 imaju jednak broj
elemenata svakog reda.

Propozicija
Ciklicke su grupe istog reda medusobno izomorfne.
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Zadatak 12

Pokazite da grupa (K4, -) nije izomorfna grupi (A, -g), za
A=1{1,3,57.

Zadatak 13

Neka je G grupa i neka je indeks od Z(G) u G jednak 4. Dokazite da je
tada grupa G/ Z (@) izomorfna grupi Zs X Zs.

Zadatak 14

Dokazite da nekomutativna grupa G reda pgq, gdje su p i g prosti brojevi,
ima trivijalan centar.

g
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Zadatak 15
Dokazite da grupa R* x R* = {(a,b): a,b € R*} uz mnozenje po
omponentama nije izomorfna multiplikativnoj grupi C*.
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Sylowljevi teoremi

Definicija

Neka je (¢ konacna grupa i neka je p prost broj. Za grupu G kazemo da je
p—grupa ako je |G| = p" za neki prirodan broj n. Kazemo da je
podgrupa H grupe G p—podgrupa od (& ako je H p—grupa.

Definicija
Podgrupa od G reda pk za p prost broj, gdje je pk najvecéa potencija od p
koja dijeli red grupe (7, naziva se Sylowljeva p—podgrupa od G.
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Teorem (Cauchy)

Neka je (¢ konacna grupa i neka je p prost broj koji dijeli red grupe G.
Tada grupa G sadrzi podgrupu reda p. Drugim rije¢ima, grupa G sadrzi
element reda p.

Teorem (Prvi Sylowljev teorem)

Neka je G konacna grupa reda p"m, gdje je n > 1, p prost broj i

(p,m) = 1. Tada grupa G sadrzi podgrupu reda p’ za svaki 1 < i < ni
svaka podgrupa od GG reda pi, 1 < n, normalna je u nekoj podgrupi reda
p'T1. Posebno, postoiji Sylowljeva p—podgrupa grupe G.
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Teorem (Drugi Sylowljev teorem)
Neka je (& kona¢na grupa i neka je p prost broj koji dijeli red grupe G.
a) Svaka p—podgrupa grupe (& sadrzana je u nekoj Sylowljevoj
p—podgrupi grupe G.
b) Sve Sylowljeve p—podgrupe grupe G konjugirane su, to jest ako su
H i K Sylowljeve p—podgrupe grupe (G, onda postoji a € G takav
daje K =aHa '

Teorem (Treci Sylowljev teorem)

Neka je GG kona¢na grupa i neka je p prost broj koji dijeli red grupe G. Broj
Sylowljevih p—podgrupa od G dijeli red od G i oblika je kp + 1 za neki
k> 0.
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Zadatak 1

Dokazite da je kona¢na grupa G p—grupa ako i samo ako je red svakog
elementa grupe G potencija broja p.

Zadatak 2

Neka je N normalna podgrupa od G. Ako su grupe N i G/N p—grupe,
dokazite da je tada i G p—grupa.

Zadatak 3

Dokazite da ako grupa GG ima samo jednu Sylowljevu p—podgrupu H,
onda je H normalna podgrupa od G.
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Zadatak 4

Dokazite da je svaka podgrupa reda 17 u grupi reda 255 normalna
podgrupa.

Zadatak 5

Ako grupa G reda 56 nema normalnu podgrupu reda 7, odredite koliko je
elemenata u grupi G neparnog, a koliko parnog reda.

Definicija
Kazemo da je grupa GG prosta ako su jedine njene normalne podgrupe
{e} i G, odnosno ako G nema netrivijalnih normalnih podgrupa.

Zadatak 6
Pokazite da grupa reda 12 nije prosta.
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Zadatak 7
Pokazite da grupa reda 30 nije prosta.

Zadatak 8
Dokazite ili opovrgnite:
(a) Svaka grupa reda 45 ima normalnu podgrupu reda 9.

(b) Grupa reda 40 nema normalnu podgrupu reda 5. O
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