Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku A
2. veljace 2018.

2. kolokvij iz Linearne algebre 1

Zadatak 1. [20 bodova]

(a) Hoce li se i kako promijeniti vrijednost determinante ako nacinimo neku ciklicku iz-
mjenu njezinih stupaca — primjerice, ako determinantu detlay, aq, as] promijenimo na slje-
deéi nacin: detlaq, az,a,1]? Navedite primjer.

(b) Hoce li se i kako promijeniti vrijednost determinante ako stupac a; pomnozimo s X € R
i dodamo stupcu a;, tj. u kakvoj su vezi det[---a;---a;---] ¢ det]---a;---Aa; +a;---]?
Navedite primgjer.

(c) Cemu je jednaka determinanta donjetrokutaste, a cemu determinanta gornjetrokutaste
matrice? Navedite primjer.

Rjesenje: (a) Nece se promijeniti; (b) Nece se promijeniti; (c) Obje su jednake pro-
duktu njigovih elemenata na glavnoj dijagonalni.

Zadatak 2. [20 bodova]
(a) Iskazite Cramerov teorem za rjesavanje sustava linearnih jednadzbi Ax = b.

(b) Diskutirajte i rijesite sustav linearnih jednadzbi u ovisnosti o parametru A € R
()\ - 3)1’1 + To = 1
—21'1 + )\I‘Q =1
Rjesenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) Za A =1 sustav ima bekonacno mnogo rje-
senja, za X\ = 2 sustav nema rjesenja, a za X ¢ {1,2} rjeSenje je 1, = x5 = 5.
Zadatak 3. [20 bodova]
(a) Uz koje uvjete je provediva LU -dekompozicija kvadratne matrice A € M, ?

-2 4 1
LU -dekompoziciju matrice A. RijeSite sustav Lz = b i rjesenje oznacite sa z* te nakon
toga rijesite sustav Ux = z* i rjesenje oznacite s x*. Sto predstavlja vektor x*?

(b) Zadan je sustav Ax = b, gdje je A = [ 1 1], b = [1] Ako je mogude, odredite

Rjesenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) z* = (1,3)", a* = (5,35)". x* je rjesenje
sustava Ax = b.

Zadatak 4. [20 bodova]

(a) Za koja dva sustava linearnih jednadzbi kaZemo da su ekvivalentni? Navedite osnovne
Gaussove elementarne transformacije koje ne mijenjaju rjesivost sustava.

(b) Gaussovom metodom pronadite opce rjesenje sustava linearnih jednadzbi. Sto je opce
rjesenje pripadnog homogenog sustava?

x| + 2.1’2 -+ r3 = 1
2513'1 + 51‘2 + 3£C3 =3
22['1 + 3252 + r3 = 1



Rjeenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) x = xo + Mu, gdje je xg = (—1,1,0)7, u =
(1,—1,1)T. Opée rjesenje pripadnog homogenog sustava je xy = Au, X € R.

Zadatak 5. [20 bodova]

(a) Sto je mjesoviti produkt (@, 5,6’) tri vektora @,b,¢ € Xo(E)? Koje je njegovo geome-
trijsko znacenje?

(b) Za tri vektora a = 40495 + 5k, b= 5i + 4]2, ¢ = —2i+17J izracunajte (d, l;, ), (g, G, Q)
i (G,@,b). Sto primjecujete?

Rjesenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) (@,b,¢) = (b,¢,@) = (¢,a@,b) = —9 jer se radi
o ciklickim promjenama.

Zadatak 6. [15 bodova]

(a) Kako se odreduje udaljenost tocke Q = (xo,%0,20) € R* do ravnine M: Az + By +
Cz+D =07

(b) Napisite segmentni oblik jednadzbe ravnine M : x+2y—2z—1 = 0 i odredite udaljenost
tocke Q@ = (—1,—2,—5) do ravnine M.

Rjesenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) £+ 4+ 22 =1, d(Q, M) = 3.

Napomena Rjesavanjem svih zadataka ukupno mozete posti¢i maksimalno 115 bodova
i na taj nacin kompenzirati eventualne propuste u drugom kolokviju.



Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku B
2. veljace 2018.

2. kolokvij iz Linearne algebre 1

Zadatak 1. [20 bodova]

(a) Hoce li se i kako promijeniti vrijednost determinante ako nacinimo neku neciklicku
izmjenu njezinih stupaca — primgjerice, ako determinantu detlaq,aq,as] promijenimo na
sljedeci nacin: det[as, ai,as|? Navedite primjer.

(b) Kako se moZe napisati determinanta n-tog reda ¢iji je i-ti stupac a; neka linearna
kombinacija dva vektora a,b € R", tj. kako se mozZe napisati det|--- Aa+pub---1? Navedite
primjer.

(c) Hoce li se i kako promijeniti vrijednost determinante ako njezin i-ti stupac pomnozimo
brojem A € R, tj. u kakvoj su vezi det A = det[---a;---] i det B = det[---Aa;---]?
Navedite primgjer.

Rjesenje: (a) Promijenit ¢e predznak; (b) Adet[---a---]+pdet[---b---]; (c¢)det B =
Adet A.
Zadatak 2. [20 bodova]

(a) Kako se definira minor (subdeterminanta), a kako kofaktor (algebarski komplement)
elementa a;, matrice A € M, ? Napisite Laplaceov razvoj determinante matrice A € M,
po elementima i-tog retka.

(b) Diskutirajte i rijesite sustav linearnih jednadzbi u ovisnosti o parametru A € R

AT+ xy = 2
.771"‘)\5(72:2

Rjesenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) Za N\ = 1, sustav ima beskonacno mmnogo
rjesenja. Za A = —1, sustav nema rjesenja, a za A ¢ {—1,1} rjesenje je xy = xo = A%l
Zadatak 3. [15 bodova]
(a) Iskazite Kronecker-Capellijev teorem.
(b) Primjenom Kronecker-Capellijevog teorema ispitajte rjesivost sustava
—T1 + o = 2
I + —To = 2

Rjesenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) Sustav nije rjesiv.

Zadatak 4. [20 bodova]

(a) Kako se moZe zapisati opce rjesenje nehomogenog sustava linearnih jednadzbi Az = b?



(b) Gaussovom metodom pronadite opée rjesenje sustava linearnih jednadZbi. Sto je opce
rjesenje pripadnog homogenog sustava?

T + x> + wyg =1
21 + X9
207 + 3x9 + 4dx3 = 3

I
—_

Rjesenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) v = xo + \u, gdje je zo = (0,1,0)T, u =
(1,—-2,1)". Opce rjesenje pripadnog homogenog sustava je xg = Au, A € R.

Zadatak 5. [20 bodova]

(a) Kako se definira i koja svojstva ima vektorski produkt @ x b?

(b) Zadani su vektori @ = M\ — 47 + 12k i b = i+ 3] — 9. Ako je moguce, odredite
parametar A € R tako da vektori @ i b budu kolinearni.

Rjesenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) A= —3.
Zadatak 6. [20 bodova]

(a) Kako se moZe definirati pravac u prostoru?.

(b) Pravac p odreden je tockom Py, = (2,—1,2) i vektorom d = —27 + 2k. Odredite
udaljenost tocke Q@ = (—1,—1,0) do pravca p i do normale na taj pravac u tocki Py.

Rjesenje: (a) Vidi Nastavne materijale; (b) Projekcija vektora Po@ na normalu n:

—gZ— gE, d(Q,p) = % Projekcija vektora @ na pravac p: —%Z%— %lg, d(Q,n) = %

Napomena Rjesavanjem svih zadataka ukupno mozete posti¢i maksimalno 115 bodova
i na taj nacin kompenzirati eventualne propuste u drugom kolokviju.



