Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku A
19. studenog 2019.

1. kolokvij iz Linearne algebre 1

Zadatak 1. [20 bodova]
(a) Sto znaci da je skup vektora S = {a,,...,d,} C Xo linearno zavisan ?

(b) Neka je @ € Xo(p), @ # 0 nenul-vektor na praveu p. Dokaite da se svaki b € Xo(p)
na jedinstven nacin moze prikazati pomocu vektora a.

-

(c) Moze li se vektor ¢ = 5} prikazati kao linearna kombinacija vektora a = —;+j i
b=3j7?

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) Nastavni materijali; (¢) ¢=0a+ gl;
Zadatak 2. [20 bodova]
(a) Kako se definira norma vektora u vektorskom prostoru Xo?

(b) Dokazite da je formulom ||@||y = |a1| + |az| definirana norma vektora u vektorskom
prostoru Xo(M).

(c) Neka su @ = —2i+3] — 3k, b= —3i + 3] — k dva vektora. Za koju normu | - || vrijedi
lall = (5] 2

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (¢) Nastavni materijali; () |allco = |1bl|se = 3

Zadatak 3. [25 bodova]

(a) Napisite Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjevu nejednakost za realne brojeve aq, ..., a,,
bi,...,b,. Kada vrijedi jednakost?

b) Napisite istu nejednakost u vektorskom obliku. Uz koji uvjet vrijedi jednakost?

4) ]l uv) jeat j
c) Neka su x i z pozitivni realni brojevi takvi da je x* + y? + 2? = 2. Koristedi
(c) sy izp j j Y
Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost dokaZite da vrijedi:

r+2y+ 32z < V28.

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) Nastavni materijali; (c) Uz oznake a; = 1,
as =2, a3 =3, by =x, by =y, bg = z iz CSB-nejednakosti slijedi trazeno.

Zadatak 4. [25 bodova]

(a) Kako se pomocu tri linearno nezavisna vektora d,b,c mogu definirati ortonormirani
vektori i, v, w?

(b) Izrazite vektore d,b,c pomocu vektora @, v, w i dokaZite da u tom slucaju mora biti
b-v>0ic-w>0.

(c) Pravac p zadan je vektorom @ = i+ j i tockom Py = (2,1). Odredite euklidsku d,
udaljenost tocke T'= (1,3) do pravca p i ortogonalnu projekciju tocke T' na pravac p.



Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) Nastavni materijali;

() @ = fog = Y50 + gl E=Tr =Ty = 2 TT =0 (@ @i = =3I+ 3),
dQ(T7p) = HTITH - %; FTP = FT - T/T = g;—'— %j’ Tp = <g’ %)

Zadatak 5. [20 bodova]
(a) Za koju matricu kaZemo da je regularna, a za koju da je singularna?

(b) Napisite sljedece elementarne matrice drugog reda: Q1(3), Q1(—3;2), Q2(5), Q2(—2;1).
Odredite matricu B =T - A, gdje je

T=(3) Qi(=32)-Qa(5)- Qa(—3;1) i A:{s 2|

Sto u ovom slucaju predstavlja matrica T?

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) B=1, T=A"= {_23 ;3 '

Napomena Rjesavanjem svih zadataka ukupno mozete posti¢i maksimalno 110 bodova
i na taj nacin kompenzirati eventualne propuste u drugom kolokviju.



Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku B
19. studenog 2019.

1. kolokvij iz Linearne algebre 1
Zadatak 1. [20 bodova]
(a) Sto znaci da je skup vektora S = {ay,...,d,} C Xo linearno nezavisan ?

(b) Neka su @,b € Xo(M) linearno nezavisni vektori u ravnini M. Dokaite da se svaki
vektor ¢ € Xo(M) na jedinstven nacin moze prikazati pomocu vektora a i b.

(c) Moze li se vektor ¢ = 2 — j prikazati kao linearna kombinacija vektora d = 3i — j 1
b=j?

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) Nastavni materijali; (c) &= 2d — %5
Zadatak 2. [20 bodova]

(a) Kako se moze definirati udaljenost dviju tocaka A = (z1,...,2,) i B = (y1,...,Yn) €
R™?

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) Kvadrat sa stranicom duljine 2 i sredistem u
tocki A, tj. S ={X = (z,y) e R?: [z — 1| < 1&|y — 1] < 1}.

Zadatak 3. [25 bodova]

(a) Napisite Holderovu nejednakost za realne brojeve ay, ..., an, by,...,b,. Kada vrijedi
jednakost?

(b) Napisite istu nejednakost u vektorskom obliku. Uz koji uvjet vrijedi jednakost?
(c) Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi takvi da je x* + y* + 22 = 3. Koristedi
Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost dokaZite da vrijedi:

or + 2y + 2z < V90.
Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) Nastavni materijali; (c) Uz oznake a; =5,
as =2, a3 =1, by =x, by =y, bg = z iz CSB-nejednakosti slijedi trazeno.

Zadatak 4. [25 bodova]

(a) Kako se pomocu dva linearno nezavisna vektora a,b mogu definirati ortonormirani
vektori u,v?

(b) Izrazite vektore d, l;pomoc/u vektora u, v i dokaZite da u tom slucaju mora biti b-7> 0.

(c) Pravac p zadan je vektorom d = 2 + j i tockom Py = (0,1). Odredite euklidsku do
udaljenost tocke T = (3,5) do pravca p i ortogonalnu projekciju tocke T na pravac p.
Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) Nastavni materijali;

(c) i = 15

= C— (C-0)id = —i+2]:
S s — - -
do(T,p) = |T'T|| = V5; 7, =7r—T'T =4i+3j; T,=(4,3).

it Lf: @= iy = S+ 4f; TT



Zadatak 5. [20 bodova]
(a) Koje elementarne transformacije nad stupcima matrice poznajete?

(b) Napisite sljedece elementarne matrice treceg reda: Q3(—3;2), Q3(—4;1), Qa(—2;1),
Py(—3). Odredite matricu T, gdje je

T =Q3(—32) - Qs(—41) - Qa(=2;1) - A- Po(—1), i A=

=N =
NN DN

S = W
|

Koje svojstvo ima matrica T'?

O O

-1 3
Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) T= [ 1 5] — gornjetrokutasta matrica.
0 3

Napomena Rjesavanjem svih zadataka ukupno mozete posti¢i maksimalno 110 bodova
i na taj nacin kompenzirati eventualne propuste u drugom kolokviju.



