Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku A
28. sijecnja 2020.

2. kolokvij iz Linearne algebre 1

Zadatak 1. [20 bodova]
(a) Navedite barem tri osnovna svojstva determinante.

(b) Kolike su vrijednosti determinanti elementarnih matrica?
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(c) Izracunajte vrijednost determinante matrice A =

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) Nastavni materijali; (c¢) det A = 210.
Zadatak 2. [20 bodova]
(a) Napisite Laplaceov razvoj determinante matrice A € M, po elementima i-tog retka.

(b) U ovisnosti o parametru A € R diskutirajte sljedeci sustav linearnih jednadzbi:

SL’1+>\$2:)\
)\.CE1+332:)\

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b)) D=1—-X2; Dy =X—= )\ Dy=\—\2. Ako
je A=1, D =Dy = Dy =0 — sustav je neodreden (rjesenje ovisi o jednom parametru).
Za X\ = —1 sustav nema rjesenja. Za X\ € R\ {—1,1} sustav ima jedinstveno rjesenje.

Zadatak 3. [20 bodova]

(a) Sto zovemo partikularnim, a sto opéim rjesenjem nehomogenog sustava linearnih jed-

nadzbi Ax = b?

(b) Gaussovom metodom eliminacije odredite opce rjesenje sljedeceq sustava linearnih jed-
nadzbi:

T1 4+ 29 + x3 + 2x4 + dzs = 4
2r1 + 4x9 + 3x3 + 24 + 55 = 9
2x1 + 4xs + rs + 6xy + llxs = 7

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) x = wo+pui+quat+rus, gdje je xg = (3,0,1,0,0)T,
Uy = (_2v 1’ 07 07 O)Tf Uz = (_4v O’ 27 17 O)Tf U3z = (_77 Oa 37 07 1)T7 D, q, T € R.

Zadatak 4. [20 bodova]
(a) Kako se definira vektorski produkt dva vektora d, be X?
(b) Odredite vektorski produkt vektora @ = —5i + 8] + 2k, b= 5i — 27 — 2k.

—

(c) Odredite vrijednost mjesovitog produkta (@, b, @) za vektore @,b navedene u (b) i objas-
nite njegovo geometrijsko znacenje.

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) @ x b= a = —12i — 30k (c)(@,b,@) = 0 zbog
komplanarnosti vektora.



Zadatak 5. [20 bodova]

(a) Ako je ax + by +c =0, a® + b* = 1 normalna jednadZba pravca p u ravnini, napisite
formulu za udaljenost tocke Q = (xq,yq) € R? do pravca p.

(b) Odredite udaljenost tocke Q@ = (2,6) do pravca 3x + 4y —5 = 0.

Rjesenje: (a) d(Q,p) = |azq +byg +c|; (b)no = 2i+ 25, d(Q,p) =5.

Zadatak 6. [15 bodova]

Ako je Py € R? tocka u ravnini M, ity jedinicni vektor normale na tu ravninu, Q € R3

tocka izvan ravnine i ¢ = Py() vektor, odredite
(a) projekciju vektora & na pravac odreden s iiy;
(b) udaljenost tocke Q do ravnine M.

Rjesenje: (a)(C-7o)iio;  (b)[|(€" o)7io]|.

Zadatak 7. [15 bodova]

(a) Kako se definira Hesseov normalni oblik ravnine M u prostoru?
(b) Odredite udaljenost tocke QQ = (xq,yq) do ravnine M zadane u Hesseovom normalnom
obliku.

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b)d(Q),p) = |xg cos a+yg cos f+zg cosy—0|, gdje su
cos a, cos 3, cosy komponente jedinicnog vektora normale 1y na ravninu M, a 6 = 1ig - 7o,
gdje je o radij-vektor proizvoljne tocke Py € M.

Napomena Rjesavanjem svih zadataka ukupno mozete posti¢i maksimalno 130 bodova
i na taj nac¢in kompenzirati eventualne propuste u prvom kolokviju.



Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku B
28. sijecnja 2020.

2. kolokvij iz Linearne algebre 1

Zadatak 1. [20 bodova]
(a) Kako se definira determinanta matrice A € M, ?

(b) Dokazite da je determinanta trokutaste matrice A € M, jednaka produktu dijagonalnih
elemenata.
-5 -5 -2 -2

(c) Izracunagte vrijednost determinante matrice A = g _74 1 :}1 .
-5 5 0 -4

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) Nastavni materijali; (c) det A = 96.
Zadatak 2. [20 bodova]

(a) Iskazite Cramerov teorem.

(b) U ovisnosti o parametru A € R diskutirajte sljedeci sustav linearnih jednadzbi:

)\a:1+:)32:1
I1+ZL’2:/\

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) D=X—1; Dy =1—X\; Dy=—1+ M2 Ako
jeA=1, D = Dy = Dy =0 — suastav je neodreden (rjesenje ovisi o jednom parametru).
Za X # 1 sustav ima jedinstveno rjesenje.

Zadatak 3. [20 bodova]

(a) Iskazite Kronecker-Capellijev teorem.

(b) Gaussovom metodom eliminacije odredite opce rjesenje sljedeceq sustava linearnih jed-
nadzbi:

Ty + x2 + 223 + 2x4 = 0
T1 + 2x9 + 3x3 + 4dxy = 2
2r1 + ro + 33 + 234 = -2

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b) x = x¢ + pui + qua, gdje je o = (—2,2,0,0)7T,
Uy = (_17 _17 ]-7 0>T7 Uz = (07 _2707 1)T7 p,q € R.

Zadatak 4. [20 bodova]

(a) Ako je i jedinicni vektor, a b vektor koji mije kolinearan s u, objasnite geometrijsko
znacenje formule: b= (- b)u + U x (b X )

(b) Za vektore @ = i i b = 2i + ] odredite vektore (@ - b)d i @ x (b x @). Nacrtajte
odgovarajucu sliku.



Zadatak 5. [20 bodova]

(a) Ako je ax + by + c = 0, a® + b* = 1 normalna jednadZba pravea p u ravnini, cemu je
jednak radij-vektor 7, projekcije Q, tocke QQ na pravac p?

(b) Odredite projekciju tocke Q = (2,6) na pravac 3z + 4y — 5 = 0.

Rjesenje: (a) 7, = (- tip)ty — cily, gdje je Tig jedinicni vektor normale, ty jedinicni vektor
u smjeru pravca p, a ¢ slobodni koeficijent normalne jednadzbe pravca; (b) ng = §Z+ %j,

Zadatak 6. [15 bodova]

Ako je Py € R? tocka v ravnini M, iy jedinicni vektor normale na tu ravninu, Q € R?
tocka izvan ravnine i ¢ = ]@, odredite

(a) projekciju vektora & na ravninu M ;

(b) udaljenost tocke Q do normale odredene s Tig.

Rjesenje: (a)fig x (¢ X 1g); (b)||To X (& X 7ip)]|.

Zadatak 7. [15 bodova]

(a) Kako se definira Hesseov normalni oblik pravca uw ravnini?
(b) Za pravac p u ravnini zadan v normalnom obliku (p) : ax +by +c =0, a®> +1* =1,
a#0, c <0, odredite udaljenost tocke Q = (xq,yq) do pravca p.

Rjesenje: (a) Nastavni materijali; (b)d(Q,p) = |rgcosa + ygsina — 6|, gdje je o =
arctan £ i § = —c.

a

Napomena Rjesavanjem svih zadataka ukupno mozete posti¢i maksimalno 130 bodova
i na taj nacin kompenzirati eventualne propuste u prvom kolokviju.



