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Determinanta matrice

3.1 Uvod i motivacija

Promatrajmo sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice

aney + ajpry = by
(3.1)
2171 + a92x2 = ba.
Koeficijente uz nepoznanice a;; mozemo zapisati u obliku tablice, koju na-

zivamo matrica sustava — u ovom slucaju matrica drugog reda

ail a2
A= .
az1 a2

Primijetite da prvi indeks ¢ koeficijenta a;; oznacava redak matrice (redni
broj jednadzbe), a drugi indeks j oznacava stupac matrice (redni broj ne-
poznanice) u kome se element nalazi.

Sustav ¢emo rijesiti metodom suprotnih koeficijenata. Mnozeéi prvu
jednadzbu sustava (3.1) brojem age, a drugu brojem (—aj2), nakon zbrajanja

tako pomnozenih jednadzbi dobivamo

(a11a22 — az1a12) 1 = bragy — baaga. (3.2)

Ako sada proizvoljnoj matrici A pridruzimo broj det A na sljedeéi nacin

a b
A—[ ] det A =
c d

b
‘ = ad — be, (3.3)
c

1
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onda (3.2) mozemo zapisati

ail a2 b1 a2
x] = , odnosno Dz = Dy, (3.4)
as1  a99 ba a9
.y . ain a2 . « .
pri ¢emu broj D = zovemo determinanta sustava. Pokusajte
az1  a22

sami slicno dobiti da je

a1 b

Dxy = Do gdje je Do = (3.5)

az be
Ureden par (z1,72) € R? je rjesenje sustava (3.1). Iz (3.4) i (3.5) mozemo
zakljuciti:

e ako je D # 0, sustav (3.1) ima jedinstveno rjesenje

D, Dy

Ir1 = 6, (36)

e akoje D =01 D; = Dy =0, sustav je rjesiv i ima beskona¢no mnogo
rjesenja;
e ako je D = 0, a pri tome barem jedan od brojeva D;, Dy razli¢it od

nule, sustav nema rjesenja.

Zadatak 3.1. Prethodno navedene tvrdnje u literaturi su poznate kao Cra-
merovo pravilo. Pokusajte dati njihovu geometrijsku interpretaciju. Sve
ilustrirajte primjerima.
Primjer 3.1. Primjenom Cramerovog pravila diskutirat cemo sljedeci sustav
jednadzbi u ovisnosti o parametru A € R

Ar1+ 3z =1

31’1 + )\I‘Q =1.

Dobivamo
D=X-9 D =X-3, Dy=\—3.

Prema Cramerovom pravilu sustav ima jedinstveno rjesenje x1 = z9 = /\%FS
za A € R\ {-3,3}, za A\ = 3 sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja koja

leze na pravcu 3z1 4+ 3z2 = 1, a za A = —3 sustav nema rjesenja.
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X %k %k % X

Pod determinantom matrice drugog reda mozemo podrazumijevati funk-
ciju koja svakoj kvadratnoj matrici A drugog reda pridruzuje realan broj
det A definiran s (3.3). Uobicajeno je da se i vrijednost te funkcije takoder
naziva determinanta matrice.

Funkciju A — det A definirat ¢emo induktivno:

a1l a12| )
= a11022 — A12021;
a1 a2
a1l a2 a3
. a2 a3 a1 23 a1 G22|
a1 a2 a23| = a1l — a2 + a3 ;
as2 a3s3 as1 asy as2

a3l asz2 as3

det A = a1 det All — a2 det A12 + -+ (—1)"_1a1n det Aln

= (1) tayy, det Ayy, (3.7)
k=1

gdje je Ay kvadratna matrica (n — 1)-og reda koja se dobiva iz matrice
A ispustanjem prvog retka i k-tog stupca. Posebno za A = [a] definiramo
det A = a.

Primjer 3.2. Na osnovi prethodne definicije dobivamo

4 3 -1 -5
3 2 0 3
1 1 5 =2 =90
-4 -2 4 -1

3.2 Svojstva determinanti

Navedimo osnovna svojstva determinante koja ¢e nam posluziti u teorij-
ske svrhe, ali i kod prakti¢nog izracunavanja. Prilikom dokazivanja veéine
pravila koristit ¢emo princip matematicke indukcije. To znaci da pravilo naj-

prije treba dokazati za determinantu nizeg (primjerice drugog) reda. Nakon
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toga uz pretpostavku da pravilo vrijedi za determinantu (n — 1)-og reda,

pravilo ¢emo dokazati za determinantu n-tog reda.

Pravilo 1. Ako svi elementi nekog stupca matrice A = [ay,...,a,] € M,

1§cezavaju, onda je det A = 0.

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup matrica M, _1.

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Pretpostavimo da r-ti stupac ma-
trice A is¢ezava, tj. a, = [a1r,. .., an]T = 0. Tada suma f: (—1)FLay, det Ay
iz. (3.7) isCezava jer je aj, = 0, a sve submatrice Ajg, kk_lsé r, imaju jedan
nul-stupac pa po induktivnoj pretpostavci njihove determinante iScezavaju.
Dakle, det A =0 ]

o oo
o
I
o

4
Primjer 3.3. Na osnovi definicije provjerite da je |3
1

Pravilo 2. Determinanta trokutaste matrice A € M, jednaka je produktu

dijagonalnih elemenata, tj. det A = ai1 - anp-

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup trokutastih matrica M, _1.

Dokazimo tvrdnju za trokutastu matricu A € M,. Ako je A donjetro-
kutasta matrica, onda prema (3.7) vrijedi det A = a;; det 411, a kako je
det A1 donjetrokutasta determinanta (n — 1)-og reda, tvrdnja je dokazana.

Ako je A gornjetrokutasta, onda prema Pravilu 1 vrijedi det A1o = --- =
det A1, = 0 pa je

det A = a1 det Aq3.

Kako je det Aj; determinanta gornjetrokutaste matrice (n — 1)-og reda, po

induktivnoj pretpostavci je
det Ay1 = aga -+ - ann,

sto zajedno s prethodnom jednakoséu daje trazenu formulu. O
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Primjer 3.4. Vrijedi li:

det I =1;

det P;; = —1, det Pg =1,
det P;(A) = A, det PT(\) = \;
det P;()\; j) = 1, det PT(\;5) = 1.

Pravilo 3. Ako dva stupca determinante zamijene mjesta, determinanta

mijenja predznak, tj. ako r-ti i s-ti stupac zamijene mjesta, vrijedi

det(AP,s) = — det A. (3.8)

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup matrica M, _1.

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,.

Najprije ¢emo razmotriti slu¢aj zamjene dva susjedna stupca a,,a,q1

matrice A. Neka je

B=AP ;1 =[ ars1,0r -]
Elementi prvog retka nove matrice B su

bir = a1r41, biyy1 = a1p, bij=ai; zaj & {rr+1j.

Pripadne submatrice elemenata b, i by 41 su:

By = A1p41, Biyy1 = A,
a njihove determinante

det By, = det Ay ,41, det By,41 = det Ay,.

Za j ¢ {r,r + 1} submatrica By; € M, se od submatrice A;; € M,,_1
razlikuje u elementima dva susjedna stupca pa po pretpostavci indukcije
vrijedi

det Byj = —det Ay; za j & {r,r+1}.
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Zato prema (3.7) vrijedi

det B =Y (—1)""'by, det By,
k=1

n

= Z (—l)k_lblk det By + (—1)T_1b1r det By, + (—1)Tb17r+1 det Bl,rJrl
k#r,r+1
n

= — Z (—l)k_lalk det A + (—l)r_laLH_l det ALT-H + (—l)ralr det Ay,
k#rr+1

n
=— Z (—1)k71a1k det A1y — (—1)7171(117« det Ay, — (—1)Ta17r+1 det A17r+1
k#ror+1

= - Z(_l)k_lalk det Ay, = —det A
k=1

Razmotrimo nadalje slu¢aj zamjene stupca a, i a,42 matrice A

B=AP, ;4o =" ari2,ar11,a5 "]

Vrijedi
det(APr,r—l-Q) = det[' CQr42, r41,0p ° - ] = (_1)1[' CQr42, Qpy Qg1 ]
= (_1)2[' C Oy Qp 2, Qp g1,y " ] = (_1)3[' Oy Qe ], Qg2 ° ]
= —det A.

Primijetite da je u ovom slucaju izmedu stupaca koji se zamjenjuju nalazio
jedan stupac i da je bilo potrebno provesti 3 = 2-14 1 sukcesivnih zamjena.
Ako bi se izmedu stupaca koji se zamjenjuju {a,,a,4+3} nalazila dva

stupca

B = APr,rJrS = [ CQp43, Qr41, Qr42, Qp - - ']a

bilo bi potrebno provesti 5 = 2 -2 + 1 zamjena pa bismo opet imali trazeni
rezultat.

Opéenito, u slucaju ako se izmedu stupaca koji se zamjenjuju nalazi p
stupaca, bilo bi potrebno provesti 2p 4+ 1 zamjena i opet bismo imali trazeni
rezultat. O
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Primjer 3.5. Provjerite da vrijedi

ay; ag as ay; as a2
b1 by b3|=—1|b1 b3 byf.
Ccl1 C2 C3 Cl1 C3 C2

Primjer 3.6. Buduci da se matrica P;; dobije od jedinicne matrice I zamgje-
nom i-tog i j-tog stupca, detP;; = —1. Buduci da se matrica AP;; dobiva od
matrice A zamjenom i-tog i j-tog stupca, vrijedi det(AP;;) = —det A. Zato

formalno mozZemo pisati
det(AP;;) = det A - det Py,

sto znact da je u ovom slucaju determinanta produkta jednaka produktu de-

terminanti!

Pravilo 4. Ako matrica A € M,, ima dva jednaka stupca, njena determi-

nanta iscezava, tj. det A = 0.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Pretpostavimo da su r-ti

i s-ti stupac matrice A jednaki. Tada je A = AP, sto prema Pravilu 3

povlaci
det A =det(APs) =—detA = detA=0.
O
ap az ai
Primjer 3.7. Na osnovi definicije provjerite da vrijedi |by ba b1| = 0.
cCl1 C (1

Pravilo 5. Ako je stupac a; matrice A € M, linearna kombinacija nekih

vektora stupaca b,c € My, vrijedi svojstvo linearnosti determinante:

det A =det[--- Ab+pc---] = Adet[---b---] + pdet[---c---]. (3.9)

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi

za skup matrica M, _;.



8 POGLAVLJE 3. DETERMINANTA MATRICE

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Bez smanjenja opcéenitosti (te-
meljem Pravila 3) pretpostavimo da je prvi stupac ay linearna kombinacija

vektora b, c € My;. Naime, u tom bi slucaju vrijedilo

Aby +pcr ae o ain br a2 -+ an c1 a2 - Gin

Aby + pes  asy -+ asy by azx -+ ay, C2 a - a2y
) } =\ +p }

Abp, + HCp  QAp2 - App bn an2 -+ app Cn QAp2 -+ Qpp

Ako bi primjerice, treci stupac bio ag = Ab 4+ uc, onda bi primjednom Pra-

vila 3 lako pokazali da vrijedi Pravilo 5 i za treéi stupac:

det A = —detlagazajag---] = —det[\b+ pcazay ag-- -]
= —Adetlbagsayayg---] — pdetfcazaag-- -]

= Adetlayagbay---]+ pdetlayagcayq---].

Dokazimo zato Pravilo 5 za prvi stupac a;. S ai (k > 2), oznadimo
k-ti stupac matrice A kome je ispusten prvi element. Sli¢no oznaéimo i b, é.

Razvojem determinante det A po elementima prvog retka (definicija (3.7)!)

det A = (Aby + pey) detag - - - ay,]

Aby +pca --+ Ggkp—1 G241 v Aon

k=2
>\bn + pcn - Opk—1 Qnk+1 " QAnn

Kako prema induktivnoj pretpostavci determinantu (n — 1)-og reda u

prethodnoj sumi mozemo pisati kao

)\det[b- . dk,1&k+1 tee &n] + udet[é- e &kfldk+1 s Eln],
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imamo

det A = (A\by + pey) detfag - - - @y

n n
XY (=D taydet[b- - agqagrr ]+ p Y (1D ay det[E - ap_qagg
k=2 k=2

::A(bldeﬂdg--~dn]ﬁ£g;(1)k_1a1kdet$-~~dk_1dk+1--J)

+,u(cl det[dQ oo CNLn] + Z(—l)kilalk det[6~ e Q—1Qf41 """ D
k=2

= Adet[b,az---ap] + pdetc,as - - - ay).

O]
1 2 1
Zadatak 3.2. Koristenjem Pravila 5 pokazite daje [A+1 1 1| = A
1 31

Korolar 3.1. Lako se vidi da vrijedi poopcenje Pravila 5 za slucaj kada je

neki stupac linearna kombinacija v stupaca iz My :
T T
det["'z)\kbk"'} = Z)‘kdet["'bk"‘]-
k=1 k=1

Kao specijalni sluéaj Pravila 5 dobivamo sljedeée pravilo za mnozenje

determinante brojem.

Korolar 3.2. Determinanta se mnozi brojem A tako da bilo koji njezin stu-

pac pomnozimo brojem .

Dokaz.
det[--- Aaj---] Z Adet[---a;---] = Adet A.
O
Primjer 3.8. Prema Primjeru 8.4, str.5, det Pj(\)) = A. Buduci da se

matrica APj(\) dobiva od matrice A mnoZenjem j-tog stupca s X\, vrijedi
det(AP;(N)) = Adet A. Zato formalno mozZemo pisati

det(AP;(N)) = det A - det P;()\),
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sto znaci da je i u ovom slucaju determinanta produkta jednaka produktu

determinanti!

Pravilo 6. Ako nekom stupcu determinante dodamo linearnu kombinaciju

ostalih stupaca, determinanta ne mijenja vrijednost.

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup matrica M, _1.

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Bez smanjenja opcenitosti mo-
zemo pretpostaviti da smo prvom stupcu a; dodali linearnu kombinaciju
ostalih stupaca. Tada koriStenjem Pravila 5 i Pravila 4 dobivamo

det[al—l—z Ak, Q2+ -+ Q] B detlai,ag--- an]—l—z A detfag, az - - - ap] (B4 det A.

k=2 k=2

O]

Korolar 3.3. Ako i-tom stupcu determinante dodamo j-ti stupac prethodno

pommnoZen brojem A\, determinanta ne mijenja vrijednost, tj.

Dokaz.

det] - artAas - as- -] 2 det] - ap - J+Adet[ - ag - as- -] = det A.
O

Primjer 3.9. Prema Primjeru 3.4, str.5, vrijedi det P;(\;j) = 1. Bu-
duéi da se matrica AP;()\;j) dobiva od matrice A tako da i-tom stupcu do-
damo j-ti stupac prethodno pommnozen brojem X\, prema Korolaru 3.8 vrijedi
det(AP;(X;j)) = det A. Zato formalno moZemo pisati

det(AP;(A;j)) = det A - det Pi(A; ),
sto znaci da je i u ovom slucaju determinanta produkta jednaka produktu

determinanti!

Zadatak 3.3. U cilju odredivanja vrijednosti determinante iz Primjera 3.2,
koristenjem Korolara 3.3 matricu svedite na donjetrokutastu i primijenite

Pravilo 2.
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Pravilo 7. Ako je neki stupac determinante linearna kombinacija ostalih

stupaca, vrijednost determinante jednaka je nuli.

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup matrica M, _1.

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Bez smanjenja opéenitosti pret-
postavimo da je a; = i Arag. Koristenjem Korolara 3.1 i Pravila 4 dobi-

k=2
vamo:

det[al e an] = det[z )\kak’ as -+ an] COT:31 Z )\k- det[ak, (0 an] Z‘ 0

k=2 k=2

Pravilo 8. Ako je A singularna matrica, onda je det A =0 i det AT = 0.

Dokaz. Ako je A singularna matrica, njeni stupci su linearno zavisni pa je
prema Pravilu 7 det A = 0. Takoder, i retci matrice A (stupci matrice AT)

su linearno zavisni pa je det AT = 0. O

3.3 Binet-Cauchyjev teorem

Teorem 3.1. (Binet-Cauchy)
Za bilo koje dvije matrice A, B € M, vrijedi

det(A B) = det A - det B.

Dokaz. Ako je jedna od matrica A, B € M, singularna, tvrdnja vrijedi.
Primjerice, ako je B singularna matrica, onda je i A - B singularna, pa je
det B =101 det(A- B) = 0. Dakle, tvrdnja vrijedi.

Pretpostavimo da je B regularna. Na osnovi Primjera 3.6, 3.8, 3.9 za-
kljucujemo da za svaku matricu A € M, i za svaku elementarnu P-matricu,
P € M, vrijedi

det(AP) = det A - det P. (3.10)
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Prema Korolaru 77 postoje elementarne P-matrice Pi,..., P, takve da je
B =P, ---P,. Zato prema (3.10) dobivamo

det B=det(Py--- Pr_1) - det Py,

det B=det P;---det P._1 - det P,.
Takoder prema (3.10) dobivamo

det(A-B) =det(A-P,---P,_1) - det Py,

det(A-B) =det A-det P, ---det P._y - det P,

= det A - det B.
O
Teorem 3.2. Za svaku matricu A € M, vrijedi
det AT = det A. (3.11)

Dokaz. Tvrdnja ocigledno vrijedi za svaku singularnu i svaku simetri¢nu
matricu, pa tako i za elementarne matrice Pj; i P;(\). Tvrdnja vrijedi i za
elementarnu matricu P;(\;j) jer je prema Primjeru 3.9 det Pj(\;7) = 11
det PT'(\;j) = 1. Zato tvrdnja vrijedi za svaku elementarnu P-matricu.
Pretpostavimo da je A regularna matrica. Prema Korolaru ?? postoje
elementarne P-matrice Py, ..., P, takve da je A= P;--- P, odnosno AT =

PT... PI'. Na osnovi Teorema 3.1 dobivamo
det AT = det PT-..det Pf = det P, ---det P, = det(P; - -- P,) = det A.
O

Primjedba 3.1. Prethodno dokazani Teorem 3.2 pokazuje da sva pravila
kod izracunavanja determinanti koja vrijede za stupce matrice A, vrijede i

za njezine retke.
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3.4 Izracunavanje vrijednosti determinante

Primjer 3.10. Promatramo problem polinomijalne interpolacije skupa po-
dataka (x;,y;), i = 1,...,n (vidi primjerice [1][str. 287], [2][str. 19]). Uz
pretpostavku

T < X9 < -0 < Ty (3.12)

treba odrediti koeficijente polinoma P,_1(x) = ag+aiz+---+a,_12" ! tako
da bude

Pn_l(xi) = Y, 1= 1,...,n. (3.13)

Geometrijski, to znaci da treba pronaci polinom P,_1 ciji graf prolazi

tockama T; = (x;,yi), i« = 1,...,n. Koeficijente polinoma P,_1 mogli bi

odrediti iz uvjeta (3.13) rjesavajuci sustav od n jednadzbi s n nepoznanica:

ao + a1a1 + asw} + -+ ap_12f T =y
aop + a1z + agx% 4+ 4 an_lx’;_l =1 (3.14)
ag + a1z, + asx? + -+ ap_12" =y,

Uz uwvjet (3.12) ovaj sustav je uvijek rjesiv i ima jedinstveno rjesenje (de-
terminanta matrice sustava je poznata Vandermondova determinanta, koja

je uz wvjet (3.12) razlicita od nule. Izracunajmo vrijednost Vandermondove

determinante
1 = xz xz x?_i
n—
1 z2 x5 x5 Ty i
V(xt,...,xn) =1 a3 25 23 - a23'. (3.15)
2 .3 n—1
1z, =z =, Ty

Najprije ¢emo od elemenata svakog stupca (osim prvog) oduzeti odgovarajuce
elemente prethodnog stupca pomnozene s 1. Dobivamo

1 0 0 0 0

1 xg—x1 a2(x2—21) 23(22 —21) -+ xSiQ(xg — 1)
V(@1,...,xn) =1 2321 x3(x3—x1) xi(xz—21) - b 3(xz—x1)|.

1 zp—21 p(zn—21) 2220 —21) -+ 2" (3 — 21)

Razvojem po elementima prvog retka i redom u dobivenoj subdeterminanti izluci-
vanjem faktora (ze — 1), (3 —21), ..., (£, — 1) iz drugog, treceg, .. .1 posljednjeg
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retka dobivamo

1 2o x3 - JU;L_Q
. 1 a3 x3 - b2 .
V(ml,...,xn):H(Jci—xl) e =H($i—az1)V($2,...,xn),
=2 1 =z, x% xﬁ_Q =2
gdje je V(xa,...,x,) opet Vandermondova determinanta, ali (n — 1)-og reda.

Ponavljanjem postupka dobivamo

=3
i konacno
n n 1 o
V(@n—2,Tn_1,2n) = Ai]'[lm — By 2)V (w1, 7) = _71'[1(%- —aon2)|] ot
=(Tn-1— xn—Q)(xn - xn—?)(wn - xn—1)~
Konac¢no dobivamo
V(zi,...,xn) = (22 —x1)(x3 —21) - - (0 — 1)
(z3 — x2) (T4 — T2) - - (T — T2)
: (l'n—l - $n—2)(£n - l'n—2)
n
(X —xp_1) = H(ml — ).
>k
Primjedba 3.2. Linearnu zavisnost vektora ay,...,a, € R™ na vektorskom

prostoru R™, na kome je definiran skalarni produkt, mozZemo ispitati na slje-

deéi nacin. MnoZenjem jednakosti
Aar+ -4+ Apan, =0

redom vektorima ay, k =1,...,n dobivamo sustav linearnih jednadzbi s ma-
tricom sustava
(ar,a1) --- (a1,an)
G(al,___’an): ..
<an7a1> <CLn,(Ln>
Matricu G zovemo Gramova matrica. MoZe se pokazati da je skup vektora
ai,...,ayn € R™ linearno nezavisan onda i samo onda ako je det G # 0.

ObrazloZite ovu tvrdnju za slucaj n = 2, odnosno n = 3.
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Zadatak 3.4. Na osnovi Primjedbe 3.2 ispitajte linearnu zavisnost vektora
G=—i+2+3k b=1i+2k é=—2i+] e Xo(E).
Rjesenje: Bududéi da je det G = 9, vektori su linearno nezavisni.

3.4.1 Kako izracunati vrijednost determinante n-tog reda

Vrijednost determinante matrice A € M,, mozemo pokusati odrediti primje-
nom prethodno navedenih pravila. Pri tome izabrat ¢emo jedan reprezentant
promatrane matrice nizeg reda, ali koji dovoljno dobro predstavlja zadanu
matricu A € M,. Obi¢no postupamo na jedan od sljedeéih nacina (vidi
takoder [? ]):

e svodenjem na gornjetrokutastu ili donjetrokutastu matricu;

e primjenom Pravila 5 determinantu razbijemo na zbroj vise determi-

nanti ako ocekujemo da ¢ée se one moéi jednostavnije izracunati;

e primjenom definicije (3.7), str.3 razvijemo determinantu po elemen-
tima prvog retka (ili ako prethodno matricu transponiramo, po ele-
mentima prvog stupca) i na taj na¢in dobijemo vise determinanti ni-
zeg reda ako ocekujemo da ¢emo na taj nacin dobiti determinante koje

¢emo lakse rijesiti.

Primjer 3.11. Sve éemo ilustrirati na primjeru determinante n-tog reda
iz Zadatka 3.8a pri cemu éemo se koristiti programskim sustavom Mathe-
matica. Matricu, c¢iju determinantu Zelimo izracunati, definirat éemo na
sljedeci nacin:
In[1]:= n = 5; A = Tablela, {i, n}, {j, n}];

Do[A[[i, i]] = x, {i, n}]

Matrica reda n = 5 dovoljno dobro reprezentira zadanu matricu. Koriste-
njem modula iz http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.
nb, a uz primjenu elementarnih transformacija, pripadnu matricu A svest
¢emo na gornjetrokutastu formu.

Najprije ¢emo, primjenom elementarnih transformacija nad retcima ma-

trice svakom retku (osim posljednjeg) dodati redak ispod njega prethodno


http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb
http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb
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pomnozen s (—1) (tj. od svakog retka (osim posljednjeg) oduzet ¢emo redak

ispod njega). Tako dobivamo novu matricu B; s pripadnom determinantom

B1 =Qa(—1;5) - Qs(—1;4) - Q2(—1;3) - Q1(-1;2) - A
T a a a a rT—a a—=x 0 0 0
a T a a a 0 rT—a a—<x 0 0
detA=detBi=la a z a al= 0 0 r—a a—2= 0
a a a x a 0 0 0 r—a a—=x
a a a a <x a a a a T

Nakon toga, iz svakog retka (osim posljednjeg) izluc¢ujemo faktor (z — a).
Tako dobivamo matricu Bs s pripadnom determinantom

By =Qu(7) - Qs(75) - Q2(75) - Qu(55) - B
1 -1 0 0 0

0 1 —1 0 0
detAz(a:—a)5_1dethz 0 O 1 -1 0].

0 O —1

a a a a x

Konacno, sukcesivno i-ti redak (osim posljednjeg) pomnozim s (—ia) i do-
damo posljednjem retku. Tako dobivamo matricu Bs s pripadnom determi-
nantom

B3 =Qs5(—4a;4) - Q5(—3a;3) - Q5(—2a;2) - Qs(—a;1) - B2
det A = (z — a)’ " det Bs

1 -1 0 0 0 1 -1 0 0 0
0 1 -1 0 0 0 1 -1 0 0
=z-a®"0 0 1 -1 0|=---=(@-a)"'"0 0 1 -1 0
00 0 1 -1 0 0 0 1 -1
0 2a a a T 0 O 0 0 4da+=x

sto konac¢no, uz primjenu Pravila 2 (determinanta gornjetrokutaste matrice)
daje

det A= (z—a)® t(z+ (5—1a).
Sada mozemo pretpostaviti da je determinanta matrice iz Zadatka 3.8a jed-
naka det A = (x — a)" }(z + (n — 1)a), a dokaz moZzemo provesti matema-
tickom indukcijom.

Zadatak 3.5. Transponiranjem polazne determinante i koristenjem Vander-
mondove determinante pokazite da vrijedi

11 1 - 1
1 2 3 -+ n+l1
1 22 3 ... (n+1?2=1-2.3...n!

1 2" 3" ... (n41)"
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Zadatak 3.6. Odredite vrijednosti determinanti

sin?a cos’a  cos2a 1 a a®
a) [sin? B cos?B cos2B|, b)|l b b, ¢
sin?y cos?y cos2y 1 ¢ ¢

x
Y

r+y

r+y

Rjedenja: a) 0, b) (b—a)(c—a)(c—1b), c) —2(z®+y?).
Zadatak 3.7. Odredite vrijednosti determinanti n-tog reda

1 9 3 o 1 2 3 .- n—1 n
1 3 3 --. n—1 n
-0 3 e 1 2 5 - n—1 n
a)|-1 -2 0 --- mn|,b)
1 2 3 -+ 2n—3 n
-2 =3 0 1 2 3 -~ n—-1 2n-1

Rjesenja: a) n!l, b) (n—1)I, ¢) —2(n—2).

76)

Zadatak 3.8. Odredite vrijednosti determinanti n-tog reda

al
r a a “ x a a a a 0
0 T a a —a a a a 0
a) ,b) |—a —a =z a al,c)
a a a T 0
—-a —a -a —a =z

RjeSenja: a) [z + (n — 1)al(z — a
(=D)™(n+ 1)ajaz - - ap.

Zadatak 3.9. Pokazite da vrijedi

b+c c+a a+b a
bi+c1 cg+ar a1 +b1|=2|aq
ba+ca ca+az az+ by as

b
b1
bo

3.5 Laplaceov razvoj determinante

cil.
C2

[\

[\V]

b)) Lz +a)" + (z —

17

r+y
xr
Yy

2 2

2 2

3 2

2 n
0 0
0 0
0 0

Gn—1 —an
1 14+ an

Definicija 3.1. Minor (subdeterminanta) elementa a;. matrice A € M, je

broj'
det Aik7

!Prilikom ispitivanja definitnosti kvadratne forme posebnu ulogu imaju glavni minori
koji se dobiju izdvajanjem proizvoljnih k redaka i k stupaca matrice (ali tako da su skupovi
indeksa odabranih redaka i stupaca identi¢ni) i vodeéi glavni minori: Ay = a11, As =

ail a2

s Ap =det(A) (vidi [1, str. 284]).
a1 a2
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a kofaktor (algebarski komplement) elementa a;, matrice A € M, je broj
(=1)"* det Ay,

gdje je A;, submatrica koja se iz matrice A dobiva ispustanjem i-tog retka i

k-tog stupca.

Teorem 3.3. Za svaku matricu A € M, vrijedi Laplaceov razvoj determi-
nante po elementima i-tog retka

n
det A =" (=1)""ay, det Ay, (3.16)
k=1
1 po elementima j-tog stupca

det A = Z(—l)j+kakj det Ag;. (3.17)
k=1

Dokaz. Pomoéu i — 1 permutacija susjednih redaka matrice A matricu A =
(al,...,a") prevodimo u matricu

Vrijedi
n

(—1)"'det A=det B=> (—1)F by det Bip = Y (—1)" 'y, det Ay,
k=1 k=1

jer je bix = ap i By = Aj. Mnozenjem s (—1)"! dobivamo (3.16)
. itk .
[(_1)z+k—2 _ (Z—l)l)Q _1)z+k]'

Laplaceov razvoj (3.17) dobiva se iz (3.16) i Teorema 3.2. O

Primjer 3.12. Laplaceovim razvojem po elementima 2-og retka sljedece de-
terminante, dobivamo

-1 3
2 3

-2 3

’ +0-(—1)*
1 3

Provjerite da bi se isti rezultat dobio ako bi primijenili Laplaceov razvoj
determinante po nekom drugom retku ili stupcu.
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Primijetite da bi se racunanje vrijednosti determinante znatno pojed-
nostavilo kad bi se u nekom retku ili stupcu pojavilo vise nula, sto mozemo
posti¢i primjenom spomenutih svojstava. Tako primjerice ako bi u pret-
hodnoj determinanti tre¢i redak dodali prvom retku, determinanta ne bi
promijenila vrijednost, ali bi izrac¢unavanje njene vrijednosti razvojem po
elementima prvog retka ili drugog stupca bilo puno brze

1 0 0 6
1 0 -3|=|1 0 -3 —6‘ ‘—<0dnosno(1)-1‘ D— .
-2 1 1 -3
-2 1 3 -2 1 3
Pravilo 9 Vrijedi poopéenje Teorema 3.3:
[elementi r-tog retka, a algebarski komplementi iz s-tog retka:]
> (1) Fa,y, det Agp = 6,5 det A, (3.18)

k=1
[elementi r-tog stupca, a algebarski komplementi iz s-tog stupca:]

> (1) Fay, det Aps = 0ps det A. (3.19)
k=1

Dokaz. Pokazimo formulu (3.19) u slucéaju r # s. Neka je C' matrica koja
se od matrice A dobije tako da njezin r-ti stupac zamijenimo s-tim. Dakle,
¢r = s = ag, pa je zato det C' = 0 (dva jednaka stupca).

S druge strane, iz (3.17) slijedi

n

0=detC = Z(—l)”kckr det Cf, = Z(—l)rJrkaks det Ay,
k=1 k=1

jer je Cr = Agr 1 Cpr = ags- 0

Primjedba 3.3. Kvadratnoj matrici A € M, moZemo pridruZiti matricu
A e M, s elementima

aij = (—1)"7 det Aj;. (3.20)

Primijetite da elementu a;; odgovara kofaktor (algebarski komplement) ele-
menta aj; matrice A (vidi Definiciju 3.1)).
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Jednakost (3.19) tada moZemo zapisati kao
n
Z prGsk, = Ops det A,
k=1

odnosno u matricnom obliku kao
A-A=detA-1I (3.21)

Korolar 3.4. Matrica A € M, je reqularna onda i samo onda ako je det A #
0.

Dokaz. Ako je A regularna matrica, postoji A~! takva da je A- A™1 = I.
Prema Binet-Cauchyjevom teoremu je det A - det A=! = 1, odakle slijedi

det A # 0.
Obratno, ako je det A # 0, iz (3.21) slijedi regularnost. Nakon dijeljenja
s det A dobivamo eksplicitnu formulu za inverznu matricu

—1 1
At =LA (3.22)

O

Primjer 3.13. Ako je A = Z

1 d —b
ad=bc | _o g |’
Zadatak 3.10. Primjenom formule (3.22) odredite inverznu matricu matrice
2 2 3
1 -1 O] .

-1 2 1

Z], det A = ad — bc # 0, onda je A™! =

A:

1 -4 -3
RjeSenje: det A=—1, A"'= |1 -5 -3|.
-1 6 4

3.6 Cramerova metoda

Sljedeéi teorem uvodi poznatu Cramerovu metodu za rjesavanje sustava li-
nearnih jednadzbi Az = b, gdje je A € GL,, regularna matrica. Metoda ima
uglavnom teorijski znacaj jer pretpostavlja izracunavanje n+1 determinanti
n-tog reda, a to za nesto veéi n moze uzeti znacajnu koli¢inu vremena rada
racunala.
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Promatramo sustav linearnih jednadzbi Ax = b koji mozemo zapisati
kao

Zaikxk =b;, 1=1,...,n. (3.23)
k=1

Teorem 3.4. (G. Cramer)
Ako je A € GL,, regularna matrica, onda je rjesenje sustava (3.23) dano s

Dy Doy D
I :6, $2:67. ,l'n_fn, (324)
gdje je D = detlay,...,a,] =det A, a
D, = det[b, aq,...,a,], Ds=det[ar,b,as,...,a,],...,D, =det[ar,as,...,an_1,b].

Dokaz. Sustav (3.23) mozemo zapisati u matri¢nom obliku kao Az = b.
Kako je A regularna matrica postoji njen inverz kojim slijeva pomnozimo
jednadzbu i dobivamo rjesenje x = A~'b. Koristenjem (3.22) dobivamo

(A-b); ~
det A] - % Zajkbk
k=1

T =

ol

=1 Z(—l)j+k detAkjbk = %,
k=1

n .
jer je > (—1)”’“ det Ay;by, Laplaceov razvoj po j-tom stupcu determinante

dobivene od determinante D zamjenom j-tog stupca vektorom slobodnih
koeficijenata b. [Napisite determinantu D; i napravite njezin razvoj po ele-
mentima j-tog stupca] O

Korolar 3.5. Sustav linearnih jednadzbi Ax = b, A € M,,, ima jedinstveno
rjesenje onda i samo onda ako je det A # 0 (matrica sustava je regularna).
Specijalno, homogeni sustav Az = 0 ima samo trivijalno rjesenje x1 =

- = x, = 0 onda 7 samo onda ako je det A # 0 (matrica sustava je
reqularna).
Ako je D =01 Dy = --- = D, = 0, sustav je rjesiv i ima beskonacno

mnogo rjesenja.
Ako je D =0, a pri tome barem jedan od brojeva D1, ..., D, razlicit od
nule, sustav nema rjesenja.
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Primjer 3.14. Primjenom Cramerovog pravila diskutirat ¢emo sljedeci sus-
tav jednadzbi u ovisnosti o parametru A € R

A1+ 20+ 2x3=1

T1 4+ Ao + 13 = A

331+l’2+)\333=)\2

Ly . A+1)2
Rjesenje: Ako je (A—1)(A+2) #0, z; = —f\‘—ié, x9 = /\%ﬂ’ xr3 = (;;2) . Ak
je A = 1, sustav ima rjeSenje koje ovisi o dva parametra. Ako je A = —2,

sustav nema rjesenja.

Prethodni primjer mozemo rijesiti i primjenom nize navedenog Mathe-
matica-programa.

In[1]:= (* Unos podataka *)
A={{lam,1,1}, {1,lam,1}, {1,1,lam}}; b={1,lam,lam”2}; n=Length[A];
Print["A=", MatrixForm[A], "; b=", MatrixForm[b]];

(* Radun *)
Print["D=", det = Factor[Det[A]]]
B = Transpose[A];

Do[

Dj = Replace[B, Association[{B[[j]] -> b}], 1];

Print["A", j, "= ", MatrixForm[Transpose[Dj]]];

Print["D", j, "= ", detl = Factor[Det[Djll, "; x", j, "=",
det1l/det // Simplifyl;

, {j, n}]

Zadatak 3.11. Primjenom Cramerovog pravila rijesite sljedeéi sustav
r1 — X2+ 3x3 =9
3r1 — bxo +x3 = —4
4xy — Txo +x3 =5

RjeSenje: D = —2, D; =168, Dy =93, Dy = —31, 21 = —84, 90 = — 2 g3 = 3L

2 2"

Zadatak 3.12. Primjenom Cramerovog pravila diskutirajte sustav jednadzbi

A+3)x1 +x2+ 223 =A

Az1+ (A —1)z2 + x3 = 2A

3A+ 1Dz + Aze + (A +3)zs =3
Rjesenje: D = A\2(\ —1).
Zadatak 3.13. Primjenom Cramerovog pravila diskutirajte sustav jednadzbi

Az1+ Aze + (A + 1z = A

Azi+ Az + (A —1)zz = A

A+ Dx1+Az2+ 2A+3)zs =1
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Rjesenje: D = —2X. Akoje A # 0,29 =1 — X, 29 = A, z3 = 0. Ako je A = 0,
r1 =1, z3 = 0, x5 proizvoljan.

Cramerovo pravilo moze se analogno primijeniti i za rjeSavanje veéih kvadratnih sus-
tava linearnih jednadzbi. Pri tome ova metoda ima samo teorijsku vrijednost jer je njena
efikasnost vrlo niska.

Nize navedenim Mathematica-programom mozemo rijesiti sustav linearnih jednadzbi
ako je matrica sustava regularna [odredeni sustav].

In[1]:= (* Definiranje sustava *)
SeedRandom[13]; n = 4;
A=RandomInteger[{-10,10}, {n,n}]; b=RandomInteger[{-10,10},{n}];
x = Table[0, {i, n}];
Print["A=", MatrixForm[A], "; b=", MatrixForm[b]];
If [Det[A] != O, Print["D= ",det=Det[A]l],
Print["Sustav nije odrden jer je det A=0"]1]
(* Radun *)
B = Transpose[A];

Do[

Dj = Replace[B, Association[{B[[j]] -> b}], 1];

Print["A", j, "= ", MatrixForm[Transpose[Djl]];

Print["D",j,"= ",det1=Det[Djl,"; x",j,"=",x[[jl]=det1/det //N];
, {j, n}]

Print["RjeSenje= ", x]

Print ["Kontrola= ", A.x]

Nize navedenim Mathematica-programom izracunava se vrijednost velikih determi-
nante ¢iji su elementi sluéajni realni brojevi na intervalu [0, 100] i pri tome se mjeri vrijeme
rada rac¢unala (tzv. CPU-time).

In[1]:=n = 10000;
A = RandomReal [{0, 100}, {n, n}];
Timing[Det [A]]

Out [1]={9.95313, -1.980808127726937+10732434}
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