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Unitarni prostori

Neka je V' vektorski prostor nad poliem K i K = Rili K = C. J

Vektorski prostor na kojem je zadan skalarni produkt nazivamo unitarni
prostor.

Vektorski prostor na kome je zadana norma zove se normirani prostor. J
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Neka je U unitaran prostor. Kazemo da su u1, uo € U ortogonalni ako je
(u1|ug) = 0ipidemo uy L usy. Za vektor u € U kazemo da je
ortogonalan na podskup S C U ako je (u|v) = 0, Vv € S i pisemo

u 1 S.ZaS,T C U kazemo da su medusobno ortogonalni ako je

(u,v) =0,Yu e S,veT.

Nekaje S C U. Skup S+ = {u € U: u L S} nazivamo ortogonalni
komplement od S.

Kazemo da je podskup S C U ortogonalan ako je (u1|us) = 0,
Vul,uQ (S S, U1 75 Uug.

Kazemo da je skup S ortonormiran ako je ortogonalan i ||u|| = 1,
Yu € S.
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Zadatak 1

Nekaje f: R™ x R™ — R funkcija zadana s

f((mlv ce ):En)a (y17 e >yn)) = Zl'zyz
=1

Pokazite da je f skalarni produkt na R™.
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Zadatak 2

Nekaje f: C" x C" — C funkcija zadana s

f((‘rh cee )‘T’ﬂ)? (y17 cee )?/n)) = Z:EZE
i=1

Ispitajte je li f skalarni produkt na C™.
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Zadatak 3

Funkcija f: R? x R?2 = R zadanaje s

f((x1, 1), (x2,y2)) = T122 — Y1Y2.

Ispitajte je li f skalarni produkt na R2.
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Zadatak 4

S obzirom na skalarni produkt na R™ pronadite neki vektor koji je
ortogonalan na vektore u = (1,1,1)iv = (1,2,0).
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije

Neka je x1, T2, X3, ... linearno nezavisan niz vektora u unitarnom
prostoru U. Tada postoji ortonormiran niz ey, eo, €3, ... u U takav da je
{x1,2z2,...,2x}] = [{e1, e2,...,er}], Vk. Uz dodatan uvjet da je
(ex|xr) > 0, VEk, ortonormiran niz je jedinstven.

_ 1
€= ||mllu”“’1
_ o
€2 = [y € = T2 — (x2]e1)er
k-1
1 /
€k = [arqChe €k = Tk E (zx|ei)e;
i=1
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Zadatak 1

Ortonormirajte bazu

{(1,1,1),(1,0,1),(2,0,0)}

od R3.
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Zadatak 2

Na C[—1,1] je zadan skalarni produkt

(flg) = /_1 fla)g(z) da.

Ortonormirajte skup { f1, f2}, gdje je fi(x) = 1i fa(x) = .
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Zadatak 3

U unitarnom prostoru RS potprostor IV je razapet vektorima
a=(1,1,0,0,0),b=(0,0,1,0,0),¢c = (—1,—-1,-1,0,0) i
d = (0,0,0,0,2). Odredite ortonormiranu bazu za N iza N-*.
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Zadatak 4

Gram-Schmidtovim postupkom ortogonalizacije ortonormirajte skup

10 11 1 2

0 0|’(1 1|70 1
u unitarnom prostoru M5 (R) sa skalarnim produktom
(A, B) = tr(BT A).
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