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Teorem

Neka su X i Y kona¢nodimenzionalni unitarni prostori. Za svaki
A € L(X,Y) postoji jedinstveni A* € L(Y, X) takav da je

(Azly) = (z|A%y), Vz € X,Vy €Y.
Vrijedi:
a) A=A, VAe L(X,Y).
b) A — A* je antilinearna bijekcijas L(X,Y) u L(Y, X).
c) Nekasu X, Y i Z konacnodimenzionalni unitarni prostori. Za
Ae L(X,)Y)iBe L(Y,Z)je (BA)" = A*B*.

Operator A* nazivamo adjungirani operator operatora A.
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Neka je U kona¢nodimenzionalan unitaran prostor. Kazemo da je operator
Ae L(U):
- hermitski, ako je A* = A
- antihermitski, ako je A* = — A
- unitaran, ako je AA* = A*A = I, j. Ajeinvertibilanu L(U) i
A—l — A*
- normalan, ako je AA* = A*A.
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Neka je U kona¢nodimenzionalan unitaran prostor. Kazemo da je operator
Ae L(U):
- hermitski, ako je A* = A
- antihermitski, ako je A* = — A
- unitaran, ako je AA* = A*A = I, j. Ajeinvertibilanu L(U) i
A—l — A*
- normalan, ako je AA* = A*A.

Primijetimo da su i hermitski i antihermitski i unitarni operatori normalni
operatori.
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Propozicija

Neka je U konagnodimenzionalan unitaran prostor i neka je A € L(U).
Ako je operator A normalani Ax = ax,zax € Uia € C,ondaje
A*x = ax.
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Zadatak 1

Neka je A normalan operator. Pokazite da je tada

Im(A — AI) L Ker(A — AI).
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Zadatak 2

Neka je U kona¢nodimenzionalan unitarni prostor. DokaZite da je

Ker(A*A) = Ker(A), VA € L(U).
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Teorem o ortogonalnoj projekciji

Neka je X unitaran prostor i Y kona¢nodimenzionalan potprostor od X.
Tadaje X =Y 4 Y, tj. za svaki vektor z € X postoje jedinstveni
vektoriy € Y iz € Y takvida je z = y + 2. Nadalje, ako je X
kona¢nodimenzionalan, vrijedi (Y )+ =Y.
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Teorem o ortogonalnoj projekciji

Neka je X unitaran prostor i Y kona¢nodimenzionalan potprostor od X.
Tadaje X =Y 4 Y, tj. za svaki vektor z € X postoje jedinstveni
vektoriy € Y iz € Y takvida je z = y + 2. Nadalje, ako je X
kona¢nodimenzionalan, vrijedi (Y )+ =Y.

Propozicija

Neka su X i Y kona¢nodimenzionalni unitarni prostorii A € L(X,Y).
Tada vrijedi:

KerA = (ImA*)t, ImA = (KerA*)*,
KerA* = (ImA)L, ImA* = (KerA)*.
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Zadatak 3

Neka je U kona¢nodimenzionalan unitarni prostor. DokaZite da je

Im(A*A) =Im(A*), VA € L(U).
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Zadatak 4

Neka je U konagnodimenzionalan unitarni prostor i A € L(U) hermitski.
Dokazite da je tada o(A) C R.
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Zadatak 5

Neka je U konac¢nodimenzionalan unitarni prostor. DokaZite da je
A € L(U) unitaran operator ako i samo ako vrijedi

(Az|Ay) = (zly), Yo,y € U.
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