ODJEL ZA MATEMATIKU, SVEUCILISTE J. J. STROSSMAYERA U OSIJEKU 23.4.2020.

ANALIZA VREMENSKIH NIZOVA

PRrvI KOLOKVILJ 2019./2020.

Prije rjesavanja izracunajte sljedec¢a dva broja i zapiSite ih na papir na koji rjesavate kolokvij:

a = (predzadnja znamenka JMBAG-a mod 3) + 1,
b = (zadnja znamenka JMBAG-a mod 3) + 1,

( mod 3 je ostatak dijeljenja s 3). Npr. student s JMBAG 0123456789 ima a =8 mod3+1=3ib6=9
mod 3+ 1 = 1. Te brojeve koristite u zadacima tamo gdje se pojavljuju.

ZADATAK 1: [25 bodoval
Neka su {X;, t € Z} i {Y;, t € Z} dva stacionarna procesa takva da je Cov(X;,Ys) = 0 za sve t,s € Z, te
neka su ¢1, ¢y € R. Je li proces {V;, t € Z}

Vi =c1Xiya +C2Yip

stacionaran? Odredite njegovu funkciju autokovarijanci.

ZADATAK 2: [15+10=25 bodova]
Neka je { Xy, t € Z} proces definiran s X; = (—1)**'X za neku sluéajnu varijablu EX =01 EX? < oco.

(a) Je li {X;} slabo stacionaran?

(b) Pokazite da je {X;} deterministicki proces.

ZADATAK 3: [15+10=25 bodova]
Neka je {X;} proces definiran s

1 2
Xt — (Xt—l)E ebt +)/1,7
gdje je
Y=Y+ U

1
Ut :Ut—1+Zt— Ethl, {Zt}NIID(070'2)

(a) Odredite niz transformacija kojima od {X;} mozemo dobiti stacionaran ARMA proces.

(b) O kojem ARMA procesu se radi? Je li kauzalan i invertibilan?

ZADATAK 4: [15410=25 bodova]

Neka je proces {X;} zadan s
1

+a

Xt = Zt + 1 thlthlffH
gdje je {Z;} ~ IID(0,1) i Z; nezavisna od X, za s < t. Moze se pokazati da je {X;} strogo stacionaran.
(a) Izracunajte ACVF.

(b) Odredite linearni proces koji ima istu ACVF.
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Rjesenja

ZADATAK 1: [25 bodova]
Treba povjerite uvjete definicije stacionarnog procesa. Prva dva uvjeta jednostavno slijede. Za kovarijancu
treba samo imati na umu da ocekivanje ne mora biti 0. Zbog nekoreliranosti {X;} i {¥;} lako se dobije

Cov(Vi, Vign) =E[(c1Xtqya + 2Yip —c1 EXipa —2EYp) (1 Xiphta + 2Yign—o — 1l EXipnya — 2 EYiqpp)]
= yx (h) + &y (h)

sto daje ACVF (neovisno o a i b)i povlaéi stacionarnost.

ZADATAK 2: [15410=25 bodova]

(a) Prva dva uvjeta jednostavno, o¢ekivanje je 0 i onda
Cov(Xy, Xepn) = EX; X = (=12 ()" E X2 = (~1)"E X?
Sto ne ovisi o ¢ pa je stacionaran.

(b) Kako je X,,+1 = —X,,, najbolje §to linearno mozemo reéi od X, 41 na osnovu X,,, X,,_1,... je —X, pa
je E(Xpt1 — I, X,,11)? i prcoces je deterministicki.

ZADATAK 3: [15+10=25 bodova]
Treba prvo logaritmirati sto daje

1 1
Vi :=log X; = Elogth +bt?2+Y, = EVLl +bt? 1+ Y.

{V;} nije stacionaran zbog t? ali i zbog nestacionarnosti od {¥;} koju ne mozemo eliminirati oduzimanjem
trenda. Zato diferenciramo

1 1
AV, = EAvt_l +0t2 —b(t—1)2+Y;, - Y = EAVH +2bt — b + U;.
{AV;} nije stacionaran zbog trenda, ali i zbog toga $to {U;} nije stacionaran pa opet diferenciramo

1 1 1
A2V, = ENV;H +204+ U, —Up_q = aAQVH +26+ 7, — EZH

sto uz Wy = A%V, daje

1 1
Wt - aWt_l + 2b + Zt - EZt_l.

e Ako je a > 1 to je ARMA(1,1) proces s konstantnim ¢lanom koji je kauzalan u tom slucaju, a
invertibilan je ako je b > 1.

e Ako je a = 1, postoji jedini¢ni korijen pa treba jo§ jednom diferencirati sto daje
1
AW, =2b+ Z; — EZt_l

Sto je M A(1) proces koji je invertibilan ako je b > 1.

ZADATAK 4: [15410=25 bodova]
Lako se vidi da je ocekivanje 0, pa imamo za h > 1

1
COV(Xt, thh) = EZtthh + m Ethlthlféthh = 0,
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po pretpostavci zadatka. Za h = 0 je zbog stacionarnosti

1 1 1
2 2 2 2
Var X; = EX; =EZ; +21 Ta EZi1Zi 1 Xy g 1+ it ay2 EZ; | Ethf% =140+ i+ a)zl-VarXt
iz Cega slijedi
(14 a)?

Var X; = .
arte a? 4 2a

paje {X;} ~WN (O (Ha)Q) §to daje i odgovor pod (b) - za linearan proces uzmemo bijeli Sum.

> a?+2a
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