ODJEL ZA MATEMATIKU, SVEUCILISTE J. J. STROSSMAYERA U OSIJEKU 9.6.2020.

ANALIZA VREMENSKIH NIZOVA

DrucI KOLOKV1J 2019./2020.

Prije rjesavanja izracunajte sljedec¢a dva broja i zapiSite ih na papir na koji rjesavate kolokvij:

a = (predzadnja znamenka JMBAG-a mod 3) + 1,
b = (zadnja znamenka JMBAG-a mod 3) + 1,

( mod 3 je ostatak dijeljenja s 3). Npr. student s JIMBAG 0123456789 ima a =8 mod3+1=3ib=9
mod 3 + 1 = 1. Te brojeve koristite u zadacima tamo gdje se pojavljuju.

ZADATAK 1: [15410=25 bodova]
Zadan je proces {X;}
Xe=UWi+ (1 = U)Wi—2s, t€Z,

gdje je {W;} ~ WN(0,1) i {U;} nezavisne jednako distribuirane Bernoullijeve, nezavisne od {W;}, takve da
je P(Uy=1)=1— P(U; =0) = 1/a.

(a) Odredite ACVF procesa {X;}. Je li {X;} stacionaran?

(b) Koji SARIMA proces ima takvu ACVF? Odredite njegovu spektralnu gustoéu.

ZADATAK 2:  [9+9+47=25 bodova]
Neka je {X;} strogo stacionaran proces definiran s

X = 046y,
X2
t—1
ocl=a—-1+b >
01

gdje je {e:} ~ I1ID(0,1) i &, nezavisna od X;_; za j > 1 i nezavisna od oy.

(a) Izracunajte
Var (Xn+1 | XnaXn—la . ) .

Ima li {X;} svojstvo uvjetne heteroskedasti¢nosti?

(b) Izracunajte
Var (Xn+2 | XnaXn—la . ) .

Koriste¢i dobiveni rezultat, odgovorite: ako je {X;} model za dnevne log-povrate financijske imovine,
hoée li veliki pad (ili rast) danas imati efekta na volatilnost za dva dana?

(c) Rijesite (b) dio za {X;} ARCH (1) proces. Usporedite i komentirajte.

ZADATAK 3: [20 bodoval
Neka je model za kretanje mjese¢ne temperature SARIM A(0,0,0,) x (1,1,0)12 s koeficijentom ¢ = 1/a.
Podaci o temperaturama poznati su do prosinca 2019. godine (uklju¢ujuéi). U sije¢nju 2019. godine tempe-
ratura je bila 7, a u sije¢nju 2018. godine 5. Odredite odrezanu predikciju za sije¢anj 2020. godine.

ZADATAK 4:  [84+8+7+7=30 bodova]
Neka je {(X;,Y;)T} dvodimenzionalni proces zadan s

Xe| _ T 1] [ X n 214
Y, -1 3] Y Zat]’

gdje je {(Z1.4, Z24)T} dvodimenzionalan bijeli sum.
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(a) Pokazite da {(X;,Y;)T} nije stacionaran.

(b) Neka je
U = X —2Y;.

Pokazite da {U;} postize stacionarnost jednim diferenciranjem.

(c) Izrazite X; i Y; koristeéi Up_;. Zakljucite da su {X,;} i {Y:} procesi koji postizu stacionarnost jednim

diferenciranjem.

(d) Jesuli {X;} i{Y;} kointegrirani?

Danijel Grahovac



ODJEL ZA MATEMATIKU, SVEUCILISTE J. J. STROSSMAYERA U OSIJEKU 9.6.2020.

Rjesenja

ZADATAK 1:

Za a = 1 zadatak je gotovo trivijalan jer Uy = 1 g.s. pa je Xy = Wy ~ WN(0,1). To odgovara SARIMA
procesu sa svim redovima jednakim 0 i proizvoljnim periodom, a spektralna gustoca je konstantna.

(a) Kako je EX; =01 EU; = 1/a, slijedi

Cov(Xy, Xysn) =EXy Xypn, =E[(UW, + (1 = U)Wi—2s) UsnWign + (1 — Upgn) Wit n—20)]
= yw (h) E[UUpsn] + yw (h — 2b) (E[Uy] — E[UU14])
+yw (k4 2b) (E[U4n] — E[UU41]) + yw (R) (1 = E[U] — E[Upsn] + E[UUr4n])

— oy (B) BIUW 1] + v (. — 26) (i - E[UtUHh])
+yw (h + 2b) <cll - E[UtUt+h]> +yw (h) <1 - % + E[UtUtJrh])
=) (1= 2+ BO]) + (3~ BIOTisa] ) o —26) 430 4+ 20).

Nadalje, {W;} ~WN(0,1), a

1=
E[U U] = {“’ L
0, inace,
pa slijedi
1, h=0,
Cov(Xt, Xyyn) = L |n| =26,
0, inace

Slijedi da je {X;} stacionaran.
(b) Radi se 0 SM A(1)ap procesu, odnosno, SARIM A(0,0,0) x (0,0, 1)2p. Spektralna gustoca je

fA) =~(0)+2 Z cos(2mAR)y(h) =1+ %cos(élbﬂ)\).
h=1

ZADATAK 2:

(a) Koristeéi E[X, 11 | X5, Xn—1,...] = 0 dobijemo
Var [(Xn41 | Xoy X1, ] = E[X2 1 | Xo, Xty = B2 ]E[(a = 14+ 6X72/02) | X, Xpa, - |
=a—-1+bX2/02,

jer je X2 /o2 izmjeriva u odnosu na X,,, X,,_1,.... Zakljuéujemo da postoji svojstvo uvjetne heteroske-
dasti¢nosti.

(b) Imamo
Var (X0 | Xp, Xpo1,... ] = E[e2 002 10 | Xno Xy, ... = E[(a— 14+ bX7 /o2, 1) | Xn, Xpi, .. ]

=a-1+bE[e] | X0, Xno1,...]
=a-1+0,

§to ne ovisi o X, pa velika promjena X,, ne utjece na X, 1o.
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(¢c) Za ARCH(1) proces dobijemo
Var [Xp42 | Xn, Xn—1,...] = Var[ag + a1 Xp11 | Xy X1, - - -]
= Var [ao +arag+aiX, | Xp, Xn1,.. ]
= ooy +a1a9 + a%X?l

pa velika promjena X,, ima efekta i na X, 1o.

ZADATAK 3:
Jednadzba modela je (1 — 1 B2)(1 — B1%) X, = Z, iz ¢ega slijedi

Xe =14 ¢1)Xt— 1201 X404 + Z;

X1 =0+¢1)Xn+1-1201 X124 + Z4

Ako je trenutak n prosinac 2019., onda

e n + 1 je sijecanj 2020.,

e n+1— 12 je sijecanj 2019.,

e 1+ 1— 24 je sijecanj 2018.
Na osnovu podataka iz zadatka imamo

I, X1 =7T+2p1 =7+2/a.

Za a =1 proces je zapravo SARIM A(0,0,0) x (0,2,0)12 no prethodni izra¢un ostaje nepromijenjen.

ZADATAK 4:

(a) Gledamo
1—2/2 z

det ®(z) = det(I — ®z) = det 2Jd 1—2)2 =0
Sto daje nultocku z = 1 pa nije stacionaran.
(b) Definiciju procesa mozemo zapisati i kao dvije jednadzbe
1
X = §Xt71 Y1+ 2y,
Yz i X, 1Y, 42
R IR 2,
pa je
1 1
Uy = 5Xt-1 - Yia+ 21+ §Xt—1 =Yy 1 — 279,

=Xp 1 -2V, 1+ 21— 225,
=Ui1 + 214 — 220,

iz Cega slijedi Uy —U,—1 = Z1,+ — 2734 Sto je stacionaran proces jer je linearna kombinacija dva nezavisna
bijela Suma.

(¢) Uocimo da je
1 1
X, = 5()(,5,1 -2, )+ 21 = §Ut71 + 2t

1 1
Y, = —Z(th —2Yi 1)+ Zoy = —Zth + Zy g,
pa tvrdnja slijedi jer {U;} postize stacionarnost jednim diferenciranjem.

(d) {U:} je zajednicki stohasticki trend. I {X;} i {Y;} su nestacionarni, postaju stacionarni diferenciranjem
i ako promotrimo
Xt +2Y, =214+ 225,,

zaklju¢ujemo da je to stacionaran proces. Dakle, kointegrirani su.
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