Matematicki praktikum 1

Graficka ilustracija pogreske u rjesenju sustava
linearnih jednadzbi

1 Uvod

Zadan je sustav linearnih jednadzbi

0452, — 29 = —1.55,

¢ija rjesenja su x1 = 1 i 9 = 2. Pretpostavimo da smo greSkom malo promijenili desnu

stranu sustava te da sustav sada glasi

Rjesenja novog sustava su x; = —0.2 i x5 = 1.42. Na Slici 1. prikazane su uredeni parovi

rjeSenja sustava (1) i (2), dobiveni kao sjecista odgovarajuéih pravaca. Uoc¢imo da je

malena promjena desne strane sustava uzrokovala veliku promjenu rjesenja.
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Slika 1.
Opéenito, prilikom rjesavanja sustava linearnih jednadzbi
Ax=Db, A e R"™" b eR",

mogu se u elementima vektora b kao i matrice A pojaviti pogreske. Te pogreske kao
Sto smo vidjeli na prethodnom primjeru mogu ponekad za posljedicu imati izrazito veliku
promjenu rjesenja sustava. Zanima nas o ¢emu ta promjena ovisi. U tu svrhu analizirat

¢emo problem rjesavanja sustava dviju linearnih jednadzbi s dvije nepozananice.
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2 Sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepozna-
nice
Pretpostavimo da je x* = [x}, 23]" rjeSenje sustava linearnih jednadzbi
a1 + apry = by, 0%1 + G%Q =1, (3)
A91T1 + Q22T = bg, a%l -+ CL§2 =1. (4)

Oznacimo s p; i py pravce cije su jednadzbe (3) i (4). Neka je ¢ € (0, 5], ¢ = Z(p1,p2)

kut izmedu pravca pravaca p; i po. Vrijedi da je
COS Y = aj1021 + A21022.

Nakon jednostavnog racuna dobivamo da rjesenja sustava jednadzbi (3)-(4) iznose:

* a22b1 — aq2b2 * a11b2 — a9 by

a11G22 — A12G21 a11Q22 — A12G21

Zbog pogresaka umjesto sustava (3)-(4) rjesavamo sustav

a111 + A2y — b1 -+ A b1 (6)
211 + A92Ly — b2 -+ A b27 (7)

gdje su A by i Aby pogreske. Oznacimo li s X* = [ 7,75 }T rjesenje sustava (6)-(7),
nakon jednostavnog racuna dobivamo da su:
o ax(b1 +Ab) —ap(ba+Aby) ., an(by+Aby) —axn (b +Ab)

a11G22 — A12G21 A11Q22 — A12G21

Relativno odstupanje vektora x* od vektora x* mjerit ¢emo brojem

I = x| (2f — 39)* + (a5 — 25)°
Bl (21)? + (23)

R =

Iz (5) i (8) dobivamo da je

(Ab)? + (Aby)? — 2A b1 A by cos
b? + b3 — 2b1b, cos @ '

(9)

Nr =

Prema (9) ocigledno ng bitno ovisi o kutu ¢, $to éemo ilustrirati sljede¢im numerickim
eksperimentom.

Primjer 1. Neka su A, AbY ~ N(0,0.05), bl = 2,by = 0.1 te 1 = 15, o = = i

, 10
w3 = 5. Na Slici 2. prikazane su tocke (z’,ng)), 1 =1,...,500 redom za kutove py, vy @

©3-
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Slika 2.

U prethodnom primjeru uocavamo da za male kutove ¢ dobivamo velike brojeve za npg.
Takoder primijetimo da je
((Ab1)? 4+ (Ab2)?) (14 cosp) — (Aby + Aby)? cos p - (Ab1)*+ (Aby)?

_ 2
= (b3 +b3)(1 — cosp) + (b1 — be)? cos p A2 b3 + b3 ’
(10)

1+cosep
=y 11
k() VT cosp (11)

Na Slici 3. prikazan je graf funkcije x odakle vidimo da je xk padajuca funkcija kuta ¢.

pri cemu je
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Slika 3.

Primijetimo da formulu (9) moZemo zapisati u obliku

(Ab)? 4 (Aby)? —2A b1 Abycos g
b? + b3 — 2b,by cos

Y

(12)

sto u geometrijskom smislu znaci da tocka (z3,x3) leZze na kruznici polumjera r sa sre-

(01 = 27)" + (23 — 33)" = 1", 1= J ((#1)? + (23)?)

distem u tocki (a7, z%). Ilustrirat ¢emo to na primjerima dvaju bitno razli¢ita sustava

linearnih jednadzbi.
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Primjer 2. Neka su (Ab)®, (Aby)® ~ N(0,0.05),7 =1,...,250. Zai =1,...,250

zadani su sustavi

sustav 1)
052, —xy = —1.5+(Ab)®

0457, —my = —1.55+ (Aby)®, (13)

cija su rjesenja r1 =1 1 x9 = 2. Za kut ©1 izmedu odgovarajucih pravaca vrijedi da

je cos 1 = 0.0408.

sustav i)
4231 — T9 = 2+(Ab1)(2)
T +43§'2 = 9+ (Ab2)(l)a

cija rjesenja su takoder xv = 1 i x9 = 2. Za kut o izmedu odgovarajucih pravaca

(14)

vrijedi da je cospy =0, tj. ©3 = 7.

Na Slici 3. prikazane su redom kruznice (12) te rjesenja za sustave (13) i (14). Primije-
¢ujemo da se uredeni parovi rjesenja sustava (13) sadrzZani u elipsi sa sredistem u tocki
(1,2), koja je izrazito izduljena. Za razliku od toga skup svih uredenih parova rjesenja

sustava (14) sadrzan je u malom krugu sa sredistem u tocki (1,2).

Slika 3.

Ovako pravilno geometrijsko mjesto uredenih parova rjesenja sustava iz prethodnog
primjera nije posve slucajno. Za potpuno razumijevanje ove pojave potrebno nam je
nekoliko vaznih pojmova i tvrdnji numericke linearne algebre, koje ¢emo navesti u sljedecoj
tocki.
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3 Singularna dekompozicija

Singularna dekompozicija matrice izrazito je vazna i koristi se u razli¢itim primjenama

numericke matematike. Vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 1. (Demmel, 1997) Neka je M € R™*"™ matrica ranga r. Tada postoji dijago-
nalna matrica

3 = diag(oy,...,0.,0,...,0) ER™" g1 >09>...20,>0
te ortogonalne matrice U € R™*™ 'V € R™" takve da vrijedi
M =UxV’ (15)

Brojeve o1 > ... > o0, > 0 zovemo singularne vrijednosti matrice M, a rastav (15)
zovemo singularna dekompozicija matrice M.

Kako je MM = VT VT kvadrati singularnih vrijednosti 02 su svojstvene vrijed-
nosti simetri¢ne pozitivno semidefinitne matrice M7 M, a stupci matrice V su odgovara-

juéi ortonormirani svojstveni vektori.

Primjedba 1. Pretpostavimo da je M € R™*" kvadratna regularna matrica te da njezina

singularna dekompozicija glasi

M = Udiag(oy,...,0,) V7,

pricemusuo; # 0,7 =1,...,m. Jednostavno se vidi da singularna dekompozicija matrice
M~ glasi
1 1
M~ = Vdiag(—, ..., —)U".
01 On

U sljede¢em jednostavnom primjeru vidjet ¢emo kako odrediti singularnu dekompozi-

ciju matrice iz R?*2.

1 2
2 1

i Ao = 1 svojstvene vrijednosti matrice MTM, a

Primjer 3. Zadana je matrica M = [ ] . Jednostavno se moze pokazati da su Ay =9

vi=| 7% B

odgovarajuci normirani svojstveni vektori. Prema tome imamo da su

RN

<

I
S-Sl
S-Sk
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Primijetimo da (15) moZemo zapisati u obliku

US = MV,

v-| f]

Konacno, singularna dekomozicija matrice M glasi:

1 2 L L1173 0 g
N ERI I
v 7 Vi

Vratimo se sada sustavu linearnih jednadzbi (3)-(4), odnosno (6)-(7) te primijetimo

odakle dobivamo je

SILSl-
=S

S
S
~SIL

da za odgovaraju¢u matricu sustava A vrijedi da je

ATA — 1 cos ¢
Cos ¢ 1 '

Jednostavno se vidi da su svojstvene vrijednosti matrice AT A jednake \; = 1 + cos¢ i
Ay = 1 — cos ¢ te da odgovarajuce singularne vrijednosti matrice A glase:

o1 =+V14cosp, o09=+/1—cosp.

To znaci da matricu A mozemo zapisati u obliku

A = Udiag (v/T + cos ¢, v/1 — cos ) V7,

gdje su U € R**2 i V € R?*? ortogonalne matrice. Uzmemo li u obzir da je x* rjeSenje
sustava (3)-(4), a X* rjesenje sustava (6)-(7) te ako oduzmemo ta dva sustava dobivamo
da je

1

X*=x"+ATAb=x"+ Vdiag(\/l oo Tcos

U” Ab. (16)

Neka je
K(0,|Ab]l) := {y : [ly]* = |Ab]} € R

kruznica sa sredistem u ishodistu polumjera ||Ab||. Uo¢imo da je u tom slucaju skup

|Ab|| |Ab||
VI+cosp /T—cosp

zarotirana elipsa sa sredistem u ishodistu ¢ije pouluosi leze na stupcima matrice V te
|Ab] 5 _|lAb
V14cosp ~ y/I—cosp "’

Prema (16) to znadi da se vektor X* nalazi na elipsi F'(x*) sa srediStem u tocki a* ¢ije
lAb]| . _|Ab]|
V14cosp ~ y/1I—cose”
su duljine poluosi elipse £(x*) priblizno jednake ako je kut ¢ =~ 7. Ako je ¢ ~ 0 duljina

ATTK(0, [|Ab]) == {Vdiag( ) U u: [ufl =1},

imaju duljinu

poluosi leze na stupcima matrice V te imaju duljinu Sada je ocito da

druge poluosi izrazito velik broj, sto znac¢i da se odgovarajuca elipsa degenerira u pravac.
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4 Kondicija matrice i op¢i sustav

Neka su oy i 09, 01 > 09 singularne vrijednosti matrice regularne A € R?*2. Oznacimo li

s cond(A) := 2! uocavamo da zbog (11) vrijedi da je

k(p) = cond(A) = EEy

02

To znaci da formulu (10) mozemo zapisati u obliku:

[[x* — x|

|Ab]
< Ond(A)W

el

Broj cond(A) zovemo kondicija matrice A.
Opéenito, kondiciju proizvoljne matrice A € R™*" definiramo kao (Press at al., 1989;
Scitovski, 1999):
cond(A) := ﬁ7
UT
pri cemu je oy najveca, a o, najmanja pozitivna singularna vrijednost matrice A

Pretpostavimo da je zadan sustav linearnih jednadzbi
Ax=b, A e R"™" b eR", (17)
no zbog pogreske rjesavamo sustav
Ax =b + Ab. (18)

Ako s x* ozna¢imo rjesenje sustava (17), a s X* rjeSenje sustava (18), moze se pokazati
(Press at al., 1989; Scitovski, 1999) da vrijedi

[x* —x*]

o .

cond(A)”fblﬁH. (19)

Slicne se ocjene mogu pokazati i slucajevima kada se pogreska pojavljuje u matrici A,
te kada se pojavljuju istovremeno i u matrici A i u vektoru b. Vise o tome se moze naci
u (Press at al., 1989; Scitovski, 1999).
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