
Matematički praktikum 1

Metoda konjugiranih gradĳenata

1 Uvod u problem
Zadani su simetrična i pozitivno definitna kvadratna matrica A ∈ Rn×n, realni vektor
b ∈ Rn te c ∈ R. Definirajmo funkcĳu f : Rn → R formulom f(x) = 1

2xTAx − bTx + c
te promatrajmo sljedeći problem:

f(x) = 1
2xTAx− bTx + c→ min

x∈Rn
. (1)

Neka je x∗ = argminx∈Rnf(x) rješenje problema (1). Uočimo da je

∇f(x) = Ax− b te ∇2f(x) = A.

Kako je prema pretpostavci matrica A pozitivno definitna, te stoga i regularna (vidi
Domaću zadaću), vektor x∗ jedinstveno rješenje sustava linearnih jednadžbi

Ax = b. (2)

To znači da je problem minimizacĳe (1) ekvivalentan problemu rješavanju sustava
linearnih jednadžbi (2).

Neka su α ∈ R i p ∈ Rn. Razvojem izraza f(x + αp) u Taylorov red u okolini točke
x dobivamo

f(x + αp) = f(x) + αpT∇f(x) + 1
2α

2pT∇2f(x)p = f(x) + αpT (Ax− b) + 1
2α

2pTAp.

Minimizacĳski problem (1) rješavat ćemo iterativnom metodom. Pretpostavimo u tu
svrhu da je xj neka aproskimacĳa rješenja x∗. Novu aproksimacĳu xj+1 tražit ćemo u
obliku xj+1 = xj + αjpj, pri čemu je pj vektor smjera, a αj odgovarajuća duljina koraka.
Ako nam je poznat vektor smjera pj onda duljinu optimalnu duljinu koraka αj možemo
dobiti rješavanjem problema jednodimenzionalne minimizacĳe

f(xj + αpj)→ min
α∈R

.

Imamo

αj = argmin α∈R f(xj + αpj)

= argmin α∈R

(
f(xj) + αpTj (Ax− b) + 1

2α
2pTAp

)
.

Funkcĳa α 7→ f(xj) + αpTj (Axj − b) + 1
2α

2pTj Apj je realna kvadratna funkcĳa, koja
postiže jedinstveni globalni minimum u točki

αj = −pTj (Axj − b)
pTj Apj

.
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1.0.1 Gradĳentna metoda

Specĳalno u gradĳentnoj metodi za vektor smjera pj uzimamo pj = −∇f(xj) = −Axj +
b, odakle je

α∗j = ‖Ax− b‖22
(b−Axj)TA(b−Axj)

= ‖pj‖22
pTj Apj

.

Za vektor smjera pj+1 vrĳedi
pj+1 = −∇f(xj+1) = b−Axj+1

= b−A(xj + αjpj)
= pj − αjApj,

odakle je
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Slika 1: Vektori smjerova gradĳentne metode kroz 17 iteracĳa

pTj+1pj = ‖pj‖22 − αjpj
TApj = 0.

To znači da je kod gradĳentne metode vektor smjera u koraku j+1 ortogonalan s vektorom
smjera u koraku j.
Primjer 1. Zadana je funkcĳa f(x) = 1

2xTAx− bTx, gdje su

A =
[

2 1
1 2

]
, b =

[
1
1

]
.

Jednostavno se vidi da je x∗ =
[

1
3 ,

1
3

]T
rješenje sustava linearnih jednadžbi. Pretpostavimo

da gradĳentnom metodom želimo odrediti točku globalnog minimuma funkcĳe f . U tu
svrhu za početnu aproksimacĳu uzimamo x0 = [5,−2]T . Gradĳentnu metodu izvršavamo
sve do je ‖Axj − b‖2 ≥ ε, j = 0, 1, 2, . . .. Ako je ε = 10−4 gradĳentnom metodom za
17 koraka dobivamo x17 = [0.333351, 0.333298]T . Na Slici 1 prikazani su odgovarajući
vektori smjerova gradĳentne metode.
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2 Metoda konjugiranih gradĳenata
Prirodna ideja je definirati vektore smjerova najbržeg silaska i to tako da metoda završi u
što manje koraka. Pokazat ćemo da metoda konjugiranih gradĳenata ima upravo to svojstvo
te da završi u najviše n koraka.

Za simetričnu pozitivno definitnu matricu A definiramo preslikavanje s : Rn×Rn → R,
formulom

s(x,y) = xTAy. (3)
Može se pokazati da je preslikavanje s skalarni produkt kojeg označavamo s s(x,y) =:
〈x,y〉A (vidi Domaću zadaću) i zovemo A−skalarni produkt. Pri tome odgovarajuća
normu definiramo s ‖x‖A :=

√
xTAx.

Definicĳa 1. Kažemo da su vektori p0, . . . ,pk−1 A−konjugirani ili A−ortogonalni, ako
vrĳedi da je pTj Api za svaki i, j = 1, . . . , k − 1 te i 6= j.

Uočimo da je zbog simetričnosti dovoljno zahtĳevati pTj Api = 0 za svaki 0 ≤ i < j ≤
k− 1. Može se pokazati da je svaki skup {pj : j = 0, . . . , k− 1}, A−konjugiranih vektora
linearno nezavisan (vidi Domaću zadaću) te stoga možemo definirati potprostor

Wk =
{

span{p0, . . . ,pk−1}, k ≥ 1
{0}, k = 0 ,

te skup

Uk :=
{

x0 +Wk = {z ∈ Rn : z = x0 + wk ∈ Wk}, k ≥ 1
{x0}, k = 0.

Propozicĳa 1. Neka je i fiksni prirodni broj te neka su {p0, . . . ,pi−1,pi} vektori takvi
da je

pTi Apj = 0, (4)
za svaki j = 0, . . . , i − 1. Prepostavimo da je x0 ∈ Rn te xj ∈ Rn, j = 1, . . . , i − 1 niz
vektora definiran rekurzivno s

xj+1 = xj + αjpj,

αj = argmin α∈R f(xj + αpj) = −pTj (Axj − b)
pTj Apj

= − pTj rj
pTj Apj

,

gdje su rj := Axj − b, j = 0, . . . , i− 1. Tada vrĳedi

pTi ri = pTi (Ay− b), za svaki y ∈ Ui.
Dokaz. Uočimo da je

xi = xi−1 + αi−1pi−1 = xi−2 + αi−2pi−2 + αi−1pi−1 = . . . = x0 +
i−1∑

j=1
αjpj ∈ Ui.

Za proizvoljni y ∈ Ui vrĳedi da je xi−y ∈Wi te stoga zbog svojstva (4) vrĳedi pTi A(xi−
y) = 0. Konačno slĳedi

pTi (ri −Ay + b) = pTi (Axi − b−Ay + b) = pTi A(xi − y) = 0,
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odakle slĳedi tvrdnja.
U sljedeće teoremu pokazat ćemo da ako za vektore smjerova odaberemo A−konjugirane

vektore, onda jednodimenzionalna minimizacĳa duž vektora pk−1 (odnosno traženje vek-
tora xk) odgovara minimizacĳi duž cĳelog skupa Uk.
Teorem 1. Neka je x0 ∈ Rn te xj+1 = xj + αjpj, j = 0, . . . , k − 1, pri čemu su vektori
smjerova pj, j = 0, . . . , k − 1 A−konjugirani te αj ∈ R odgovarajuće duljine koraka.
Onda je

xj = argmin x∈Uj f(x), j = 1, . . . , k.
Dokaz. Tvrdnju dokazujemo metodom matematičke indukcĳe po k. Ako je k = 1,

onda je x1 = x0 + α0p0, gdje je α0 = − pT0 r0
pT0 Ap0

, točka globalnog minimuma funkcĳe f
na skupu U1 = {x0 + w1 : w1 ∈ W1 = span{p0}}. Pretopstavimo da tvrdnja vrĳedi za
prirodni broj k = i, tj. da je

xj = argmin y∈Uj f(y),
za svaki j = 1, . . . , i. Dokažimo da tvrdnja vĳedi za k = i + 1 tj. da iz xi+1 = xi + αipi
slĳedi da je

xi+1 = argmin x∈Ui+1 f(x).
Iz definicĳe skupa Ui+1 slĳedi da se svaki x ∈ Ui+1 može zapisati u obliku x = y + αpi,
pri čemu je α ∈ R te y ∈ Ui te je stoga

f(x) = f(y + αpi) = f(y) + αpTi (∇f(y)) + 1
2α

2pTi Api

= f(y) + αpTi (Ay− b) + 1
2α

2pTi Api,

odakle prema Propozicĳi 1 slĳedi da je

f(x) = f(y) + αpTi (Axi − b) + 1
2α

2pTi Api.

Konačno imamo

min
x∈Ui+1

f(x) = min
y∈Ui

f(y) + min
α∈R

(
αpTi (Axi − b) + 1

2α
2pTi Api

)
.

Prema pretpostavci indukcĳe slĳedi da je argmin y∈Ui f(y) = xi. Također slĳedi da je

argmin α∈R

(
αpTi (Axi − b) + 1

2α
2pTi Api

)
= − pTi ri

pTi Api
= αi,

odakle slĳedi tvrdnja.
U sljedećoj Propozicĳi pokazat ćemo kako iz vektora reziduala rj, j = 1, . . . , k, kon-

struirati A−konjugirane smjerove.
Propozicĳa 2. Neka je p0 = −r0 te

pk = −rk +
k−1∑

j=0

pTj Ark

pTj Apj
pj, k = 1, 2, . . . . (5)

Onda je pTj Apm = 0 za svaki 0 ≤ m < j ≤ k.
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Dokaz. Tvrdnju dokazujemo metodom matematičke indukcĳe po k. Za k = 1 imamo

pT1 Ap0 =
(
−r1 + pT0 Ar1

pT0 Ap0
p0

)T
Ap0 = −rT1 Ap0 + pT0 Ap0

pT0 Ar1

pT0 Ap0
= 0.

Pretpostavimo da tvrdna vrĳedi za prirodni broj k = i, odnosno da su vektori p0, . . . ,pi
A−konjugirani. Dokažimo da tvrdnja vrĳedi za za k = i + 1 tj. da je pTi+1Apm = 0 za
svaki m ≤ i. Neka je m prirodni broj koji je manji od i. Onda je

pTi+1Apm = −rTi+1Apm +
i∑

j=0

pTj Ari+1

pTj Apj
pTj Apm

= −rTi+1Apm + pTmAri+1

pTmApm
pTmApm = 0.

U sljedećoj propozicĳi pokazat ćemo da se konjugirani smjerovi mogu računati jed-
nostavnĳe.

Propozicĳa 3. Pretpostavimo da su p0, . . . ,pk smjerovi dobiveni rekurzivno s (5). Onda
je

a) Wk = span{r0, . . . , rk−1}
b) rTmrj = 0 za svaki 0 ≤ j < m ≤ k

c) pTk rj = −rTk rk za svaki 0 ≤ j ≤ k

d) Za vektor smjera pk vrĳedi

pk = −rk + βk−1pk−1, gdje je βk−1 = rTk rk
rTk−1rk−1

.

e) Vrĳedi Wk = span{r0, . . . ,Ak−1r0}
Dokaz. Dokazat ćemo tvrdnju d). U tu svrhu vektor pk ∈ Wk+1 zapišimo kao linearnu

kombinacĳu vektora r0, . . . , rk. Sukladno svojstvu b) vektori r0, . . . , rk čine ortogonalnu
bazu od Wk+1. Vrĳedi

pk =
k∑

j=0
αjrj,

pri čemu se iz uvjeta ortogonalnosti vektora r0, . . . , rk slĳedi da je αj = pTk rj
rTj rj , j = 0, . . . , k.

Prema svojstvu c) vrĳedi

pk = −
k∑

j=0

rTk rk
rTj rj

rj = −rk −
k−1∑

j=0

rTk rk
rTj rj

rj = −rk − rTk rk
rTk−1rk−1

k−1∑

j=0

rTk−1rk−1

rTj rj
rj

= −rk + βk−1

k−1∑

j=0

pTk−1rj
rTj rj

rj = −rk + βk−1pk−1. (6)
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Posljednja jednakost u (6) iz raspisa vektora pk−1 u ortogonalnoj bazi {r0, . . . , rk−1}.
Na osnovi prethodnih tvrdnji proizlazi sljedeći algoritam.
Algoritam - Konjugirani gradĳenti

• r0 = Ax0 − b, p0 = −r0, k = 0

• While rk 6= 0 do

αk = rTk rk
pTkApk

xk+1 = xk + αkpk
rk+1 = rk + αkApk
βk = rTk+1rk+1

rT
k
rk

pk+1 = −rk + βkpk
k = k + 1

• end While

Primjedba 1. Ako je A ∈ Rn×n, onda će zbog ortogonalnosti vektora reziduala iterativni
postupak završiti u konačno mnogo (najviše n koraka).

Primjer 2. Na Slici 2 prikazana je usporedba iterativnih procesa gradĳentnom metodom
te metodom konjugiranih gradĳenata na minimizacĳi funkcĳe iz Primjera 1.
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Slika 2: Usporedba vektora smjerova gradĳentne metode (crno) i metode konjugiranih
gradĳenata (crveno)
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2.1 Brzina konvergencĳe
Može se pokazat da brzina konvegrencĳe metode konjugiranih gradĳenata ovisi o broju
uvjetovanosti matrice A, preciznĳe da vrĳedi sljedeća tvrdnja.

Teorem 2. (vidi Quarterioni at al (2000)) Ako je x∗ egzaktno rješenje sustava linearnih
jednadžbi Ax = b, gdje je A ∈ Rn×n pozitivno definitna matrica te b ∈ Rn te xk aproksi-
macĳa rješenja dobivena u k−toj iteracĳi gradĳentne metode. Vrĳedi sljedeća ocjena

‖x∗ − xk‖A ≤
(√

κ− 1√
κ+ 1

)
‖x∗ − x0‖A,

pri čemu je κ broj uvjetovanosti matrice A.

Teorem 3. (vidi Luenberger (1993)) Ako je x∗ egzaktno rješenje sustava linearnih jed-
nadžbi Ax = b, gdje je A ∈ Rn×n pozitivno definitna matrica te b ∈ Rn te xk aproksi-
macĳa rješenja dobivena u k−toj iteracĳi metode konjugiranih gradĳenata. Vrĳedi sljedeća
ocjena

‖x∗ − xk‖A ≤ 2
(√

κ− 1√
κ+ 1

)k
‖x∗ − x0‖A,

pri čemu je κ broj uvjetovanosti matrice A.

Teorem 4. (vidi Quarterioni at al (2000)) Ako je x∗ egzaktno rješenje sustava linearnih
jednadžbi Ax = b, gdje je A ∈ Rn×n pozitivno definitna matrica te b ∈ Rn te xk
aproksimacĳa rješenja dobivena u k−toj iteracĳi metode konjugiranih gradĳenata. Vrĳedi
sljedeća ocjena

‖x∗ − xk‖A ≤ 2 ck

1 + c2k
‖x∗ − x0‖A,

pri čemu je c =
√
κ−1√
κ+1 te κ broj uvjetovanosti matrice A.

3 Proširenje na nelinearne funkcĳe
Metodu konjugiranih gradĳenata moguće je proširiti i na nelinearne funkcĳe (vidi prim-
jerice Quarterioni at al (2000)). U nastavku navodimo nekoliko modifikacĳa metode koje
su prilagođene za nelinearne funkcĳe.

Algoritam Fletcher-Reeves method

1 r0 = ∇f(x0), p0 = −r0

2 For k = 0, 1, . . . , n− 1 do

xk+1 = xk + αkpk, gdje je αk = argmin α∈R f(xk + αpk)
rk+1 = ∇f(xk+1)

pk+1 = −rk + βkpk, gdje je βk = rTk+1rk+1
rT
k
rk
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3 x0 = xn i skoči na korak 1.

Algoritam Polak-Ribiere metoda
Analogno kao Fletcher-Reeves method, razlika je u βk:

βk = (rk+1 − rk)T rk+1

rTk rk
.

Najčešći izbor u βk = max{0, (rk+1−rk)T rk+1
rT
k
rk

}.
Hestenes-Stiefel metoda Analogno kao Fletcher-Reeves method, razlika je u βk:

βk = (rk+1 − rk)T rk+1

pTk (rk+1 − rk)

4 Domaća zadaća
Zadatak 1. Dokažite da je svaka pozitivno definitna matrica M ∈ Rn×n regularna.

Zadatak 2. Neka je A ∈ Rn×n pozitivno definitna i simetrična matrica. Dokažite da je
preslikavanje s : Rn × Rn → R zadano s s(x,y) = xTAy skalarni produkt na Rn.

Zadatak 3. Neka su A =
[

2 1
1 2

]
, x0 = [0, 0]T i r = 3. Prikažite skup

KA(x0, r) = {x ∈ R2 : ‖x− x0‖A ≤ r}.
Zadatak 4. Neka je A ∈ Rn×n te neka je {pj ∈ Rn : j = 0, . . . , k−1} skup A−konjugiranih
vektora. Dokažite da su vektori pj, j = 0, . . . , k − 1 linearno nezavisni.

Zadatak 5. Zadani su pozitivno definitna matrica A ∈ Rn×n, vektori b ∈ Rn te x0 ∈ Rn.
Definiramo xk+1 = xk + αkpk, αk = − rTk pk

pT
k
Apk

, rk = Axk − b, k = 1, 2, . . .. Pretpostavimo
da su p0, . . . ,pk vektori dobiveni na sljedeći način

p0 = −r0, pk = −rk +
k−1∑

j=0

pTj Ark

pTj Apj
pj, k = 1, 2, . . . .

.
Dokažite da vrĳedi

a) Wk := span{p0, . . . ,pk−1 = span{r0, . . . , rk−1}
b) rTmrj = 0 za svaki 0 ≤ j < m ≤ k

c) pTk rj = −rTk rk za svaki 0 ≤ j ≤ k

d) Wk = span{r0, . . . ,Ak−1r0}
Zadatak 6. Prilagodite metodu konjugiranih gradĳenata za minimizacĳu nelinearne funkcĳe,
tako da koristite ideju modificirane Wolfove metode jednodimenzionalne minimizacĳe prema
članku ?. Metodu ilustrirajte na primjerima različitih nelinearnih funkcĳa.
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