Matematicki praktikum 1

Metoda konjugiranih gradijenata

1 Uvod u problem

Zadani su simetri¢na i pozitivno definitna kvadratna matrica A € R"*", realni vektor
b € R" te ¢ € R. Definirajmo funkciju f : R* — R formulom f(x) = 3x"Ax — b x +¢
te promatrajmo sljede¢i problem:

1
f(x) = §XTAX ~b'x+c— g]%l . (1)

Neka je x* = argmin,pn f(x) rjesenje problema (1). Uoc¢imo da je
Vf(x) = Ax — b te V2 f(x) = A.

Kako je prema pretpostavei matrica A pozitivno definitna, te stoga i regularna (vidi
Domacu zadacéu), vektor x* jedinstveno rjeSenje sustava linearnih jednadzbi

Ax = b. (2)

To znaci da je problem minimizacije (1) ekvivalentan problemu rjeSavanju sustava
linearnih jednadzbi (2).

Neka su a € Ri p € R". Razvojem izraza f(x + ap) u Taylorov red u okolini tocke
x dobivamo

fx+ap) = f(x)+ap" Vf(z)+ ;oﬁpTVQf (x)p = f(x) + ap”(Ax — b) + ;aszAp-

Minimizacijski problem (1) rjeSavat ¢emo iterativnom metodom. Pretpostavimo u tu
svrhu da je x; neka aproskimacija rjesenja x*. Novu aproksimaciju x;;; trazit ¢emo u
obliku x;41 = x; + «a;p;, pri ¢emu je p; vektor smjera, a a; odgovarajuca duljina koraka.
Ako nam je poznat vektor smjera p; onda duljinu optimalnu duljinu koraka o«; mozemo
dobiti rjeSavanjem problema jednodimenzionalne minimizacije

f(x; +ap;) — min.

Imamo

o; = argmin, f(x; + ap;)

1
= argmin g <f(xj) + Oap;‘-F(AX —b) + 2a2pTAp> .

Funkcija o — f(x;) + ozpjT(ij —b) + %azp]TApj je realna kvadratna funkcija, koja

postize jedinstveni globalni minimum u tocki

pjAp;,
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1.0.1 Gradijentna metoda

Specijalno u gradijentnoj metodi za vektor smjera p; uzimamo p; = —V f(x,) = —Ax; +
b, odakle je
- | Ax — blf3 _ byl

i (b — Ax;)TA(b — Ax;) N pprj'
Za vektor smjera p;q; vrijedi

«

Pj+1 = —Vf(x41)=b—Ax;,
= b—A(z; + a;p;)
= bj— ajApj7

odakle je

| @
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Slika 1: Vektori smjero;/a gradijentne metode kroz 17 iteracija

T T

p;.1P; = [psll3 — a;p;" Ap; = 0.
To znaci da je kod gradijentne metode vektor smjera u koraku j+1 ortogonalan s vektorom
smjera u koraku j.

Primjer 1. Zadana je funkcija f(x) = 5x7 Ax — b'x, gdje su

e[t 2] o 1]

T
Jednostavno se vidi da je X* = [%, % rjesenje sustava linearnih jednadzbi. Pretpostavimo

da gradijentnom metodom Zelimo odrediti tocku globalnog minimuma funkcije f. U tu
svrhu za pocetnu aproksimaciju uzimamo Xo = [5, —2]T. Gradijentnu metodu izvrsavamo
sve do je ||[Ax; — bl > ¢, j =0,1,2,.... Ako je e = 107" gradijentnom metodom za
17 koraka dobivamo x17 = [0.333351,0.333298]. Na Slici 1 prikazani su odgovarajuci
vektori smgjerova gradijentne metode.
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2 Metoda konjugiranih gradijenata

Prirodna ideja je definirati vektore smjerova najbrzeg silaska i to tako da metoda zavrsi u
sto manje koraka. Pokazat ¢emo da metoda konjugiranih gradijenata ima upravo to svojstvo
te da zavrsi u najvise n koraka.
Za simetri¢nu pozitivno definitnu matricu A definiramo preslikavanje s : R xR" — R,
formulom
s(x,y) = x' Ay. (3)

Moze se pokazati da je preslikavanje s skalarni produkt kojeg oznacavamo s s(x,y) =:
(x,y)a (vidi Domaéu zadacu) i zovemo A—skalarni produkt. Pri tome odgovarajuca
normu definiramo s ||x||a := VxTAx.

Definicija 1. KaZemo da su vektori po, ..., Pr_1 A—konjugirani ili A—ortogonalni, ako
vrigedi da je p?Api za svakii,j=1,....k—1tei#j.

Uocimo da je zbog simetri¢nosti dovoljno zahtijevati p]TApi =0zasvaki0<i<j <
k —1. Moze se pokazati da je svaki skup {p; : j =0,...,k—1}, A—konjugiranih vektora
linearno nezavisan (vidi Domaéu zadaéu) te stoga mozemo definirati potprostor

W, = Span{p07 s 7pk—1}7 k Z 1
’ {0}, k=0 "

te skup

U, ::{ X+ Wi ={z€R" z=x0+w, € W)}, k>1
{xo}, k= 0.
Propozicija 1. Neka je i fiksni prirodni broj te neka su {po, ..., Pi—1,Pi} vektori takvi
da je
pz‘TApj =0, (4)
za svaki j = 0,...,1 — 1. Prepostavimo da je xo € R" tex; € R", 5 =1,...,1 —1 niz
vektora definiran rekurzivno s
Xj+1 = Xj + &;Pj,
_pj(Ax;—b)  pi1;
PjAP, PjAp;
gdje surj:=Ax; —b, j=0,...,1 — 1. Tada vrijedi

(j = argmin g f(X; + ap;) =

p/r; =p. (Ay —b), za svakiy € U;.

Dokaz. Uocimo da je
i1
X; = Xi—1 + Q_1Pi—1 = Xi—2 + Q®;_2oPi—2 + ®;_1Pi—1 = ... = Xo + Z a;p; c Ui'
j=1
Za proizvoljni y € U; vrijedi da je x; —y € W; te stoga zbog svojstva (4) vrijedi p7 A(x; —
y) = 0. Konacno slijedi

p; (r;— Ay +b)=p/(Ax;—b—Ay +b) =p/A(x; —y) =0,
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odakle slijedi tvrdnja.

U sljedece teoremu pokazat ¢emo da ako za vektore smjerova odaberemo A —konjugirane
vektore, onda jednodimenzionalna minimizacija duz vektora py_; (odnosno trazenje vek-
tora x;) odgovara minimizaciji duz cijelog skupa Uy.

Teorem 1. Neka je xo € R" te xj11 = x; +a;p;, 1 =0,...,k =1, pri cemu su vektor:
smjerova p;j, j = 0,...,k —1 A—konjugirani te a; € R odgovarajuce duljine koraka.
Onda je
x; = argmin o, f(x), j=1,...,k.
Dokaz. Tvrdnju dokazujemo metodom matematicke indukcije po k. Ako je k = 1,

paro
P Apy’

na skupu U; = {xg +wy : w; € W; = span{pg}}. Pretopstavimo da tvrdnja vrijedi za
prirodni broj k = 7, tj.da je

onda je x; = Xy + agpo, gdje je ag = — tocka globalnog minimuma funkcije f

x; = argmin yop f(y),
za svaki j = 1,...,7. Dokazimo da tvrdnja vijedi za k = ¢+ 1 tj.da iz x;,11 = X; + ;p;
slijedi da je
Xit1 = argmin g, ., f(X).
Iz definicije skupa U,y slijedi da se svaki x € U;,; moze zapisati u obliku x = y + ap;,
pri cemu je a € R te y € U; te je stoga

fx) = f(y+ap)=fly)+ap] (Vf(y)) + -a°p] Ap;

1
= f(y)+ap! (Ay —b) + 3¢ ’p; Ap;,

odakle prema Propoziciji 1 slijedi da je

1
f(x) = f(y) + api (Ax; = b) + Sa’p] Ap;.
Konac¢no imamo

. o . T o
Jin f(x) = min f(y) + min (ap,- (Ax; —b) +

1
5 Yo pTApZ> .

Prema pretpostavci indukcije slijedi da je argmin ,c;. f(y) = x;. Takoder slijedi da je

s (ap! (Ax; —b) + LapT A ) P,
aremin ap; X; — — il = = Oy,
g a€eR P; 2 p; APp; p?Apz

odakle slijedi tvrdnja.
U sljedecoj Propoziciji pokazat ¢emo kako iz vektora reziduala r;, j = 1,...,k, kon-
struirati A—konjugirane smjerove.

Propozicija 2. Neka je pg = —1g te
TAI'k
:—rk—l—z pTAp,P k=1,2,.... (5)
J

Ondajep]Apm—Ozasvak20<m<]<k:
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Dokaz. Tvrdnju dokazujemo metodom matematicke indukcije po k. Za k = 1 imamo

T T T
T Py Ary T T Py Ary
A = |—-r Ap,= -1/ A A =0
P1 APg ( 1+ pUAp, PO) Po 1 APy + Py APy plAp,
Pretpostavimo da tvrdna vrijedi za prirodni broj k = 4, odnosno da su vektori py, ..., p;

A—konjugirani. Dokazimo da tvrdnja vrijedi za za k = i 4+ 1 tj.da je pZ-THApm =0 za
svaki m < i. Neka je m prirodni broj koji je manji od 7. Onda je
d P]TAI'iH

T T
Pi.1Ap,, = -1 Ap, + Z
=0 p; Ap;

P AL
pPLAD,,

p, Ap,,

= —riTHApm + p%Apm = 0.

U sljedecoj propoziciji pokazat ¢emo da se konjugirani smjerovi mogu racunati jed-
nostavnije.

Propozicija 3. Pretpostavimo da su py, . .., pr smjerovi dobiveni rekurzivno s (5). Onda
je

a) Wy = span{rg,... ,rp_1}

b) rlr; =0 za svaki0 < j<m <k
¢) ppr; = —riry za svaki 0 < j <k
d) Za vektor smjera py vrijedi

o Ty Ty
Pr = —T% + Ok—1Pr-1, gdje je By—1 = 77—
Tp_1Tk-1

e) Vrijedi Wy, = span{rg, ..., A*¥rq}

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju d). U tu svrhu vektor py € W41 zapisimo kao linearnu
kombinaciju vektora ry, ..., rg. Sukladno svojstvu b) vektori rg, ..., r; ¢ine ortogonalnu
bazu od Wi ;. Vrijedi

k
Pr = Z Q;ry,
=0

T
o v . . . . . . ry .
pri cemu se iz uvjeta ortogonalnosti vektora ro, . .., 1 slijedi da je a; = f%r; ,7=0,... k.
J

Prema svojstvu c) vrijedi

k T k—1 .7 T k-1 .T
Pr = —ZT‘rj——rk— T Y= e T 7 Ty o J
j=0 15 Ty j=0 Lj Ty Tp1Tk-1 ;00 T;TLj
k=1 T
Pi—1T;
= T+ Beo1 Y, 2t = =T + B 1Proi- (6)

j=0 TjTj
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Posljednja jednakost u (6) iz raspisa vektora py_; u ortogonalnoj bazi {ro, ..., rx_1}.
Na osnovi prethodnih tvrdnji proizlazi sljede¢i algoritam.
ALGORITAM - KONJUGIRANI GRADIJENTI

.I‘QZAXO—b, p():—I'(),]'CZO
e While ry # 0 do

r{rk
p;{APk
X1 = Xk + QkPk

A =

Tpt1 = T + arApyg

T
By = S
T
I'k re

Pi+1 = — Tk + BkDPk
k=k+1

e end While

Primjedba 1. Ako je A € R™"™, onda ¢e zbog ortogonalnosti vektora reziduala iterativni
postupak zavrsiti u kona¢no mnogo (najvise n koraka).

Primjer 2. Na Slici 2 prikazana je usporedba iterativnih procesa gradijentnom metodom
te metodom konjugiranih gradijenata na minimizaciji funkcije iz Primjera 1.

Slika 2: Usporedba vektora smjézlrova _éradij%ntnezmetoae (creno) i metode konjugiranih

gradijenata (crveno)
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2.1 Brzina konvergencije

Moze se pokazat da brzina konvegrencije metode konjugiranih gradijenata ovisi o broju
uvjetovanosti matrice A, preciznije da vrijedi sljedeé¢a tvrdnja.

Teorem 2. (vidi Quarterioni at al (2000)) Ako je X* egzakino rjesenje sustava linearnih
jednadzbi Ax = b, gdje je A € R"™" pozitivno definitna matrica te b € R™ te x; aproksi-
macija rjesenja dobivena u k—toj iteraciji gradijentne metode. Vrijedi sljedeca ocjena

|x* — xi]|a < <\/E 1 [|x* — o] A

pri cemu je Kk broj uvjetovanosti matrice A.

Teorem 3. (vidi Luenberger (1993)) Ako je x* egzaktno rjesenje sustava linearnih jed-
nadzbi Ax = b, gdje je A € R"™" pozitivno definitna matrica te b € R" te x;, aproksi-
macija rjesenja dobivena u k—toj iteraciji metode konjugiranih gradijenata. Vrijedi sljedeca

ocjena
k
I =l <2 (VD) I =l

pri cemu je Kk broj uvjetovanosti matrice A.

Teorem 4. (vidi Quarterioni at al (2000)) Ako je xX* egzaktno rjesenje sustava linearnih
jednadzbi Ax = b, gdje je A € R™"™ pozitivno definitna matrica te b € R"™ te xi
aproksimacija rjesenja dobivena u k—toj iteraciji metode konjugiranih gradijenata. Vrijeds

sljedeca ocjena
k

C
[x* — xxlla < QWHX* — Xol|a,

pri cemu je ¢ = ﬁ;} te k broj uvjetovanosti matrice A.

3 Prosirenje na nelinearne funkcije

Metodu konjugiranih gradijenata moguce je prosiriti i na nelinearne funkcije (vidi prim-
jerice Quarterioni at al (2000)). U nastavku navodimo nekoliko modifikacija metode koje
su prilagodene za nelinearne funkcije.

ALGORITAM FLETCHER-REEVES METHOD

1 ro =V f(x0), Po = —To
2 For k=0,1,...,n—1do

X1 = X + Py, gdje je aj, = argmin a€R f(Xk + Oépk)

T4l = Vf(XkJrl)

T
Phpa Tkt
T
ryry

Pit+1 = — Tk + BpPr, gdje je By =
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3 Xp = X,, 1 sko¢i na korak 1.

ALGORITAM POLAK-RIBIERE METODA
Analogno kao Fletcher-Reeves method, razlika je u (:

(I'k+1 - I'k)TI'kH
B = 7 :

RIIE _ (Crg1—r) "0y
Najceséi izbor u g = max{0, ey }.

HESTENES-STIEFEL METODA Analogno kao Fletcher-Reeves method, razlika je u fy:

5k _ (I'k+1 - I'k)TI'k+1
P;;F(I“kﬂ - rk)

4 Domac¢a zadaca

Zadatak 1. Dokazite da je svaka pozitivno definitna matrica M € R™™ reqularna.

Zadatak 2. Neka je A € R™" pozitivno definitna i simetricna matrica. DokaZite da je
preslikavanje s : R" x R" — R zadano s s(x,y) = xT Ay skalarni produkt na R™.

Zadatak 3. Neka su A = [ ? é ], xo = [0,0]T i r = 3. PrikaZite skup

Ka(xo,r) = {x € R?: ||x — Xo|[a < 1}

Zadatak 4. Neka je A € R™" te neka je {p; € R": j =0, ..., k—1} skup A—konjugiranih

vektora. Dokazite da su vektori p;, 7 =0,...,k —1 linearno nezavisni.
Zadatak 5. Zadani su pozitivno definitna matrica A € R™", vektori b € R" te xo € R".
Definiramo Xpi1 = Xp + Pk, O = —p];f;;k , ., =Ax, — b, k=1,2,.... Pretpostavimo
da su po, ..., Pr vektori dobiveni na sljedeci nacin

TArk

Po = —To, pk——rk—i-z k=1,2,....

TAp]

Dokazite da vrijedi

a) Wy := span{po, - .., Pr_1 = span{rg, ..., Tx_1}
b) vir; =0 za svaki0 < j <m <k

¢) pir; = —rlr) 2a svaki 0 < j <k

d) Wy, = span{rg, ..., A*¥1ry}

Zadatak 6. Prilagodite metodu konjugiranih gradijenata za minimizaciju nelinearne funkcije,
tako da koristite ideju modificirane Wolfove metode jednodimenzionalne minimizacije prema
clanku ?. Metodu ilustrirajte na primjerima razlicitih nelinearnih funkcija.
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