Odjel za matematiku

Sveudiliste J. J. Strossmayera u Osijeku

Matematicki praktikum

K. Sabo, R. Scitovski, I.Vazler

Pravac — reprezentant podataka u ravnini

1 Uvod

U prvom dijelu smo promatrali problem u kojem smo za podatke A; = (x;,v;),i=1,...,m, u
ravnini trazili tocku T = (z*,y*) koja je predstavljala reprezentant tih tocaka. To smo radili
na nacin da smo najprije definirali kvazimetricku funkciju d : R? x R? — R, s kojom je moguée
mjeriti “udaljenost tocaka u ravnini, te smo koordinate T* = (z*,y*) reprezentanta odredili

tako da je

(z*,y*) = argmin Z d((z,y), A;).
(z,y)ER? ;=1

U ovisnosti o izboru kvazimetricke funkcije dobivali smo razlic¢ite reprezentante.

2 Pravac kao reprezent podataka

Analogno prethodno opisanom problemu smisleno je promatrati problem u kome je reprezentant
tocaka A; = (z4,v;), i = 1,...,m, pravac p*(a*,b*,¢*) u ravnini, koji je zadan generalno u
implicitnom obliku a*x + b*y — ¢* = 0, a*,b*,c* € R, (a*)? + (b*)2 = 1, ¢* > 0. U tu svrhu
najprije ¢ée trebati odrediti kvazimetricku funkciju D : £ x R? — R, kojom je moguée mjeriti
“udaljenost” tocke do pravca, gdje smo s £ oznacili skup svih pravaca u ravnini. Pri tome od

funkcije D trazimo da zadovoljava sljedece uvjete
a) D(p(a,b,c),A) >0,
b) D(p(a7 ba C)v A) =0« A S p(CL, b, C).

Kako postoji bijekcija izmedu skupa pravaca L, koji ne prolaze kroz ishodiste i skupa
{(a,b,c) € R} a® +b?> = 1, ¢ > 0}, funkciju D mozemo promatrati kao funkciju D : {(a,b,c) €
R3, a?+b% =1, ¢ > 0} x R?2 — R,. Ako pravac prolazi kroz ishodiste (¢ = 0), barem je jedan od

brojeva a ili b razlic¢it od 0 te bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je a # 0. Kako



bismo osigurali jedinstvenost pravca koji prolazi kroz ishodiste, zahtijevat ¢emo da je a > 0. U
tom smislu za domenu funkcije D mozemo promatrati skup (a,b,c) € R3, a2 +b?> =1, ¢ > 0.
Trazeni pravac p*(a*, b*, ¢*) dobivamo tako da je

m

(a*,b",c*) = argmin Z D(p(a,b,c), A;).
(a,b,c)ER3,a2+b%2=1,¢>0 ;—

Ako specijalno reprezentant toc¢aka trazimo u obliku pravca ax + by — ¢ = 0, a® + b* = 1,
¢ > 0 za koji je b # 0, odnosno koji nije paralelan s y—osi, onda se takav pravac moze zapisati
u eksplicitnom obliku y = kx + [, k,l € R. Prema tome u ovom slucaju reprezentant tocaka
A; = (x;,y;) trazimo u obliku pravca p*(k*, [*) zadanog s y = k*z +1*, k*,1* € R. Analogno kao
prije definiramo kvazimetricku funkciju D : R? x R?> — R kojom je moguée mjeriti “udaljenost*
tocke do pravca, onda trazeni pravac p*(k*,*) dobivamo tako da je

m
(k*,I") = argmin Z D(p(k,1), A;).

(k,l)€R2 i=1
Promatrat ¢emo sljedeée Cetiri funkcije kojima je moguée mjeriti udaljenost tocke do pravca:
a) vertikalne udaljenosti tocke A; = (x;, ;) do pravca p(k,l), zadanog s y = kx + [
— LS (engl. least square) Da(p(k,1), (x;,9:)) = (yi—kx;—1)?, a odgovarajuéi reprezentant
zvat ¢emo LS pravac

— LAD (engl. least absolute deviation) D1(p(k,1), (zi,v:)) = |yi — kz; — 1|, a odgovarajuci

reprezentant zvat ¢emo LAD pravac

b) ortogonalne udaljenosti tocke A; = (x;,y;) do pravca p(a, b, ¢), zadanog s ax + by —c =0,

A+’ =1,¢>0
— LS (engl. least square) Da(p(a,b,c), (xi,y;)) = (ax; +by; —c)®, a®> + 02 =1,¢>0, a
odgovarajudi reprezentant zvat ¢emo TLS pravac

— LAD (engl. least absolute deviation) Di(p(a,b,c), (z;,y;)) = |az; + by; — c|, a® + b> =

1, ¢ > 0, a odgovarajuéi reprezentant zvat ¢emo OD pravac

2.1 LS pravac

Zadani su podaci 4; = (x;,¥;), i = 1,...,m. Treba odrediti pravac p s jednadzbom y = kx + [,
k,l € R, koji ima svojstvo da je suma vertikalnih udaljenosti Do (p(k,1), A;) = (kx; +1 — y;)?,

i = 1,...,m tocaka (x;,y;),7 = 1,...,m do pravca p minimalna. Drugim rije¢ima zelimo



odrediti pravac y = k*z + [* tako da je
m m
(k*,1%) = argminz Dy (p(k,1),T;) = argmin z:(yz — kx; — 1)? =: argmin Fy(k, 1)
(k,l)ER? i=1 (k) eR2 i=1 (k,l)ER2
Pravac y = k*x 4 I* zovemo LS pravac (engl. least square).

Kako je funkcija Fy derivabilna funkcija, mozemo izra¢unati

m m

— kx; — )z, Zx? Zifz
, VERy(k) =25 =
i — ka:i — l) Zl‘z m
Zadatak 1. a) Dokazite da vrijedi
m m 2
¥t (3a) 20
i=1 i=1
pri cemu jednakost vrijedi onda ¢ samo onda ako je x1 = ... = xp,.
m m
d_T D
i=1 i=1
m
in m
i=1

ako postoje ig, jo € {1,...,m}, ip # jo takvi da je z;, # x;,, onda je matrica V2Fy(k,1) je

Z(yi
VP (k1) =2 | =}

>y

=1

b) DokaZite da je matrica V2Fy(k,1) = 2 pozitivno semidefinitna. Nadalje,

pozitivno definitna.

Prisjetimo se da za funkciju F : R?> — R kazemo da je konveksna na R?, ako za svaki

z,y € R? isvaki A € [0,1] vrijedi
FOa+(1—Ny) < AF(z) + (1 — \)F(y).

Nadalje, moze se pokazati da je dva puta neprekidno derivabilna funkcija je konveksna onda i
samo onda ako je Hessian pozitivno semidenitna matrica, pa prema tome slijedi da je funkcija

F5 konveksna.
Zadatak 2. Dokazite da je svaka pozitivno definitna matrica A € R™*™ reqularna.
2.1.1 Eksplicitne formule
Iz VF5(k,1) = 0 slijedi da je (k*,1*) rjesenje sustava jednadzbi
m m m
kZJZ?—i—lei:ZaZiyi (1)
i=1 i=1 i=1
m m
EY xi+lm=Yy. (2)
i=1

=1

Razlikujemo sljedeéa dva slucaja:



e Ako sve tocke A;, i = 1,...,m ne leze na jednom vertikalnom pravce, odnosno ako postoje
i0,J0 € {1,...,m}, ip # jo takvi da je x;, # xj,, onda zbog regularnosti matrice sustava
V2F(k,1) slijedi da sustav (1-2) ima jedinstveno rjeSenje, koje je osim toga jedinstvena

tocka globalnog minimuma funkcije F'. Odgovarajuce rjesenje glasi

B = WZL IW%“ZL Zi 221 Yi * = Z:i1 ? :y;1 yi_z;i1 Zi Z;ﬂ;l xiyi'

a m2£1 1?7(27;1 xl)z mZ:Zl ‘T?*(Zzlxlf
e Ako je 1 = ... = x,, = T, onda sustav (1-2) ima beskona¢no mnogo rjesenja, koja glase
m
(K, 2> v — k'), k* € R.
i=1

Zadatak 3. Dokazite sljedecu tvrdnju: Ako su 0 < a1 < a3 < ...<zptel<y <y <...<

Ym onda je

m m m
my wiyi— » i »_ yi >0
i=1 =1 i=1
pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako je x1 =x2 = ... =Xy L y1 =y2 = ... = Ym.

2.1.2 LS pravac prolazi kroz centroid

Ako su (zj,y;), i = 1,...,m zadani podaci, onda tocku (Z,7) zovemo centroid podataka. Poka-
zimo da odgovarajuéi LS pravac prolazi kroz centroid. Zaista, ako je y = k*x + [* LS pravac
za podatke (x;,y;), 7 = 1,...,m, onda k* i I* zadovoljavaju jednadzbu (2), odnosno vrijedi

E* > @ + 'mo= Y01 v, odakle slijedi
T +1* =7,
odnoso LS pravac prolazi toc¢kom (7, 7).

2.1.3 Eksplicitne formule preko centroida

Kako LS pravac prolazi kroz centroid umjesto minimizacije funkcije F', ekvivalentno je proma-

trati minimizaciju funkcije

F(k) = Z((yi —7) — k(z; — T))* = min, (3)

sto je problem jednodimenzionalne minimizacije kvadratne funkcije. Ako je k* rjesenje problema

(3), onda za odgovarajudi I*, vrijedi I* =7 — k*Z. Razlikujemo sljedeéa dva slucaja:



e Ako sve tocke A;, i = 1,...,m ne leze na jednom vertikalnom pravce, odnosno ako postoje
i, jo € {1,...,m}, ig # jo takvi da je x;, # xj,, onda funkcija F' ima jedinstveni globalni

minimum, koji glasi

k= Zifﬁ(; 1(;5)_(%2_ 2 r—g-kz

e Ako je z1 = ... = x,, = T, onda sustav (1-2) ima beskona¢no mnogo rjesenja

(k*,y — K*T), k* € R.
2.2 LAD pravac

Zadani su podaci A; = (x;,v;), i = 1,...,m. Treba odrediti pravac p s jednadzbom y = kx + [,
k,l € R, koji ima svojstvo da je suma vertikalnih udaljenosti Dy (p(k,1), A;) = |y; — kx; — 1],
i = 1,...,m tocaka (x;,y;),? = 1,...,m do pravca p minimalna. Drugim rije¢ima zelimo
odrediti pravac y = k*z + [* tako da je

(k*,1") = argminz Dy(p(k,0),T;) = argminz ly; — kx; — 1| =: argmin Fy(k, 1)
(k,l)€R2 i=1 (k,l)ERQ i=1 (k,l)ERQ

Pravac y = k*z + I* zovemo LAD pravac (engl. least absolute deviation). Funkcija F nije deri-
vabilna te za njezinu minimizaciju ne mozemo koristiti standardnim metodama za minimizaciju
diferencijabilnih funkcija. Umjesto toga koristit ¢emo neke druge metode, o kojima ¢e biti govora
nesto kasnije. Prije toga analizirat ¢emo neka svojstva funkcionala F;. Najprije éemo pokazati
da funkcija F7 moze imati beskona¢no mnogo tocaka u kojima postize globalni minimum.

Ako su podaci A; = (z,vi), i =1,...,m takvi da je x1 =29 = ... = x,,, = T, onda je
Fi(k,0) =) lyi—kZ —1] > |yi — med(y;)],
=1 =1

pri ¢emu jednakost vrijedi onda ako je med(y;) = kT+(. Prema tome funkcija F; u ovom slucaju
postize globalni minimum u svakoj tocki oblika (k*, med(y;) — k*Z), k* € R.

U narednim zadacima navedena su jos neka vazna svojstva funkcije Fy
Zadatak 4. DokaZite da je funkcija F) : R?> — Ry konveksna na R2.

Definicija 1. Za funkciju F : R> — R, kaZemo da je Lipshitzova ako postoji L > 0 takav da je
|F(z) — F(y)| < L||z — ||, za svaki z,y € R%.

Zadatak 5. Dokazite da je funkcija Fy : R? — R, Lipshitzova na R2.



Zadatak 6. Malo tezi zadatak Pokazali smo da najbolji LAD pravac ne mora biti jedinstven.
Pokazite da medu svim najboljim LAD pravcima postoji pravac koji prolazi kroz dvije razlicite

tocke podataka A, = (x,,x,) i Ay = (Tu,Y)-
Postoje vise razli¢itih metoda za minimizaciju funkcije F}. Navedimo dri pristupa:
e svodenje na problem linearnog programiranja

e specijalna metoda koja koristi tvrdnju da postoji pravac koji prolazi kroz dvije razlicite

tocke podataka.

e specijalne metode za minimizaciju Lipshitzovih funkcija (DIRECT)

3 TLS pravac

Za podatke A; = (x,v:), ¢ = 1,...,m treba odrediti pravac s jednadzbom a*z + b*y — ¢* =

0, (a*)? + (b*)2 = 1,¢* > 0 koji ima svojstvo da je suma ortogonalnih udaljenosti tocaka
(xi,v:), 1 = 1,...,m do pravca minimalna, odnosno tako da vrijedi
m
(a*,b*,c*) = argmin Z(axi + by; — ¢)? = argmin Ga(a,b,c).
(a,b,c)€R3,a2+b2=1,c>0 ;1 (a,b,c)ER3,a2+b2=1,c>0

Pravac a*z + b*y + ¢* = 0, zovemo TLS pravac (engl. total least square).
Sli¢no kao kod LS pravca ovdje se moze pokazati da TLS pravac prolazi kroz centroid po-

dataka, naime vrijedi

G(a,b,c) = i(a:ri + by; — ¢)* > i(a(wi —Z) + by —7))% =: Ga(a,b),
i=1 i=1

pri ¢emu jednakost vrijedi onda i samo onda ako je ¢ = aT + by, odnosno ako TLS pravac prolazi
kroz centroid podataka.
Problem odredivanja TLS pravca svodi se na sljedeé¢i optimizacijski problem
m
min Ga(a,b) = min (a(z; —T) + by — 7))~ (4)

21 p2— 2172
a’+b%=1 a’+b%=1 -1

Problem (4) moguce je rjesavati kao problem uvjetnog ekstrema, uvodenjem Lagrangeove

funkcije
m

L(a,b,A) = ) (a(zi —T) +b(yi —9))* + A(a® + b — 1). (5)
i=1

Zadatak 7. Analizirajte problem minimizacije Lagrangeove funkcije L zadane s (5).



Umjesto koristenja Lagrangeove funkcije, problem (4) svest ¢emo na jedan drugi poznati
minimizacijski problem. Oznaé¢imo u tu svrhu s u = [a,b]7 € R? te

11— Y1 —9Y

T2 —T Y2—Y
X = .

Tm =T Ym —Y
Uz ovakve oznake problem (4) prelazi u sljede¢i problem
u* = argmin ||Xul3. (6)
u€eR? [ufl=1

Vrijedi sljedeéi teorem

Teorem 1. Optimalni vektor u* koji je rjesenje problema (6) jednak je jedinicnom svojstvenom

vektoru koji je pridrufen najmanjoj svojstvenoj vrijednosti matrice XTX.

Dokaz. Primijetimo da je XTX € R?*? simetri¢na matrica. Prema teoremu o dijagonali-
zaciji simetri¢ne matrice (Demmel, 1997) postoji ortogonalna matrica V i dijagonalna matrica
D = diag(\1, \2) takva da je XX = VDVT. Pri tome su \; i Ay nenegativne svojstvene
vrijednosti, stupci matrice V odgovarajuéi svojstveni vektori matrice BT B.

Za proizvoljni jedini¢ni vektor u € R? vrijedi
[Xul?2 = (Xu)” Xu = u"X"Xu =u’VDV"u = s"Ds,
gdje je s = VT, ||s||2 = 1. Tada je zbog ortogonalnosti matrice V7
2
IXul3 = 37 As? = A (X7X).

i=1
Posljednja nejednakost posljedica je ¢injenice da se minimum konveksne kombinacije postize na
najmanjem broju. Pokazimo da se jednakost postize kada je u jednak jedni¢nom svojstvenom
vektoru koji je pridruzen najmanjoj svojstvenoj vrijednosti matrice X7X.

Pretpostavimo u tu svrhu da je u jedini¢ni svojstveni vektor koji odgovara najmanjoj svoj-

stvenoj vrijednost matrice X7 X, odnosno da vrijedi X7 Xu = Apin (X7 X)u. Onda je

[Xu?2 = u? XTXu = Apin (XTX) |Ju]|2 = Amin (XTX).

Zadatak 8. Odredite eksplicitne formule za svojstvene vrijednosti matrice X7X.



3.1 TLS pravac - primjena Hesseovog oblika

Hesseov oblik jednadzbe pravca glasi
xcosp+ysing—c=0, ¢e€|0,2n),¢c>0.

Kako TLS pravac prolazi kroz centroid podataka, problem odredivanja TLS pravca svodi se na
sljedeéi optimizacijski problem
m
¢* = argmin Z((‘T’ —Z)cos ¢+ (y; — 7) sin ¢)? =: argmin Hy (),
(]56[0,2#) i=1 ¢)€[0,2ﬂ>
dok je odgovarajuci d* = T cos ¢ + Fsin ¢.
Zadatak 9. Izvedite formule za HY i HY te odredite stacionarne tocke i lokalne ekstreme funkcije

Ho.

4 OD pravac

Za podatke A; = (x,v;), 7 = 1,...,m treba odrediti pravac s jednadzbom a*z + b*y — ¢* =

0, (a*)? + (b*)?2 = 1, ¢* > 0 koji ima svojstvo da je suma ortogonalnih udaljenosti D; tocaka

(4,9:i), i = 1,...,m do pravca minimalna, odnosno tako da vrijedi
m
(a*, b, ¢") = argmin Z laz; + by; — c| =: argmin Gi(a,b,c).
(a,b,c)ER3,a2+b2=1,c>0 ;— (a,b,c)€R3,a24b2=1, >0

Pravac a*z + b*y — ¢* = 0, zovemo OD pravac (engl. orthogonal distance).

Ovdje odmah prelazimo na Hesseov oblik i problem se svodi na sljedeéi optimizacijski problem

m
(¢*,c") = argmin Z |z;cosp +y;sing —c| =: argmin  Hi(¢,c).
pe[0,2m) xR =1 $€[0,2m) xR 4

Zadatak 10. DokaZite da je funkcija Hy Lipshitzova na [0,27) x R.
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