Matematicki praktikum 1

Udaljenost tocke do pravca

1 Uvod u problem

Zadane su tocka Ty = (xg, %) u pravokutnom koordinatnom sustavu te pravac 7 s jed-
nadzbom y = kx +1, k,l € R. Promatrat ¢emo problem odredivanja najkrace udaljenosti
tocke Ty do pravca w. U radu (Melachrinoudis, 1997) napravljen je generalni analiticki
izvod formule za udaljenost tocke do hiperravnine u proizvoljnoj l,, 1 < p < oo normi.
Ovdje ¢emo se zadrzati na odredivanju udaljenosti tocke do pravca u ravnini. Udaljenost
tocke do pravca mozemo definirati na razli¢ite nacine, u ovisnosti o izboru norme. U
svrhu definiranja udaljenosti tocke do pravca koristit ¢emo geometrijski pristup. Neka su
A= (z1,y1), B = (22,y2) te

dy(A B)z{ (o1 = 22 + ]y —1oP) ™, p < o0
LA max{|r; — T2, |y1 — 1|}, P = oo,

)1/p

l, udaljenost tocaka A i B. Pretpostavimo da smo konstruirali /,, 1 < p < oo kuglu
K,(Ty,e) = {T € R?* : d,(T, Tp) < ¢},

sa srediStem u tocki T malenog polumjera ¢ > 0. Napuhujemo li kuglu K,(7p,¢), 1 <p <
oo ona ¢e u jednom trenutku za neki €, > 0 dotaknuti pravac . Polumjer tako dobivene
kugle K,(Ty,¢,), 1 < p < oo zovemo [, udaljenost tocke T do pravca 7 i oznacavamo
d,(Ty,m), 1 < p < 0.

Uoc¢imo da je problem odredivanja udaljenosti tocke do pravca mozemo zapisati kao

optimizacijski problem na sljedec¢i nacin:
d1(To, p) = min |kz + 1 — yo| + [ — o,
dZ(T(hp) :Hlelﬂg}’k$+l—y0‘p+|x—$o|p, 1 <p <o,

doo(T07p) = melﬂrgmaxﬂk‘x + [ — y0|7 |$ - x0|}

Ovaj tekst je organiziran na sljedec¢i nac¢in. U drugom odjeljku izvest ¢emo udaljenost
tocke do pravaca u [; normi. U trecem odjeljku razmatrat ¢emo slucaj [, udaljenosti
1 < p < 00. Dok je u ¢etvrtom odjeljku za domacu zadacu ili projektni zadatak ostavljen

izvod udaljenosti u [, normi.

2 [, udaljenost tocke do pravca

Izvedimo formulu za [; udaljenost tocke Ty do pravca m. Pri tome posebno ¢emo proma-
trati dva slucaja
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Ako je k = 0, onda funkcija
x|l —yol + |z — x0], (1)
postize minimum u tocki x = xq, te je
di(To,p) = [l — yol- (2)

Pretpostavimo da je k # 0. Funkcija  — |kz + [ — yo| + | — | je omedena odozdo
te je
Jim [k +1—yol + [z — ol = lim _|kx +1 —yo| + |z — x| = o0,
pa postoji tocka x* u kojoj se postize njezin minimum. Nadalje funkcija (1) je po dijelo-
vima linearna i nederivabilna u tockama yOT_l i zo te se stoga minimum funkcije (1) postize
u jednoj od te dvije tocke. Ocigledno je

—1
di(Ty, ) = min{|/m0 + 1 — o, yok — }
|kxo + 1 — yo
— &Moot Yol (3)
max{1, |k|}
Konacno iz formula (2) i (3) dobivamo
|kzo + 1 — o
d (T, =7
1(To, ) max{1, |k|}

Tocku (&1,m1) na praveu m koja je u smislu /5 norme najbliza tocki Ty zovemo Iy
projekcija tocke Ty na pravac 7.

Odredimo [; projekciju tocke Ty na pravac m. Uo¢imo da se za |k| > 1 minimum fukcije
(1) postize u z = yOT_l dok se za |k| < 1 minimum funkcije (1) postize u x = .

Ocito je

wet k> 1 Yo |k > 1
— k ) — — ) )
& { v, k<1, 0 MERGHEI= L k<1 (4)

Pokazimo da se u slu¢aju |k| = 1 minimum funkcije (1) postize u bilo kojoj konveksnoj
kombinaciji brojeva y"T—l ixytj. zasvaki x) = )\yOT_l + (1 — Nzo, A € [0,1]. Zaista za
|k| = 1 imamo

Yo — 1

.y
ks + 1 — yo| + |ox — 20| = %u%k (1= Nao) +1—yo (1= Nao — o

" ')\
= (1—)\>|k’l‘0+l—y0|+>\|]€l’0+l—y0|
= |k$0—l—y0|

= d1<T0,7T>.



Matematicki praktikum 3
Zakljucujemo da je [; projekcija tocke Ty na pravac 7 jedinstvena tocka (&1, ;) zadana

s (4), ako je |k| # 1, dok je za |k| = 1 svaka tocka oblika (zy, kxy +1—yo), A € [0,1], [

projekcija tocke Ty na pravac .

3 [,, 1 <p< oo udaljenost tocke do pravca

Funkcija ¢,(x) = |kx + 1 — yo|P + | — 20|? nije derivabilna u tockama = = zy te = yokfl‘

Analizirat ¢emo funkeiju ¢, na skupu R\ {zo, 2='}. Pretpostavimo da je zo < 2~ (sluéaj

Ty > y0771 moze se analizirati posve analogno).

Pokazimo najprije da funkcija ¢, nema stacionarnih tocaka na intervalima (—oo, z)
te (2=, +00).

Ako je x € (—o0, ), onda je

dip,(x — P —1
goé,:l(: ) = |k|Pp |9c _ b sign (x - yok > + pla — xo|P sign(z — o)
Pt
= —|kI’p x—yOT —plz — xo/P < 0.
Ako je z € (-1 +00), onda je
d !

wé)x(x) = |k/’p ’x — Lok + plz — xo/P~t > 0.
Preostaje promatrati slucaj x € (xo, yOT_l> Ovdje je

d !

L e )
Rjesenje jednadzbe d“"d"iy) = 0, glasi
1 k[7T yo—1

&p (6)

- P To + P
k7T 41 k7Tl K

vs . _
Uocimo da je &, € (o, %%

. Kandidati za tocku u kojoj se postize minimum funkcije ¢b

)
su xo, yOT_l te &, zadana s (6). Pokazimo da je

iyt m) = min { o, 7 () et | = ).

Uoc¢imo da za svaki 1 < p < oo i svaki k£ € R vrijedi

p—1

(KT +1) 7 > [k, (7)
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te p—1
(k" +1) 7 > 1. (8)
Prema (7) i (8) imamo
ko 4 1 — ko + 1 — ko + 1 —
dp(Ty, m) = min W; \kzo + 1 — yol, | xoer ypo_|1 = | :voer yz?;|1
(kT +1) 7 (Ikl7=t +1) 7

4 Domaca zadaca

Zadatak 1. Pokazite da l, udaljenost tocke Ty = (xg,yo) do pravca m zadanog jednadzbom

y=kx+1 glasi
J :|k:x0+l—y0|
- k| +1

Zadatak 2. [zvedite formulu za ls projekciju tocke Ty = (xg,y0) na pravac m koji je
zadan jednadzbom y = kx + 1.
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