Poglavlje 1

Pojam 1 osnovna svojstva

vjerojatnosti

Pojam vjerojatnosti nastao je u pokuSaju brojcanog izrazavanja stupnja vjerova-
nja da ¢ée se dogoditi neki zamisljeni dogadaj. Na primjer, ¢esto mozemo ¢uti ili
procitati: "vjerojatnost da ¢e sutra padati kisa je 75%", "vjerojatnost da dobijem
prolaznu ocjenu na ispitu mi je oko 50%", "100% sam siguran u pobjedu Blanke
Vlasi¢ na ovom natjecanju", itd. Pitanje je kako nastaju brojevi kojima je izraZen
stupanj vjerovanja da se dogodi neki dogadaj i kako ih mozemo iskoristiti. Teorija

vjerojatnosti dio je matematike koji se bavi tom problematikom.

Nastanak se teorije vjerojatnosti tradicionalno stavlja u 17. stolje¢e iako pos-
toje dokazi da su se ve¢ indijski matematicari (3. st. pr. Kr.) bavili pita-
njima koja pripadaju dana$njoj teoriji vjerojatnosti te da je u 14. stolje¢u pos-
tojala praksa pomorskog osiguranja koja je omogudila srednjovjekovnim trgovcima
ocjenjivanje razli¢itih faktora rizika koji se pojavljuju prilikom prekomorskog tr-
govanja. Prvi matematicki rezultati koji se mogu jasno prepoznati kao temelj te-
orije vjerojatnosti vezani su uz igre na sreéu i uz izradu tablica smrtnosti. ViSe
detalja o nastanku teorije vjerojatnosti pogledajte npr. na internetskoj adresi

http://www.economics.soton.ac.uk /staff /aldrich /Figures.htm.

Povijesno gledano, koncept vjerojatnosti dogadaja temelji se na ideji odnosa dijela

i cjeline. Pri tome se odnos dijela i cjeline koristi na dva nacina:
e Kklasi¢an pristup i

e statisticki pristup.


http://www.economics.soton.ac.uk/staff/aldrich/Figures.htm

2 PROSTOR ELEMENTARNIH DOGADAJA

U sljedeé¢im poglavljima opisat ¢emo detaljno oba povijesna koncepta vjerojatnosti
kao i aksiomatsku definiciju vjerojatnosti kojom ¢emo se koristiti u ovom kolegiju,
ali prije toga trebamo upoznati temeljni objekt koji se koristi prilikom matema-
tickog modeliranja vjerojatnosti. Zvat ¢emo ga skup ili prostor elementarnih

dogadaja.

1.1 Prostor elementarnih dogadaja

Bacanje igrac¢e kocke jedan je od klasi¢nih i jednostavnih pokusa kojim éemo se
koristiti u ovom kolegiju za ilustraciju mnogih novih pojmova. Prilikom bacanja
igrace kocke kao rezultat jednog bacanja pojavljuje se to¢no jedan broj iz skupa
{1,2,3,4,5,6}. Ako je kockica pravilno izradena, opravdano je pretpostaviti jed-
naku moguénost pojavljivanja bilo kojeg od navedenih Sest brojeva. Koristeéi se
idejom vjerojatnosti dogadaja kao odnosa dijela i cjeline, mozemo zakljuciti da je
vjerojatnost pojavljivanja parnog broja pri bacanju igra¢e kocke ista kao i vjero-
jatnost pojavljivanja neparnog broja s obzirom da je parnih brojeva isto koliko i
neparnih u cjelini koju ¢ini navedeni skup. Takoder, vjerojatnost pojavljivanja broja
dva mora biti ista kao i vjerojatnost pojavljivanja broja pet jer oni ¢ine po brojnosti

jednake dijelove cjeline.

Na osnovu principa odnosa dijela i cjeline uo¢avamo da je prvi korak prema defini-
ranju vjerojatnosti dogadaja spoznavanje cjeline. Naime, da bismo imali mjeru za
vjerojatnost da se dogodi ono §to nas konkretno zanima, moramo prvo znati $to je
to "sve" Sto se moze dogoditi za na$§ pokus ili promatranje, tj. Sto ¢ini "cjelinu".
Zato ¢emo, da bismo poceli graditi matematicki model, uz jedan pokus (odnosno
promatranje) vezati skup koji kao elemente sadrzi sve $to se moZe realizirati kad
izvedemo pokus (promatranje) i zvat ¢emo ga skup svih moguéih ishoda ili
prostor elementarnih dogadaja. Najcesce takav skup oznac¢avamo sa €. Je-
dina pretpostavka na prostor elementarnih dogadaja jest da je neprazan i da zaista

sadrzi sve §to se moze realizirati u pokusu (odnosno promatranju).

Ako skup svih mogucih ishoda €2 sadrzi samo jedan element, onda pokus ima samo
jednu mogucu realizaciju pa to¢no znamo Sto ¢ée se dogoditi kada ga izvedemo, zbog

¢ega takav pokus zovemo deterministicki pokus.

Primjer 1.1 (DETERMINISTICKI POKUS).

a) Rezultat zagrijavanja vode pod normalnim atmosferskim tlakom na temperaturu od 100°C
ima samo jedan ishod: wvoda isparava, tj. wvoda iz tekuceg prelazi u plinovito agregatno
stange.
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b) Mijesanje vode i jestivog ulja pri normalnim atmosferskim uvjetima ima jedinstveni ishod
- stvara se emulzija ulja © vode pri cemu ulje pliva na vodi.

¢) Pritiskanje papucice "gasa" pri voZngi tehnicki ispravnog automobila ima jedinstveni ishod
- brzina automobila povecava se. Analogno tomu, pritiskanje koénice u istim uvjetima ima
za ishod smanjenje brzine kretanja automobila.

Prostore elementarnih dogadaja koji imaju viSe elemenata (barem dva, a moZe
i beskonatno mnogo!) koristimo ako ne moZemo sa sigurnoséu znati realizaciju
pokusa (promatranja). Za takav pokus kaZemo da ima slucajne ishode, tj. da je

pokus sluéajan.

Primjer 1.2 (SLUCAJAN POKUS).

" "

a) Bacanje igracée kocke - ako nas zanima ishod jednog bacanja igrade kocke, "sve

) t]'
prostor elementarnih dogadaja jest skup

{1,2,3,4,5,6}.

b) Slu€ajan izbor znamenke - ako nas zanima ishod slucajnog izbora jedne znamenke u

dekadskom sustavnu, prostor elementarnih dogadaja jest skup
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

¢) Loto 6 od 45 - ako nas zanima rezultat izvlacenja u igri "Loto 6 od 45", prostor elemen-

tarnih dogadaja jest skup
{1, ig}: ity ig € {1,...,45}, 1 <iy < ... < ig < 45}.

d) Ako prognoziramo sutrasnju temperaturu zraka u Osijeku (u hladu), prostor elementarnih
dogadaja moZemo postaviti na razli¢ite nacdine. Jedna je moguénost, npr. Q = [—50,50],
ii Q = [-100,100]. Zapravo, moZemo pretpostaviti i da je Q = [—273.15,00), gdje je
—273.15°C temperatura poznata pod nazivom apsolutna nula. Vazno je da 2 bude neprazan
skup i da wistinu sadrZi sve moguce realizacije prognoziranja. Naravno da je ponekad
prakticno ugraditi veé¢ u Q Sto vise informacija o pokusu koji modeliramo, tj. suziti 2, ali

to mije nuzino za modeliranje.

Jednom kad smo odredili prostor elementarnih dogadaja slu¢ajnog pokusa, tj. €,
treba izraziti stupanj vjerovanja da se neki dogadaj dogodi. Medutim, kako opi-
sujemo dogadaj kao matematicki objekt? Do sada znamo da prostor elementarnih
dogadaja sadrzi sve moguce ishode pokusa, no sadrzi li i sve dogadaje koji su nama
zanimljivi? Na primjer, u pokusu bacanja igrace kocke zanima nas hoce li se okre-
nuti paran broj. Ocigledno je da ¢e se dogoditi paran broj ako se realizira bilo
koji od ishoda 2, 4 ili 6. Dakle, taj je dogadaj prirodno modelirati kao podskup
od Q1 to kao skup {2,4,6}. Ocigledno je da ¢emo dogadaje vezane uz neki sluca-

jan pokus modelirati kao podskupove od €. Opcenito u teoriji vjerojatnosti neki



4 KLASICAN PRISTUP

podskupovi skupa §2 nisu prikladni da ih zovemo dogadajima, ali zasad ne¢emo de-
taljno opisivati familiju dogadaja o kojoj ¢e viSe rijeci biti u poglavlju 1.4. Bit ¢e
nam dovoljno znati da je dogadaj vezan uz dani slu¢ajan pokus uvijek podskup
prostora elementarnih dogadaja tog pokusa.

U nastavku navodimo povijesne pristupe za modeliranje vjerojatnosti dogadaja (kla-
si¢an i statisticki), kao i definiciju vjerojatnosti koja se danas standardno koristi u
matematickoj teoriji.

1.2 Klasic¢an pristup

U praksi Cesto susreéemo primjere pokusa u kojima je prostor elementarnih
dogadaja konacan i svaki je pojedini ishod jednako mogué. Veliki broj klasi¢nih
igara na sre¢u odgovara tim pretpostavkama. Na primjer:

za bacanje pravilno izradenog novéica (idealan slu¢aj, tj. nema varanjal) prostor
elementarnih dogadaja jest Q = {pismo, glava} isvaki je od tih ishoda jednako

mogué,

za bacanje pravilno izradene igrace kocke (idealan slucaj, tj. nema varanjal) pros-
tor elementarnih dogadaja jest Q@ = {1,2,3,4,5,6} i svaki je od tih ishoda
jednako mogud,

za "Loto 6 od 45" prostor elementarnih dogadaja jest
Q:{{Zl,,lo} 11y...,16 € {1,,45}, 1< <... <1 §45}
i realizacija je svakog Sestor¢lanog skupa iz ) jednako moguca,

za rulet je prostor elementarnih dogadaja 2 = {0,1,2,...,36} i svaki je od tih
ishoda jednako mogué.

Kod takvih je pokusa moguée prebrojati sve ishode koji su povoljni za dogadaj
i sve ishode koji nisu povoljni za dogadaj. Omjer se tih dvaju brojeva Cesto u
praksi koristi za izrazavanje stupnja vjerovanja u realizaciju dogadaja. Evo nekoliko

primjera:

Primjer 1.3. U sludajnom pokusu bacanja igrace kocke, na temelju pretpostavke o istoj mogué-
nosti da se okrene bilo koji broj, kazZe se da je $ansa 3 : 3 da se okrene paran broj. Dakle, stupanj
vjerovanja u pojavu dogadaja izraZen je stavljanjem w omgjer broja ishoda koji su povoljni i broja
ishoda koji su nepovoljni. Medutim, isti se omjer moZe iskazati i na mnogo drugih nacina, npr.

1:1.
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Primjer 1.4. U skupini ljudi iz koje se sasvim slucajno bira jedna osoba nalazi se 30 muskaraca
160 Zena. U tom je pokusu Sansa da izaberemo Zenu 60 : 30. Taj se omger takoder moZe prikazati

na vise nacina, tj. kao 6 : 3 ili 2 : 1.

Omyjer broja povoljnih i nepovoljnih dogadaja ilustriran u navedenim primjerima ne
stavlja u odnos dio i cjelinu nego dva dijela iste cjeline - dio koji znaci realizaciju
dogadaja koji nas zanima i dio koji znaci da se taj dogadaj nije realizirao. Klasi¢an
pristup modeliranju vjerojatnosti ne ra¢una vjerojatnost na taj nac¢in nego odreduje
vjerojatnost kao mjeru koja dio suprotstavlja cjelini, tj. dijeli broj ishoda povoljnih

za dogadaj brojem svih moguéih ishoda.

Klasi¢an nacin ra¢unanja vjerojatnosti

Pretpostavke na pokus konacan prostor elementarnih dogadaja,
svi su ishodi pokusa jednako mogudéi
Dogadaj ACQ
Vjerojatnost dogadaja A kvocijent broja elemenata skupa
A i broja elemenata skupa €, tj.
k(A)
P(A) = Q)

Ovdje je P(A) oznaka za vjerojatnost dogadaja A, dok je k(A) oznaka za broj

elemenata skupa A.

Problem se odredivanja vjerojatnosti po klasi¢énom pristupu svodi na problem pre-
brojavanja elemenata skupova. Dakle, da bismo mogli ra¢unati vjerojatnost na

spomenuti na¢in, morat ¢emo nesto znati o rjeSavanju kombinatornih problema.

Primjer 1.5. Skup svih moguéih ishoda bacanja igrace kocke jest skup Q = {1,2,3,4,5,6}. Bu-
duéi da je Q konacan skup i kocka je za igru (pa je pretpostavka da je pravilno izradena, tj.
moguénost realizacije bilo kojeg od brojeva jedan do Sest jest jednaka), ovdje moZemo primijeniti
klasican pristup odredivanja vjerojatnosti. Na primjer, vjerojatnost dogadaja "na gornjoj strani
kocke realizirao se paran broj", koji predstavljamo skupom A = {2,4,6} svih parnih elemenata
skupa 2, jednaka je vjerojatnosti dogadaja "na gornjoj strani kocke realizirao se neparan broj",
koji predstavljamo skupom B = {1,3,5} svih neparnih elemenata skupa Q2. Osim toga, vjerojat-
nosti dogadaja A i B jednake su vjerojatnosti bilo kojeg dogadaja koji moZemo predstaviti nekim

troc¢lanim podskupom skupa §2.
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Primjer 1.6. Pretpostavimo da se u Sediru nalazi sedam kuglica jednakih karakteristika (od istog
su materijala, jednake mase i promgera). Poznato je da su kuglice numerirane brojevima od jedan
do sedam te da su dvije kuglice crvene, a pet kuglica zelene boje. Promotrimo pokus nasumicnog
izvlacenja jedne kuglice iz §eSira. Na temelju nacina provodenja postavljenog pokusa i sadrZaja
SeSira moZemo promatrati sljedece slucajeve.

Zanimaju nas ishodi slucajnog pokusa temeljeni na broju kojim je kuglica numerirana - u tom

je slucagu prostor elementarnih dogadaja skup
Q=1{1,2,3,4,5,6,7}.

Primjenom klasicnog pristupa radunanja vjerojatnosti svi dogadaji koji se mogu predsta-
viti jednakobrojnim podskupovima skupa € jednako su moguéi, no kako u $eSiru ima vise
kuglica numeriranih neparnim brojevima, vjerojatnost dogadaja "izvucena je kuglica nu-
merirana neparnim brojem” koji predstavlijamo skupom A = {1,3,5,7} je veéa od vjerojat-
nosti dogadaja "izvucena kuglica numerirana je parnim brojem" koji predstavijamo skupom
B ={2,4,6}, tj. . 5
P(A) = 7 P(B) = - P(A) > P(B).

Zanimaju nas ishodi slucajnog pokusa temeljent na boji kuglice - u tom je slucaju prostor ele-

mentarnih dogadaja skup
Q={C 2z},

pri éemu C' oznacava dogadaj "izvucena je kuglica crvene boje”, a Z dogadaj "izvucena
je kuglica zelene boje". Buduéi u SeSiru tma dvije crvene i pet zelenih kuglica, vidimo da

elementarni dogadaji C i Z nisu jednako mogudi, tj.
2 5
PO) =2, P(Z)=2. P(O)<P2)

Klasi¢an koncept pripisivanja vjerojatnosti pojedinim dogadajima odigrao je veliku
ulogu u razvoju teorije vjerojatnosti, ali nije uvijek primjenjiv. Cak i ako je prostor
elementarnih dogadaja konacan, ne moraju biti svi ishodi jednako moguéi. Zamis-
limo samo da igramo 1000 igara s kockom te da se u 90% bacanja okrenuo broj 6.
Tko je od nas sklon vjerovati da su u tom pokusu svi ishodi jednako moguéi?
Primjer 1.7. Slucéajni pokusi u kojima nije ispunjen uvjet jednake vjerojatnosti svih elementarnih
dogadaja su npr.

bacanje nepravilno izradenog (tzv. nestandardnog) novéica (tj. movéica pri Cijem je bacanju
favorizirana realizacija ili pisma ili glave),

bacanje mepravilno izradene (tzv. nestandardne) igrace kocke (tj. kocke pri &ijem je bacanju
favorizirana realizacija jednog ili vise brojeva iz skupa {1,2,3,4,5,6}).

1.3 Statisticki pristup

Ideja odredivanja stupnja vjerovanja u pojavu dogadaja kao dijela cjeline ili kao
omjer dijela povoljnog za dogadaj i dijela nepovoljnog za dogadaj moze se iskoristiti

i u drugom kontekstu. Primjer za to jest prognoziranje pobjednika nekog sportskog
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susreta na temelju rezultata prethodnih natjecanja istih suparnika. Npr., ako je
uzajamnim natjecanjima u tenisu igra¢ A pobijedio igraca B u 9 od 11 susreta, nje-
gova se Sansa za pobjedu u sljede¢em susretu najces¢e prognozira kao 9 : 2. Princip
primijenjen u tom primjeru temelji se na moguénosti nezavisnog ponavljanja uvijek
istog pokusa, a stupanj vjerovanja u pojavu dogadaja izrazava se na temelju broja
pojavljivanja i nepojavljivanja dogadaja prilikom ponavljanja. Izrazavanje stupnja
vjerovanja u pojavu dogadaja moglo bi se numericki izraziti takoder stavljanjem u
omjer dijela i cjeline, tj. kao 19—1.

Za ratunanje vjerojatnosti koja slijedi tu logiku iskoristit ¢emo pojmove frekvencije

i relativne frekvencije dogadaja.

Definicija 1.1. Pokus je ponovljen n puta. Ako se pritom dogadaj A dogodio m 4
puta, broj na zovemo frekvencija dogadaja A. Broj

zovemo relativna frekvencija dogadaja A.

Iz definicije frekvencije slijedi da je frekvencija n4 cijeli broj za koji vrijedi
0 S na S n,

a relativna frekvencija f4(n) racionalan broj takav da je

0< ™ <.

n
Primjer 1.8. Promotrimo slucajan pokus bacanja pravilno izradenog novéica sa skupom elemen-
tarnih dogadaja Q = {p, g}, gdje je p oznaka za dogadaj "palo je pismo", a g oznaka za dogadaj
"pala je glava". U pokusaju definiranja vierojatnosti da ée pri jednom bacanju pasti pismo moZemo
koristiti klasican pristup. Na taj nacin odredujemo vjerojatnost da padne pismo kao

PR} = 5.

Medutim, kako znamo da je novcié pravilno izraden? Iskustveno znamo da to moZemo prouvjeriti
na sljedeéi nacin: ako isti pokus ponovimo n puta, gdje je n € N welik broj, kod pravilno se
izradenog novcica pismo i glava realiziraju priblizno jednak broj puta. U tom ce slucaju biti

np & n/2 ing ~n/2. Prema tome, relativna frekvencija realizacije pisma iznosit ée

(slika 1.1). U takvom je slucaju razumno uzeti 1/2 kao vjerojatnost pojavljivanja pisma pri jednom

bacanju novcica, tj. prihvatiti pretpostavku da je novcié pravilno izraden.
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Slika 1.1: Relativna frekvencija pojave pisma u ovisnosti o broju bacanja ”n” za jedan niz

bacanja.

Iskustvo nas u¢i da se kod mnogo nezavisnih ponavljanja istog pokusa relativna
frekvencija nekog dogadaja stabilizira u okolini nekog broja. To svojstvo zovemo
statisticka stabilnost relativnih frekvencija.

Statisticki pristup odredivanja vjerojatnosti baziran je upravo na tom pricipu. Na-
ime, ako slucajan pokus ima svojstvo statisticke stabilnosti relativnih frekvencija,
tada za vjerojatnost proizvoljnog dogadaja A vezanog uz taj pokus uzimamo realan

broj P(A) = pa oko kojega se grupiraju relativne frekvencije f4(n) tog dogadaja.

1.4 Definicija vjerojatnosti

Oba navedena povijesna pristupa u odredivanju vjerojatnosti imaju veliku ulogu u
primjeni rezultata teorije vjerojatnosti u praksi, ali niti jedan od njih ne daje op-
¢enitu definiciju vjerojatnosti. Iz dosada$njih razmatranja jasno je da vjerojatnost
treba definirati za podskupove prostora elementarnih dogadaja. Zapravo, vjerojat-
nost ¢emo definirati kao jednu mjeru skupova (podskupova od Q) sli¢no kao $to
je duljina jedna mjera skupova na pravcu ili povrSina jedna mjera skupova u rav-
nini. Iz teorijskih razloga (zainteresirani ¢itatelj dodatne informacije moZe pronaci
u svakoj knjizi iz teorije mjere, npr. [3], [14]) neéemo vjerojatnost definirati uvijek
za svaki podskup prostora elementarnih dogadaja, nego ¢emo definirati dovoljno
bogatu familiju podskupova od 2 koja ¢e ¢initi temelj za definiciju vjerojatnosti.
Takvu familiju podskupova od 2 zvat éemo familijom dogadaja, a zahtjev koji

mora ispunjavati dan je definicijom 1.2.
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Definicija 1.2. Neka je dan neprazan skup Q. Familija F podskupova skupa Q) jest
o-algebra skupova na 2 ako vrijedi:

i) 0 e F,
il) ako je A € F, onda je i A° € F,

ili) ako je dana prebrojiva familija skupova (An,n € N) C F, onda F sadrZi i
njithovu uniju, tj.

Janer
n=1

Ako je Q prostor elementarnih dogadaja nekog pokusa, bilo koja o-algebra na njemu

moze igrati ulogu familije dogadaja tog pokusa.

Svojstvo ii) naziva se zatvorenost o-algebre na komplementiranje (tj. ako sadrzi
neki skup, sadrzi i njegov komplement), a svojstvo iii) zatvorenost o-algebre na
prebrojivu uniju (tj. ako imamo prebrojivo mnogo skupova iz dane o-algebre, onda

¢e i njihova unija biti element te o-algebre).

Iako je o-algebra definirana samo s tri zahtjeva, ona moze biti vrlo bogata. Na-
ime, sadrzi sve skupove koji ¢e nam biti zanimljivi u primjenama, tj. skupove koji
nastaju primjenom kona¢no ili prebrojivo mnogo standardnih skupovnih operacija
nad skupovima koji su njezini elementi. Prije svega, uo¢imo da je cijeli ) sigurno
element o-algebre, s obzirom da je komplement praznoga skupa. Nadalje, o-algebra
sigurno sadrzi i sve kona¢ne unije svojih elemenata jer se kona¢na unija uvijek moze
nadopuniti do prebrojive koristenjem prebrojivo mnogo praznih skupova. Primje-
rom 1.9 ilustriran je nacin na koji mozemo provjeriti zatvorenost o-algebre i za neke

druge slucajeve.

Primjer 1.9.

e Ako su A, B € F, prema svojstvu zatvorenosti o-algebre na konacénu uniju jest skup AU B
takoder iz F. Prema De Morganovom zakonu za komplementiranje konacne unije skupova

i svogstvu ii) iz definicije o-algebre vrijedi
A°NB°=(AUB)¢ e F.

Dakle, o-algebra sadrzi i presjek komplemenata svojih dvaju elemenata. S obzirom da za
svaki skup vrijedi (A€)¢ = A, slijedi da o-algebra sadrzi i presjeke svakih svojih dvaju
elemenata.
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e PokazZimo da je o-algebra zatvorena i na prebrojive presjeke svojih elemenata. Naime, ako
je (An,n € N) C F prebrojiva familija skupova, tada je prema svojstvu ii) iz definicije
o-algebre 1 (A%, n € N) takoder prebrojiva familija dogadaja iz F. Nadalje, prema svojstvu

iii) iz definicije o-algebre slijedi da je

(@

AS € F.

n=1

Naposljetku, prema De Morganovom zakonu za komplementiranje prebrojive unije skupova

1 svojstvu ii) iz definicije o-algebre slijedi da je

(0 - aces
n=1 n=1

Time je dokazana zatvorenost o-algebre na prebrojivo mnogo presjeka svojih elemenata.

Ako su A, B € F, prema svojstvu ii) iz definicije o-algebre slijedi da su A¢ i B¢ elementi
o-algebre F. Zbog zatvorenosti o-algebre na konacne presjeke slijedi da je

A\B=ANB°€e F.

Dakle, o-algebra sadrzi i razliku svojih dvaju elemenata.

S obzirom na vezu koja postoji izmedu povezivanja re¢enica jezika i skupovnih
operacija, o-algebra zadovoljava potrebe koje nastaju u primjeni. Naime, ¢im sadrzi
neke skupove, sadrzi i one skupove koji nastaju primjenom uobi¢ajenih recenica za
njihovo kombiniranje. U sljede¢em je primjeru ilustrirana ta tvrdnja na najceSce
koristenim recenicama.
Primjer 1.10. Od svih nastavnika zaposlenih u nekoj srednjoj skoli biramo jednu osobu te pro-
matramo sljedece dogadaje:

A = izabrana osoba predaje matematiku,

B = izabrana je osoba Zenskog spola.

Standardne skupovne operacije ilustrirane na primjeru tih dvaju dogadaja opisujemo sljedeéim

recentcama:
AU B = izabrana osoba predaje matematiku ili je Zenskog spola,

AN B = izbrana osoba predaje matematiku i Zenskog je spola
(izabrana je osoba profesorica matematike),

A\ B = izabrana osoba predaje matematiku i nije Zenskog spola

(izabrana je osoba profesor matematike),

B\ A = izabrana je osoba Zenskog spola i ne predaje matematiku

(izabrana profesorica ne predaje matematiku),
A€ = izabrana osoba ne predaje matematiku,

B¢ = izabrana osoba nije Zenskog spola, tj. izabrana je osoba musSkog spola.
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Najmanja je o-algebra na nekom skupu ) tzv. trivijalna o-algebra Fy = {0, Q},
dok je najveca ona koja sadrzi sve podskupove od 2, tj. partitivni skup skupa

Q, kojega oznacavamo s P(€Q).

Nakon $to smo definirali prostor elementarnih dogadaja slu¢ajnog pokusa, odabi-
remo neku o-algebru na njemu. Zvat ¢emo je familija dogadaja toga pokusa,
a pojedine elemente te familije dogadaja zovemo jednostavno dogadajima. Na
odabranoj familiji dogadaja definirat éemo vjerojatnost aksiomatskom definicijom
1.3.

Definicija 1.3. Neka je Q neprazan prostor elementarnih dogadaja i F o-algebra
skupova na njemu. Funkciju
P:F—-R

zovemo vjerojatnost na ) ako zadovoljava sljedece zahtjeve:
Al. nenegativnost vjerojatnosti: P(A) >0, za sve A € F,
A2. normiranost vjerojatnosti: P(2) =1,

A3. o-aditivnost vjerojatnosti: ako je dana prebrojiva familija medusobno di-
sjunktnih skupova (A;,i € I) CF, I CN, tj. A;,NA; =0 ¢im jei#j, tada
vrijeds

P <U Ai> = ZP(Ai).
i€l icl

Zahtjeve Al. - A3. nazivamo aksiomima vjerojatnosti.

Na temelju rezultata poglavlja 1.2 vidimo da vjerojatnost koja je definirana na ko-
na¢nom prostoru elementarnih dogadaja koristenjem klasi¢nog pristupa udovoljava

svim zahtjevima iz definicije 1.3

Aksiomatski pristup daje puno veée mogucnosti u nacinu zadavanja vjerojatnosti.
Vidimo da je moguée zadati vjerojatnost ne samo na kona¢nom skupu nego i na bilo
kojem nepraznom skupu s pripadnom o-algebrom, dok na kona¢nom skupu mozemo
jasno zadati vjerojatnost i u slu¢aju da nemamo jednako moguée ishode. Na primjer,
ukoliko smo dugo biljezili rezultate bacanja jedne igraée kocke te utvrdili da se niti
jednom nije okrenuo broj 3, dok se broj 2 pojavljuje pribliZzno dvostruko ¢esée

nego brojevi 1, 4, 5 i 6, koristeci statisticki pristup logi¢no bi bilo pretpostaviti da

1Prvu aksiomatsku definiciju vjerojatnosti dao je Kolmogorov 1933. godine.
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ishodi nisu jednako moguci te definirati vjerojatnost kao funkciju P koja zadovoljava
zahtjeve iz definicije vjerojatnosti, a ujedno ima i sljedec¢a svojstva: P ({3}) = 0,

P({2}) =2P({1}), P({1}) = P ({4}) = P({5}) = P ({6}).

Definicija 1.4. Neka je Q neprazan skup, F o-algebra dogadaja na njemu, a P

vjerojatnost na Q. Uredenu trojku (2, F, P) zovemo vjerojatnosni prostor.

1.5 Osnovna svojstva vjerojatnosti

Na temelju zahtjeva navedenih u aksiomatskoj definiciji vjerojatnosti mogu se do-
kazati mnoga druga svojstva koja ¢ée automatski biti zadovoljena ¢im znamo da
je zadanom funkcijom definirana vjerojatnost. U ovom poglavlju navedena su i

dokazana neka od njih koja se najéesée koriste u praksi.

S1. Vjerojatnost suprotnog dogadaja

Neka je (2, F, P) dani vjerojatnosni prostor i A € F dogadaj. Suprotni dogadaj
dogadaju A je njegov komplement, tj. dogadaj A¢. Vrijedi:

P(A°) =1 — P(A).

Dokaz. Skup 2 moZemo prikazati kao uniju disjunktnih skupova A i A¢ (slika 1.2).

Slika 1.2: Skup 2 kao unija disjunktnih skupova A i A°.

Primjenom aksioma A3. i A2. iz definicije vjerojatnosti slijedi:

1= P(Q) = P(AU A%) = P(A) + P(A°) = P(A°)=1— P(A).

Primjer 1.11. U Sesiru se nalazi dvadeset crvenih i dvije zelene kuglice. Pretpostavimo da svaka
kuglica, bez obzira na boju, moZe biti izvucena s jednakom vjerojatnoséu, tj. ako oznacimo kuglice

k1,...koo tada pretpostavljamo da je

P ({ki}) = % vie{1,...,22}.
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Pretpostavimo da n puta, n € N, izvlacimo tocno jednu kuglicu iz Seira, ali tako da se nakon
svakog izvlacdenja kuglica vraéa u Sesir i pomijesa s ostalim kuglicama. Dakle, jedan ishod slucajnog
pokusa koji se sastoji od n izvladenja jedne kuglice shvacéamo kao jednu varijaciju s ponavijanjem
n-tog razreda skupa od 22 razli¢ita elementa, a pripadni je prostor elementarnih dogadaja skup
svih takvih varijacija s ponavljanjem. Znamo da takvih varijacija ima ukupno 22™ te da su, zbog
pretpostavke o jednakoj vjerojatnosti izvlacenja bilo koje od 22 kuglice, svi elementi od 2 jednako
vjerojatni. Dakle, za racunanje je vjerojatnosti zanimljivih podskupova od 2 opravdano koristiti

klasican pristup.

Na primger, zanima nas kolika je vjerojatnost da u tih n izvlacenja kuglice iz $eSira niti jednom
nije izvucena zelena kuglica. U tu svrhu prakticno je koristiti svojstvo vjerojatnosti suprotnog
dogadaja. Naime, definirajmo dogadaj A na sljedeéi nacin:

A - un je ponavljanja slucajnog pokusa barem je jednom izvucena zelena kuglica.
Njemu suprotan dogadaj jest

A€ - u n ponavljanja slucagnog pokusa niti jednom nije izvucena zelena kuglica

= u n je ponavljanja slucajnog pokusa svaki put izvucena crvena kuglica.

Dogadaj A€ sastoji se od onih elemenata iz ) &iji su svi elementi crvene kuglice, a takvih ima

20™. Slijedi da je
20\ " 10\"
pacy = (22} = (i’ .
22 11

Primjenom svojstva vjerojatnosti suprotnog dogadaja vidimo da je

P(A) =1-— (%)n

S2. Vjerojatnost praznog skupa

Neka je (2, F, P) dani vjerojatnosni prostor. Tada vrijedi P(f)) = 0.

Dokaz. S obzirom da je §) = Q¢, primjena aksioma A2. iz definicije vjerojatnosti i

svojstva S1. dokazuje tu tvrdnju.

S3. Monotonost vjerojatnosti

Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor te A, B € F takvi da je A C B. Tada je
P(A) < P(B).

Dokaz. Ako je A C B, tada se B moze prikazati kao unija disjunktnih skupova A
i(B\A) (slika 1.3).
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Q B\A B=AU(B\A)

Slika 1.3: Skup B kao unija disjunktnih skupova A i (B\ A).

S obzirom da je vjerojatnost nenegativna funkcija, slijedi da je
P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A).

Iz prethodnog izraza moZzemo zakljuciti da ako je A C B, tada vjerojatnost razlike
B\ A ra¢unamo kao razliku vjerojatosti dogadaja B i A, tj. ako je A C B, tada je

P(B\ A) = P(B) — P(A).

Primjer 1.12. Odredimo vjerojatnost da iz skupa svih pozitivnih dvoznamenkastih brojeva na
slucajan nacin odaberemo broj djeljiv s tri koji istovremeno nije djeljiv s devet. Pretpostavimo
da svaki dvoznamenkasti broj moZe biti odabran s jednakom vjerojatnoséu. U tom je slucaju za

racunanje spomenute vjerojatnosti opravdano koristiti klasiéan pristup.

Definiragmo sljedece dogadaje:
skup svih pozitivnih dvoznamenkastih brojeva (prostor elementarnih dogadaja):
Q={neN:10<n <99}, k() =90;
skup svih pozitivnih dvoznamenkastih brojeva djeljivih brojem tri:
T={neQ:3teNtakavdan=3t}, k(T)=30;
skup svih pozitivnih dvoznamenkastih brojeva djeljivih brojem devet:

D={neQ:3deNtakav dan =9d}, k(D)= 10.

Buduéi da je svaki broj koji je djeljiv brojem devet ujedno djeljiv i brojem tri, zakljucujemo da je
D C T. Primjenom klasiénog pristupa odredivanju vjerojatnosti slijedi da je

k(D 1 k(T 1
p(D):Q:,, p(T):Q:,.

k() 9 k() 3
Sada moZemo izracunati vjerojatnost dogadaja od interesa, tj. dogadaja T\ D. Naime, skup T\ D
sadrzi sve pozitivne dvoznamenkaste brojeve djeljive brojem tri koji misu djeljivi brojem devet.

Buduéi da je D C T, slijedi da je

P(T\ D) = P(T) - P(D) = 5 -

NNl
©
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S4. Vjerojatnost unije dogadaja

O vjerojatnosti unije dogadaja govori tre¢i zahtjev iz definicije vjerojatnosti, tj.
o-aditivnost vjerojatnosti. Medutim, tim zahtjevom obuhvac¢ene su samo familije
disjunktnih skupova. To svojstvo daje formulu za izra¢un vjerojatnosti unije dvaju

skupova i u slu¢aju kada skupovi nisu disjunktni.
Neka je (2, F, P) dani vjerojatnosni prostor te A, B € F. Tada vrijedi
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Dokaz. Unija skupova A i B moZe se prikazati kao unija disjunktnih skupova na

sljedeéi nacin (slika 1.4):

AUB=(A\(ANB))U(B\(ANB))U(ANB).

Slika 1.4: Skup (A U B) kao unija disjunktnih skupova.

Iz navedenoga proizlazi:
P(AUB)=P(A\(ANB))+P(B\(ANB))+ P(ANB).
S obzirom da je (AN B) C Ai (AN B) C B, vrijedi:
P(AUB) = P(A) — P(ANB) + P(B) — P(AN B) + P(AN B)
= P(A) + P(B) — P(AN B).

Primjer 1.13. Zelimo izracunati vyjerojatnost slucajnog odabira dvoznamenkastog broja koji je
djeljiv brojem tri ili brojem sedam. Pretpostavimo da svaki dvoznamenkasti broj moze biti odabran
s jednakom vjerojatnoséu. U tom je slucaju za racunanje spomenute vjerojatnosti opravdano

koristiti klasican pristup.

Sada uz prostor elementarnih dogadaja

Q={neN:10<n <99}, k() =90,
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i skup dvoznamenkastih brojeva djeljivih brojem tri
T={necQ:3teNtakavdan=3t}, k(T)=30,

iz primgera 1.12 promatramo i skup svih dvoznamenkastih brojeva djeljivih brojem sedam, tj. skup
S={neQ:3seN takav dan ="T7s}, k(S)=13.

Dogadaj koji nas zanima jest T'U S, a njegovu éemo vjerojatnost odrediti primjenom formule
za vjerojatnost unije dvaju dogadaja. U tu svrhu trebamo odrediti i kardinalni broj skupa svih
dvoznamenkastih brojeva djeljivih i brojem tri i brojem sedam, tj. skupa

TNS={neQ:3tseNtakvidan=3tAn=7Ts}.

Buduéi da je TN S = {21,42,63,84}, tj. k(T'NS) = 4, slijedi da je

1 13 4 39 13
P(TUS)=P(T)+ P(S) = P(TNS) = 3+ = — oo = o0 = =

Formula za ra¢unanje vjerojatnosti unije vise skupova moze se dati i opéenito, tj. za
uniju kona¢no mnogo skupova. Ta formula poznata je pod imenom Sylvesterova
formula. Njezin je dokaz moguce provesti koristeéi formulu za vjerojatnost unije
dvaju skupova i princip matematicke indukcije (vidi [26]).

Vezano uz vjerojatnost unije dvaju skupova valja uociti da vrijedi nejednakost
P(AUB) < P(A)+ P(B),

gdje su A,B € F, a (Q,F,P) dani vjerojatnosni prostor. Takva se nejedna-
kost takoder moze generalizirati i to ne samo na uniju kona¢no mnogo dogadaja
nego i na uniju prebrojivo mnogo dogadaja. To generalizirano svojstvo zove se

o-subaditivnost vjerojatnosti.

S5. o-subaditivnost vjerojatnosti

Neka je (92, F,P) dani vjerojatnosni prostor i neka je (A4;,4 € I) C F, I C N,

prebrojiva familija dogadaja toga prostora. Tada je
PllJ4i) <> Py
iel i€l
Dokaz. 1z zadane familije dogadaja (A;,i € I), I C N, formirat éemo novu familiju

medusobno disjunktnih dogadaja na sljedec¢i nacin (slika 1.5, slika 1.6):

n—1
By=A1, By=A\A, ..., Bo=A,\J 4. ..
i=1
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LT

Slika 1.5: Familija dogadaja (A;,i € I), I CN.

Slika 1.6: Familija disjunktnih dogadaja (B;,i € I), I C N.
Tako definirani skupovi jesu medusobno disjunktni, a vrijedi i da je
B;CA i |JBi=JA:.
il iel

Primjenom aksioma A3. na familiju (B;,i € I) slijedi da je

P UAi =P UBi :ZP(Bi)SZP(Ai).

i€l iel iel iel

Primjer 1.14. Automat za igre na sreéu programiran je tako da je vjerojatnost pojavijivanja
prirodnog broja jednaka 27", tj.

P({n}) = 2%, Vn € N.

Uocimo da takvim definiranjem vjerojatnosti pojavljivanja razlicitih prirodnih brojeva nisu jednako

moguéi dogadagi.

Odredimo vjerojatnost pojavljivanja bilo kojeg prirodnog broja manjeg ili jednakog od (n + 1), tj.
vjerojatnost dogadaja

S={1,2,....,n+1}, neN.
Skup S moZe se na razli¢ite nacine prikazati kao konacna unija familije disjunktnih skupova ili
skupova koji nisu disjunktni. Na primjer, ako definiramo skupove

Ay = {172}7
Ay = {2,3},
As = {3,4},
A" = {n7n+1}7 TLEN,
vidimo da za konacnu familiju skupova (A;,i < n), n € N, vrijedi:
n
1 1 3 .
s=UA, PA)=+ g =507 Yi<n

=1
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Medutim, P(S) ne moZemo dobiti sumiranjem svih P(A;) jer (A;,i < n) nije familija disjunktnih
skupova, no ako S prikafemo kao konacénu uniju jednoclanih skupova (uocimo da su oni ujedno

disjunktni!), tada lako moZemo izracunati P(S):

s = Ui P(S)=P<U{z’}> _ ;: 27;1.
i=1

1=1 =1

Svojstvo o-subaditivnosti vjerojatnosti primijenjeno na uniju skupova A;, 1 < n, u navedenom

primgeru moZemo poturditi na osnovu nejednakosti

" 2" -1 32m—1 ~
P A | =P(S) = <= = P(4;), eN.
<ZL_J1 > () 27L 2 27L Z ( ) n

i=1

S6. Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na rastuéu familiju

dogadaja

Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na rastu¢u familiju dogadaja omogucava ra-
¢unanje vjerojatnosti unije rastuce familije dogadaja kao limesa niza vjerojatnosti
pojedina¢nih dogadaja u familiji. Preciznije, neka je (2, F, P) dani vjerojatnosni
prostor i neka je (A,,n € N) C F rastuca familija dogadaja, tj. A, € F za sve
neNi

A CAC...CA, CApyr-.

tada vrijedi da je

P U A, | = lim P(A4,).
n— o0
neN

Dokaz. Prvo uo¢imo da lim P(A,) postoji. Naime, zbog monotonosti vjerojat-
nosti niz je brojeva (P(Ann),j;o € N) monotono rastuéi. S obzirom da se radi o nizu
vjerojatnosti, taj je niz brojeva sadrzan u segmentu [0, 1], tj. ogranicen je. Bududéi
da je monoton i ogranicen niz realnih brojeva konvergentan, navedena grani¢na vri-
jednost zaista postoji. Od zadane rastuée familije dogadaja (A4,,n € N) formirat
¢emo novu familiju (B,,n € N) medusobno disjunktnih dogadaja na sljedeéi nacin
(slika 1.7):

Blel7 BQZAQ\AL Bn:fln\/ln_l7

Osim §to je (By,n € N) familija disjunktnih dogadaja, vrijedi i sljedece:

=Une U=

i=1 i=1 i=1
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Slika 1.7: Rastuca familija (A4,,n € N) i disjunktna familija (B,,n € N).

Dakle, vrijedi:

P(A,) =Y P(By),
1=1
P{UA | =P(UBi) =3 P(B)= lim > P(B,) = lim P(Ay).
i=1 i=1 i=1 i=1

Primjer 1.15. Pretpostavimo da se radi o istom automatu za igre na sreéu kao u primgeru 1.1/,

ali zanima nas vjerojatnost pojavljivanja bilo kojeg neparnog broja, tj. vjerojatnost skupa
N={2n—-1:n €N}

Vjerojatnost skupa N moZemo izracunati na nekoliko nacina. Owvdje ilustriramo pristup koji

koristi neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na rastuéu familiju dogadaja.

Prikazimo N pomocu familije skupova (An,n € N) gdje su skupovi Ay, definirani na sljedeéi nacin:

Aro= {1},

Az = {173};

A3 = {17375};

A, = {1,3,5,....2n—1}, neN,

Vidimo da je A1 C Ao C A3 C ... C Apn C ..., . (An,n € N) je rastuéa familija skupova i

vrijeds da je

oo
N = UAza
i=1
"1 "1 2 1
P = Sr=2 g2 (1-5). vaen
=1 i=1

Zbog neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na rastucu familiju dogadaja slijedi da je

P(N)= lim P(An) = 2 lim (1 - i) _2

n—00 3 n—oo 4qn 3
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S7. Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na padajuéu familiju

dogadaja

Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na padajucéu familiju dogadaja omogucava ra-
¢unanje vjerojatnosti presjeka padajuce familije skupova kao limesa niza vjerojat-
nosti pojedina¢nih skupova u familiji. Preciznije, neka je (€2, F, P) dani vjerojat-
nosni prostor i neka je (A,,n € N) C F padajuca familija dogadaja, tj. A, € F za
sve n i

A1 DA D .. AL D Ayt

tada vrijedi da je
P <DNAR> = lim P(4,).

Dokaz. Slika 1.8 prikazuje padajuéu familiju dogadaja (A,,n € N) C F.

Slika 1.8: Padajuéa familija dogadaja (A,,n € N).

Od zadane padaju¢e familije dogadaja (A,,n € N) formirat ¢emo novu familiju
(Cr,n € N) koja ¢e biti monotono rastuca te ¢emo u dokazu iskoristiti svojstvo ne-
prekidnosti vjerojatnosti u odnosu na monotono rastuée familije dogadaja (svojstvo
S6). Familiju (C},,n € N) definiramo na sljede¢i nacin (slika 1.9):

Cl:(Z),CQ:Al\AQ,C;),:Al\Ag,...7Cn:Al\An,...

Slika 1.9: Rastuca familija dogadaja (Cy,n € N).
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Za tako definiranu rastu¢u familiju dogadaja vrijedi sljedece:

Uci=a\ (N4,
i=1 i=1

PlA\ (A ]| =P(UCi|=lim P(C)= lim (P(A)— P(A;)).
i—1 im1 1—> 00 71— 00
Dakle, vrijedi:
PlA\((Ai] ] =PA)—-P( (4] =P(A) - lim P(4),
11— 00
=1 =1

odakle slijedi tvrdnja.

Primjer 1.16. Pretpostavimo da se radi o istom automatu za igre na sreéu kao u primgjery 1.14.
Odredimo s kojom se wvjerojatnoséu pojavljuje bilo koji paran broj veéi ili jednak od unaprijed

zadanog prirodnog broja. Skupove Ay, zan € N, definiramo na sljedeéi nadin:

A1 = {2,4,6,8,10,...},

Ay = {4,6,8,10,...},

As = {6,8,10,...},

A, = {2n,2(n+1),2(n+2),...}, neN,

To znaéi da treba odrediti P(Ay). Prvo odredimo vjerojatnost presjeka prebrojive familije (An,n €
N). Ocito je A1 D A2 D A3 D ... D Ap D ..., tj. (An,n € N) je padajuéa familija skupova za
koju je
o0
1 1
P(An) =) 5t = 3T
k=n

Koristenjem neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na padajucu familiju dogadaja vidimo da je

o0
. . 1
P <ﬂl Ai> = lim P(An) = lim - =0,
i=
Sto je i logicno s obzirom da je presjek svih skupova A; zapravo prazan (ne postoji paran broj koji

je veéi od svakog prirodnog broja.)

1.6 Vjerojatnost na diskretnom (2

Neka je 2 konacan ili prebrojiv prostor elementarnih dogadaja. Takve skupove

oznacavat ¢emo na sljedeéi nacin:

Q= {wl 11 € IQ}; IQ C N,
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gdje je Iq skup indeksa. Na primjer, ako je Q@ = {wi,...,w,}, onda je I =
{1,...,n}, a ako je Q = {w; : i € N}, onda je Iy = N. Iz definicije vjerojatnosti
znamo da je vjerojatnost funkcija kojoj je domena o-algebra dogadaja. Dakle,
da bismo zadali konkretnu vjerojatnost na 2, potrebno je zadati vrijednosti te
funkcije na svakom skupu A sadrZanom u pridruzenoj o-algebri. Kod konaénih
i prebrojivih skupova elementarnih dogadaja pretpostavit éemo da je
pridruZena c-algebra to¢no jednaka partitivnom skupu od €, tj. F =
P(Q). U nastavku ¢e se pokazati da je to za naSe potrebe prirodno i moguce
ispostovati. Vjerojatnosni prostor kod kojega je €2 konacan ili prebrojiv skup, a

pridruZena je o-algebra P(2), zvat ¢emo diskretan vjerojatnosni prostor.

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako se funkcija na P(Q2), kojom je zadana vjero-
jatnost, moze odrediti zadavanjem vrijednosti samo na jedno¢lanim podskupovima
od Q, tj. elementima od Q. S obzirom da P(2) ima mnogo vise elemenata nego 2
(ako kona¢an €2 ima k(Q) elemenata, onda je 25(Y) broj elemenata od P(Q2)), na taj

smo nacin u velikoj mjeri pojednostavili zadavanje vjerojatnosti.

Preciznije, ako imamo zadan diskretan vjerojatnosni prostor (2, P(Q2), P), tada za

svaki pojedini w; € ) znamo izra¢unati vjerojatnost

pi =P ({wi}).

Koristedi svojstvo o-aditivnosti vjerojatnosti, pomocu tako dobivenog niza brojeva
(pi,i € Iq), Ino C N, moZzemo izratunati vjerojatnost bilo kojeg dogadaja A = {w; :

i €14}, gdje je I C I skup indeksa elemenata od A:

P(4) =P<U {wi}> => P{w} =) pn

i€l i€l i€la

Dakle, poznavanje vrijednosti vjerojatnosti na jednoclanim podskupovima od §2
automatski odreduje vjerojatnost bilo kojeg dogadaja tog vjerojatnosnog prostora.
Time niz brojeva koji predstavljaju vjerojatnosti jednoclanih podskupova od §2
preuzima klju¢nu ulogu u opisivanju i zadavanju vjerojatnosti na diskretnom vjero-

jatnosnom prostoru.

Valja uociti da navedeni niz brojeva (p;,i € Ig) ima sljedeca dva svojstva:

1. p; > 0zasvei€ Ig,

i€lq
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Taj rezultat mozemo iskoristiti prilikom zadavanja vjerojatnosti na diskretnom vje-
rojatnosnom prostoru, kao Sto je ilustrirano sljede¢im primjerima:
Primjer 1.17 (Kona¢no mnogo jednako moguéih ishoda). Pretpostavimo da sludajan pokus

ima konacéno mnogo jednako mogucih ishoda te da je Q = {w1,...,wn}, tj. k(L) = n. Definiragmo
funkciju P: P(2) — [0,1] na sljedeéi nacin:

P = &, i€ fl..n),

A={wj:j€la, IaC{l,...,n}}, PA)=> P{w}).
i€l 4
Na taj je nacin zadana funkcija na P(2) koja zadovoljava sve zahtjeve definicije vjerojatnosts
(provjerite!). Osim toga, tako definirana vjerojatnost podudara se s klasiénim pristupom odredi-
vanja vjerojatnosti.
Primjer 1.18. Neka je prostor elementarnih dogadaja slucajnog pokusa 2 = N. Definirajmo
Sfunkciju na o-algebri P(N) na sljedeéi nacin:
. 1 .
P = i€N,
A={iviz,in,. ), P(A) =S P{i}).
;€A

Dokazimo da je na taj nacin definirana vjerojatnost na N.

1. Ocigledno je P(A) > 0 za sve A € P(N).

2. Provjerimo je li P(N) = 1. Koristimo formulu za sumu geometrijskog reda s kvocijentom

— ¢ prvim c¢lanom —:
2 2

1 1
PN)=> —=—21=1
i€N 2 1-3
8. Da bismo provjerili o-aditivnost uzmimo familiju {A1, Aa, ..., An, ...} disjunktnih podsku-
pova skupa N. Neka je

A1 = Aan,a12,...,a15,...} CN,
Ay = {a21,a22,...,0az;5,...} CN,
An = Aani,an2,...,anj,...} CN, neN,

Pri tome je
1

29nj

8

P(An) =

<1.

j=1
Uoc¢imo takoder da, zbog disjunktnosti skupova A;, medu brojevima a,; € N nema istih pa

se njihova unija moze prikazati kao

oo
U Ap ={a11,a12,...,015,...,021,022,...,025, -+, Anl,Gn2; .-, Angj,---}-
n=1

o0
Vjerojatnost unije dobije se sumiranjem brojeva oblika (27%) po svim k € |J An. S obzi-
n=1

oo oo
rom da je |J An CN, niz (27k,k5 e U An) podniz je geometrijskog niza s kvocijentom
1 n=1

n= =
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1/2. Time je i red koji se dobije sumiranjem clanova tog niza konvergentan i vrijedi (vidi
poglavlje 5.3 w Dodatku):

oo oo oo 1 oo
P< A,L>ZZWZP(AH).
1 n=1j =1 n

n= =1

Takav nacin zadavanja vjerojatnosti na diskretnom vjerojatnosnom prostoru moze
se primijeniti uvijek. Ako je s @ = {w;,i € I C N} dan prostor elementarnih

dogadaja, potreban je samo niz brojeva (p;,i € Ig) sa svojstvima

1. p; > 0zasvei€ Ig,

da bismo definirali vjerojatnost na tom diskretnom 2 kao
P(A) =Y P{w}) =) p:
i€la i€la

Naime, vrijedi sljedec¢a tvrdnja:

Neka je s (p;,i € I), I C N zadan niz realnih brojeva sa svojstvima:

1. p,>0zasvei€el,

2. Zpizla
i€l

te neka je 2 bilo koji skup koji ima k(I) elemenata. Tada je izrazom
1€l

gdje je I4 skup indeksa elemenata iz () koji pripadaju skupu A, dobro
definirana vjerojatnost na (Q2,P(Q2)).

Dokaz. Neka je Q = {w;,7 € I} dan neprazan skup. Dokazimo da je funkcijom
(1.1) dobro definirana vjerojatnost.

1. Ocigledno je P(A) > 0 za sve A € P(Q).

2. P(Q) =Y p; = L
el

3. Neka su Ay, Ag,..., Ay, ... disjunktni podskupovi od Q1 A = |J 4;. Tada
i=1
familija skupova {41, As,..., Ay,...} €ni jednu particiju skupa A. Koris-

teéi rezultate teorije ponovljenih redova (poglavlje 5.3 u Dodatku) moZemo
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zakljuciti da vrijedi:

PA) = pi=> > pj=> P(A),

JEIlA iGNjEIAi i€N
pa vrijedi o-aditivnost.
Primjer 1.19. Dan je niz triju brojeva: %, % 9 % Mozemo li taj niz nadopuniti cetvrtim brojem

tako da ta cetiri broja dobro definiraju vjerojatnost na diskretnom vjerojatnosnom prostoru u
smislu ovoga poglavija? Odgovor je potvrdan. Naime, navedena tri broja pozitivna su i manja od

1, a suma im iznosi %, Sto je jos wvijek manje od 1. Dakle, ako za cetvrti broj izaberemo razliku

- % = %, prema rezultatima ovoga poglavlja slijedi da postoji vjerojatnosni prostor na kojemu

pomocéu tih brojeva moZemo zadati vjerojatnost. Npr. uzmemo Q = {1,2,3,4}, F =P(Q) ¢

1

P@N =5 PU2D=: PE@H=3 P{H=.

1.7 Primjeri vjerojatnosti na R

Postoji mnostvo slu¢ajnih pokusa za koje je prirodno pretpostaviti da prostor ele-

mentarnih dogadaja sadrzi neki interval.

Primjer 1.20. Vrijeme (mjereno u sekundama) koje postize atletidar u utrci na 100 metara moZe
se modelirati kao rezultat slucajnog pokusa s vrijednostima iz intervala [0,13]. S obzirom da se
vrijeme na utrkama danas mgeri vrlo precizno, nije mudro modelirati rezultate takvog pokusa kao

diskretan skup. Zbog toga uzimamo npr. Q = [0,13] ili neki veéi skup koji sadrZi interval [0, 13].

Vjerojatnost u takvim vjerojatnosnim prostorima ne moze se odrediti koristec¢i niz
vrijednosti koje ona postize na pojedinacim ishodima ve¢ i zbog ¢injenice da prostor
elementarnih dogadaja nije prebrojiv. Jedan od nacina na koji je mogucée zadati
vjerojatnost na intervalima, a koji je prikladan za racunanje, jest koristenje nene-
gativne realne funkcije definirane na skupu R koja s osi apscisa zatvara jedini¢nu
povrSinu. Naime, odaberemo takvu nenegativnu realnu funkciju i zadamo vjero-
jatnost nekog skupa A kao povrsinu koju zatvara graf te funkcije s osi apscisa nad
skupom A.

Primjer 1.21. Pretpostavimo da racunalo izvodi neku numericku proceduru s toénoséu na 6
decimanih mjesta i daje rezultat 1.234567, no da je stvaran rezultat te procedure zapravo meki
realan broj iz intervala [1.234567,1.234568). U tom kontekstu kao prostor elementarnih dogadaja
promatramo interval Q = [1.234567,1.234568). Kako nemamo razloga preferirati odredene brojeve
iz Q) kao stvarne rezultate te numericke procedure, pretpostavijamo da su svi podintervali od Q2 koji
imaju jednaku duljinu jednako moguéi. U skladu s tom pretpostavkom i shvacanjem vjerojatnosti

kao dijela cjeline, vjerojatnost da je stvaran rezultat iz intervala A C Q u ovom se primjeru moZe
zadati kao kvocijent duljine intervala A i duljine cijelog §2:

=48
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Tako definirana funkcija na o-algebri koja sadrzi sve podintervale od 2 zadovoljavat ée zahtjeve
postavljene u definiciji vjerojatnosti’ te je time dobro definirana vjerojatnost na Q = [1.234567, 1.234568).
Zovemo ju geometrijska vjerojatnost na Q = [1.234567,1.234568).

Primjer 1.22. Vjerojatnost iz prethodnog primjera definiranu na Q = [1.234567,1.234568) mo-

Zemo prosiriti na ' = R koristenjem menegativne realne funkcije

) = o5 - @ € [1.234567, 1.234568)
- 0 , z ¢ [1.234567,1.234568)

Graf funkcije f prikazan je na slici 2.15.

A
1 -
10—6 |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
1 1
I\ : X
1.234567 1.234568

Slika 1.10: Graf funkcije f(.T) = 10%6 'I[1A234567,1.234568) ((17)

Vjerojatnost dogadaja A C Q' (oznacimo je P') definiramo kao povrsinu koju zatvara graf te funk-

cije s o0si apscisa nad intervalom A. Uocimo da za intervale A C Q' koji su ujedno i podintervali

od Q2 iz primgjera 1.21 vrijedi

gdje je P geometrijska vjerojatnost definirana u primgjeru 1.21.

Prednost je zadavanja vjerojatnosti pomocu nenegativne funkcije u odnosu na vje-
rojatnost kao kvocijent duljina intervala u tome Sto se moze generalizirati i na

probleme u kojima nema razloga pretpostavljati da su svi ishodi jednako moguéi.

Primjer 1.23. U primgjeru 1.20 nije razumno olekivati istu vjerojatnost da atleticar postigne
vrigeme w intervalu [0,5] kao u intervalu [8,13] iako su duljine tih intervala jednake. Naime,

2Dovoljno je provijeriti da vrijede prva dva zahtjeva iz definicije vjerojatnosti te treéi zahtjev

za kona¢no mnogo disjunktnih intervala.
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poznato je da srednjoskolci uobicajeno postizu vrijeme od oko 12 sekundi pri tréanju na 100 metara,
a rezultati se atletidara uglavnom kreéu izmedu 9 ¢ 10 sekundi. Vjerojatnost koja je definirana na
intervalu [0, 13] koristenjem principa jednako moguéih ishoda imala bi pripadni graf funkcije kao

Sto je prikazano na slici 1.11.

Slika 1.11: Graf funkcije koja uniformno definira vjerojatnost na [0, 13]

Preferiranje intervala [8,13] nad ostatkom moZemo npr. predociti grafom funkcije na slici 1.12.

y
3
L | |
! : X
8 13

Slika 1.12: Graf funkcije koja definira vjerojatnost na [0, 13] uz preferiranje intervala [8, 13].

Da bi realnom funkcijom mogli modelirati vjerojatnost na opisani nadin bitno je da povrsina koju
zatvara njezin graf s osi apscisa iznad cijelog 2 bude jednaka 1, a graf funkcije moZe rasti i padati
na ) tako da odraZava stupanj vjerovanja da se pojedini intervali realiziraju u stvarnom pokusu.
Ako Zelimo neki interval preferirati nad ostalim podrucjem, iznad mjega i vrijednosti funkcije
kojom opisujemo vjerojatnost trebaju biti vece.

U ovom trenutku necemo se baviti odgovorom na pitanje je li vjerojatnost odredena funkcijom
¢iji je graf dan na slici 1.12 u skladu s problemom opisanim u primjeru ili treba raditi dodatne

modifikacije. O uskladenosti modela sa stvarnim problemima bit ée rijeci u drugom dijelu knjige

koji se bavi statistikom.
Opéenito, neka je dana realna funkcija f realne varijable, tj. f: R — R takva da je

o f(z)>0,zasvex €R
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oo

. / f(z)dz = 1.

Neka je B najmanja o-algebra podskupova od R koja sadrzi sve intervale. Izrazom

PA)= [ f(z)dz, A€eB
/

definirana je vjerojatnost na B. Matematicka teorija koja omoguéava dokaz te

¢injenice moze se naéi npr. u [206].

Ukoliko je prostor elementarnih dogadaja samo jedan interval Q) koji je pravi pod-
skup od R, potrebno je da f f(z) dz bude jednak 1. To moZemo lako zadovoljiti
Q

tako da na Q¢ stavimo vrijednosti funkcije f(x) na nulu.
Primjer 1.24. PokaZimo da pomoéu funkcije f: R — R (slika 1.13) definirane formulom
3 2
S1-2?),ze[-1,1
@) = 1 ) [(—1,1] 7
0 @ ¢ [—1,1]
moZemo definirati vierojatnost na skupu R, tj. da je funkcija f nenegativna i normirana:
- nenegativnost - iz analiticke definicije funkcije f slijedi da je f(x) >0, Vz € R,

- mormiranost - povrsina je ispod grafa funkcije f (pogledati sliku) nad skupom R
1

R/f(z)dx_/iu—x?)dx_i.i_L

-1

Blow

-1 1
. 3
Slika 1.13: Graf funkcije f(z) = N (1—2%)- I[—1,1(2)-
Primjer 1.25. VazZan je primjer nenegativne funkcije f: R — R pomocu koje moZemo definirati

vjerojatnost na R funkcija definirana formulom (slika 1.14)

1 z2
flz) = e 2, zeR
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y
0.3¢
0.2t
0.1¢

. : - . X
-4 -2 2 4
22
Slika 1.14: Gaussova krivulja - graf funkcije f(x) = \/% ez .

1.8 Primjeri vjerojatnosti na R? i R?

Ukoliko je prostor elemetarnih dogadaja 2 pravokutnik ili neki drugi geometrijski
lik, za modeliranje vjerojatnosti na €2 moZe se prenijeti logika nastala pri modelira-
nju vjerojatnosti na intervalima. Sli¢no se moze primijeniti i na skupove 2 koji su
zadani kao geometrijska tijela.

Primjer 1.26. U pokusu slucajnog izbora tocke iz kruga radijusa r vjerojatnost moZemo zadati

pomocu kvocijenta dijela i cjeline. Tako je vjerojatnost da bude izabrana tocka iz kruznog odsjecka

A povrsine s(A) dana izrazom

P(A) =

r2r
Naime, s(2) = r27 predstavlja povrsinu cijelog kruga, a povrsina dijela koji nas zanima oznacena

je sa s(A).

Primjer 1.27. Pri slucajnom izboru tocke iz kugle radijusa r vjerojatnost takoder moZemo zadati
pomocéu kvocijenta dijela i cjeline. Tako je vjerojatnost da bude izabrana tocka iz kuglinog isjecka
A volumena v(A) dana izrazom

v(4)

4.3
37‘71'

P(A) =
. . 4 45 .
s obzirom da je v(Q2) = 57’ 7 volumen cijele kugle.

Za modeliranje se vjerojatnosti koje preferiraju neke dijelove prostora elementarnih
dogadaja u odnosu na druge dijelove istih dimenzija (povrSine odnosno volumena)
takoder moze prenijeti logika zadavanja vjerojatnosti pomocéu nenegativne realne
funkcije. U slucaju kad je Q@ = R? (odnosno, 2 = R?) radi se o nenegativnoj realnoj

funkciji f: R? — R (odnosno, f: R?® — R) koja mora zadovoljati sljedece svojstvo:

Q/ Fx)dx =1,
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gdje je x € R? (odnosno, x € R?).

Uoc¢imo da je za dvodimenzionalne €2 to dvostruki integral, pa postavljeni zahtjev
zapravo znaci da volumen tijela koje je omedeno grafom funkcije f i ravninom
(21, 22) na dijelu za koji vrijedi (z1,z2) € Q mora iznositi 1. Za trodimenzionalne
Q to je trostruki integral.

Vjerojatnost je skupa® A C Q tada dana izrazom

=A/f(x dx

Primjer 1.28. Pokazimo da pomocu funkcije f: R?2 — R definirane formulom
3, 2
- (z*+y), (z,y) € [-1,1] x [0,1
Floy) = = ( ) (@y) € [-1,1] x [0, 1]
0 , za ostale (r,y) € R?
moZemo definirati vjerojatnost na R?, tj. da je funkcija f nenegativna i normirana:
- nenegativnost - iz analiticke definicije funkcije f slijedi da je f(x,y) >0, V(z,y) € R2,

- normiranost - volumen kojega graf funkcije f zatvara sa skupom R?, tj. volumen ispod
grafa funkcije f nad pravokutnikom [—1,1] x [0,1] znosi

1
//m +y)dzdy = 1.
0

Prema tome, vjerojatnost skupa A = [0,1] x [0,0.5] C R? racunamo na sljedeéi nacin:

OT\OD

f(z,y)drdy =
R2

PA) = [ oy dedy = =
A

ol w
o\o

1
7
/x +y)dedy = —.
0

Primjer 1.29. PokaZimo da pomocu funkcije f: R® — R definirane formulom

1
-2z(rx+vy), (z,y,2) €0,2] x [0,1] x [-2,0
o) — 4 52ET) L @22 €[0.2x 0,1 x (2,0
0 , za ostale (z,y,2) € R3
moZemo definirati vjerojatnost na R3, tj. da je funkcija f nenegativna i normirana:
- nenegativnost - iz analiticke definicije funkcije f slijedi da je f(x,y,z) > 0, ¥(z,y,2) € R3,

- normiranost - volumen kojega graf funkcije f zatvara sa skupom R3 iznosi

2 1 0
1
/f(x,y,z)d;rdydz:§///z2(x+y)dxdydz:1.
R2 0 0 22

Prema tome, vjerojatnost skupa B = [0,1] x [0,1] x [~1,0] C R? racunamo na sljedeéi nacin:
1

1
1 1
:/f(;t,y,z)da:dydz:§ ///z2 z+y) dzdydz*ﬂ.
B 0

0

30 obliku o-algebre na kojoj se moze definirati vjerojatnost pogledati [26]. Specijalno, u dvo-
dimenzionalnom slu¢aju vjerojatnost se na taj nac¢in moze definirati na najmanjoj o-algebri koja
sadrzi sve skupove oblika (a, b) x (¢, d), gdje su a,b,c,d E R, a < b, ¢ < d.
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1.9 Uvjetna vjerojatnost. Nezavisnost

Primjer 1.30. Nakon izleta napravili smo 5 kopija istog CD-a s fotografijama izleta, ali su
samo tri kopije uspjele. Na CD-ove mismo stavili nikakve oznake i me znamo koji su ispravni,
a koji ne. Pretpostavimo da smo u Zurbi i da imamo vremena za provjeru samo jednog CD-a.
Izabrali smo jedan, provjerili i utvrdili da je neispravan. Medutim, u Zurbi nam se taj provjereni
CD pomijeSao s ostalima i sada moramo uzeti jedan bez provjere pa kako bude. Mislite li da bi
vjerojatnost odabira ispravnog CD-a u drugom biranju bila veéa da se provjereni CD nije pomijeSao
s ostalima? Analizirajmo te slucajeve odvojeno.

1. Pomijedani slucaj. Definiragmo dogadaje:
L; - u i-tom izvladenu izvuden je neispravan (los) CD,
D; - u i-tom izvlacenju izvucen je ispravan (dobar) CD,

gdje je i € {1,2}. S obzirom da je nakon prvog izvladenja sve ponovo pomijeSano, pri

drugom izvlacenju CD-a ponovo smo na pocetku, tj. rezultat prvog izvladenja uopée nema

utjecaja na rezultat drugog izvlacenja. Dakle, vjerojatnost dogadaja Do ne ovisi o realizaciji

dogadaja L. Slijedi da je vjerojatnost odabira ispravnog CD-a u drugom izvlacenju jednaka
3

vjerojatnosti odabira ispravnog CD-a u prvom izvlacenju i iznosi .

2. Nepomijesani slucaj. Ovaj puta je drugi pokus bitno promijenjen u odnosu na prvi. Sada

znamo da u drugom izvlacenju biramo od éetiri CD-a, od kojih su toéno tri ispravna, pa je

vjerojatnost dogadaja Do uz uvjet da se dogodio L1 jednaka %.

U oba sluc¢aja prethodnog primjera pojavljuju se dva izvlac¢enja CD-a. U pomijesa-
nom slucaju vjerojatnost u drugom izvlacenju ne ovisi o rezultatima prvog izvlaéenja
i zapravo je ista kao u prvom izvlacenju. Kazemo da drugo izvlaCenje ne ovisi o
prvom izvla¢enju i mozemo ih promatrati odvojeno. U nepomijeSanom sluc¢aju re-
zultat prvog izvlacenja utjeCe na vjerojatnost u drugom izvlacenju i nije mudro ta
dva izvlagenja promatrati kao sasvim odvojene cjeline. Da bismo mogli proucavati
takve probleme definirat ¢emo tzv. uvjetne vjerojatnosti koje ¢e opisivati rezul-
tate drugog izvlacenja i to: uvjetnu vjerojatnost uz uvjet da je u prvom pokusaju
izvuéen dobar CD i uvjetnu vjerojatnost uz uvjet da je u prvom pokusaju izvucen
los CD.

Definicija 1.5. Neka je dan vjerojatnosni prostor (0, F, P) i dogadaj A € F koji
ima pozitivnu vjerojatnost, tj. P(A) > 0. Funkcija P(- | A) definirana na F izrazom

P(AN B)

P(B|A) = =505

, BeF, (1.2)

je uvjetna vjerojatnost uz uvjet da se dogodio dogadaj A.

Tako definirana funkcija zadovoljava sve zahtjeve postavljene u definiciji vjerojat-
nosti, tj. na taj je na¢in definirana jedna vjerojatnost na ) (provjerite zahtjeve

iz. aksiomatske definicije vjerojatnosti!). Navedena ¢injenica ima za posljedicu to
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da se na P(B | A) mogu primijeniti sva svojstva vjerojatnosti koja su dokazana u
potpoglavlju 1.5. Tako npr. vrijedi:

e P(D]| A)=0,
o P(B°| A)=1—P(B|A),
[ ] zaBlgBQJeP(Bl\A)SP(BQ|A),1td

U pojedinim slu¢ajnim pokusima uvjetne vjerojatnosti modeliraju se po istom prin-
cipu kao i sve vjerojatnosti.

Primjer 1.31. Vratimo se primgeru 1.30. Odredimo uvjetne vjerojatnosti ishoda drugog izvlace-
nja u nepomijesanom slucaju uvjetovane na moguce ishode prvog izvlacenja.

Prvo uocimo da je u nepomijesanom slucaju iz primgera 1.30 vjerojatnost da je u drugom izvla-
cengu izvucen ispravan CD ako je u prvom izvladenu izvucen neispravan CD zapravo vjerojatnost
P(D2|L1). Dakle, imamo:

N = W

P(D2 | L1) , P(L2|L1)=

)

, P(L2|D1)=

Bl B~

2
P(D2|D1):Z:

Vjerojatnost presjeka.

Izraz se iz definicije uvjetne vjerojatnosti Cesto koristi za izra¢un vjerojatnosti
presjeka. To omogucuje jednakost (1.2) napisanu na drugi na¢in (pri ¢emu je
P(A) > 0):

P(ANB)=P(B| A)P(A).

Primjer 1.32. Ako u primjeru 1.30, u nepomijesanom slucaju, Zelimo odrediti vjerojatnost da
su u oba izvlacenja izvudeni losi CD-ovi moZemo primijeniti ovaj izraz. Dobijemo:

2 1
5=

P(Ly N L1) = P(L2 | L1)P(L1) = 0

1
4

Pojam nezavisnosti dogadaja.

Intuitivno je jasno da bi pojam nezavisnosti dvaju dogadaja A i B, pri ¢emu zahti-
jevamo da je P(A) > 0, morao odraZzavati ¢injenicu da realizacija jednog od njih ne
utjece na realizaciju drugog. To bi se na uvjetnu vjerojatnost trebalo odraziti tako
da je

P(B| A) = P(B),
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tj. da za vjerojatnost presjeka vrijedi

P(ANB) = P(B | A)P(A) = P(B)P(A).

Primjer 1.33. Za slucaj u kojemu smo u primjeru 1.30 pomijesali provjereni CD s ostalima
takoder moZemo odrediti uvjetnu vjerojatnost uz uvjet da je u prvom izvladenju izvucen lo§ CD,
kao i uvjetnu vjerojatnost uz uvjet da je u prvom izvlacenju izvuden dobar CD. Medutim, te ée
dvije uvjetne vjerojatnosti biti jednake, neovisno wvjetujemo li na dogadaj D1 ili Li. Uuvjetne
vjerojatnosti izvladenja ispravnog, odnosno neispravnog, CD-a u drugom izvladenju, uz uvjet da
je u prvom izvlacenju izvucen neispravan CD, iznose:

2

=

Nadalje, uvjetne vjerojatnosti izvlacenja ispravnog, odnosno neispravnog CD-a u drugom izvlace-

P(D2 | L) = P(D2) = 2, P(La| L) = P(L2) =

nju, uz uvjet da je u prvom izvladenju izvuden ispravan CD, iznose:
3 2
P(D2 | D1) = P(D32) = 5 P(Lz | D1) = P(L2) = 5

Slijedi da je vjerojatnost da su u oba izvlacenja izvudeni losi CD-ovi
2 2 4

P(L10L2)15~57%.

Definicija 1.6. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor. KaZemo da su dogadaji
A, B € F nezavisni ako vrijedi:

P(AN B) = P(A) P(B).

Sljedeca definicija pojam nezavisnosti dogadaja generalizira na proizvoljnu familiju

dogadaja.

Definicija 1.7. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor. KaZemo da je proizvoljna
familija dogadaja (A,,x € I) C F nezavisna ako za svaki konacan skup razlicitih

indeksa {iy,...,in} C I vrijedi
Pl (4, | =]]PA:).
j=1 j=1

Vazno je napomenuti da komplementiranje dogadaja nec¢e promijeniti njegovo stanje

nezavisnosti od nekog drugog dogadaja. Naime, vrijedi sljede¢a tvrdnja:
ako su A i B nezavisni dogadaji, onda su
A¢i B, Ai B¢, Ac i B¢

takoder nezavisni dogadaji.
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Dokaz. DokaZzimo samo prvu tvrdnju, ostale se dokazuju analogno. Zbog nezavis-
nosti je dogadaja A1 B P(AN B) = P(A)P(B). Upotrebom toga svojstva slijedi:

P(A°NB) = P(B\(ANB))=P(B) - P(ANB) =
= P(B) - P(A) P(B) = (1 - P(A)) P(B) =
= P(A°) P(B),

tj. dogadaji A° i B nezavisni su.

Primjer 1.34. Pojam nezavisnosti dogadaja olakSava racunanje vjerojatnosti kod mezavisnog
ponavljanja istog pokusa. Promotrimo pokus izvladenja kuglice iz $esira koji sadrzi 20 crvenih i 2
zelene kuglice. Odredimo vjerojatnost izvlacenja toéno dvije zelene kuglice u 30 ponavljanja toga

pokusa. Prilikom ponavljanja prethodno izvucena kuglica vraca se u Sedir i sve se dobro promijesa.

Da bi rijesili taj problem, prvo éemo uociti da je vjerojatnost izvlacenja zelene kuglice u svakom
pojedinom izvladenju wvijek ista i iznosi 1/11, dok je vjerojatnost izvlacenja crvene kuglice 10/11.
Prostor elementarnih dogadaja 2 tog slucajnog pokusa sastoji se od uredenih 30-torki slova "c" i
"z" koja oznadavaju boju kuglice izvudene u pojedinom izvladenju (tj. Q je skup svih varijacija s

ponavljanjem 30-og razreda dvoclanog skupa {c, z}).

Vjerojatnost da su u prvim dvama pokusagima izvucene zelene kuglice, a u svim ostalima crvene,

moZemo izracunati kao vjerojatnost presjeka nezavisnih dogadaja, pa ona iznosi

(&) (&)

Medutim, isto toliko iznosi vjerojatnost pojave svake uredene 30-torke toga pokusa u kojoj su tocno

320) elemenata koji imaju "z" na toéno dvjema pozicijama,

a svaki od njih ima vjerojatnost (%) . (%) 8, onda vjerojatnost izvladenja tocno dviju zelenih

dva slova "z". S obzirom da u Q) ima (

kuglica u tih 30 ponavljanja pokusa iznosi
(30> 1\? /10\*
2 11 1)

Formula potpune vjerojatnosti

Koristenje uvjetnih vjerojatnosti moze olaksati racunanje vjerojatnosti u slozenijim

slucéajevima.

Primjer 1.35. Student je pristupio pismenom ispitu, no ne moze doéi pogledati rezultate, stoga
ne zna je li prosao ili pao. Zamolio je svog prijatelja da to ucini umgjesto njega ¢ da mu posalje
poruku po bratu. Medutim, svjestan je da obojica govore istinu samo s vjerojatnoséu 2/3. Kolika

je vjerojatnost da ée student dobiti toénu informaciju?

Oznacimo A dogadag koji znaci da je student dobio tocnu informaciju, Ly &injenicu da je slagao
prijatelj, a Ly cingenicu da je slagao brat. Dogadaje da su brat i prijatelj govorili istinu oznadit
cemo sa Ip i Iy.
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Taj primgjer moZemo rijesiti tako da prebrojimo sve moguénosti i izracunamo vjerojatnosti presjeka
iz skupa

{Lp N Ly, IpN Ly, Ly NIy, Ip N I}
Student moZe cuti toénu informaciju u dvama od navedenih slucajeva: Ly N Ly i I N 1. Ako mu

brat i prijatelj laZu neovisno jedan od drugoga, onda je

P(Ly L) = P(L)P(Ly) = 3,

P(I, N 1) = P(I,) P(I;) = g

pa je vjerojatnost da cuje toénu informaciju

P(A):P(meLb)-f-P(Imeb):g-

Problem je jednostavan. Medutim, sljedeéi nacin rjeSavanja istog primjera sugerira princip koji

se moZe generalno primijeniti te olak$ati racunanje u mnogo sloZenijim situacijama.

Uocimo da prijatelj moZe samo lagati ili reéi istinu. Dakle, dogadaji se Ly i I, medusobno isljucuju
(disjunktni su) i opisuju sve Sto se moZe dogoditi u odnosu na informaciju koju prenosi prijatelj.
Takoder je

P(A) = P(ANI,)+ P(ANLy) =
:P(A|IP)P(IP)+P(A|LP)P(LP):
22 115

33 33 9

Definicija 1.8. Konacna ili prebrojiva familija dogadaja {H; : i € I}, I C N, u
vjerojatnostnom prostoru (2, F, P) je potpun sustav dogadaja ako vrijedi:

1. P(H;) >0 za svei€ I,

2. HHNH; =0 zasvei #j,1,j€l,

3. UH; =Q.

i€l
Napomena 1.1. Potpun sustav dogadaja {H; : i € I}, I CN, ¢ini jednu particiju
prostora elementarnih dogadaja Q) (slika 1.15). Prema tome, bilo koji dogadaj A C Q
moguce je prikazati kao uniju presjeka dogadaja A s dogadajima H;, I C N, potpunog
sustava dogadaja, tj.
A=J@Anm),
il

Sto prikazujemo slikom 1.16.



36 UVJETNA VJEROJATNOST. NEZAVISNOST

Q [
HZ Hn
\_//

Slika 1.15: Potpun sustav dogadaja.

Slika 1.16: Prikaz dogadaja A C €2 kao unije dogadaja AN H;, i € I CN.

Teorem 1.1 (Formula potpune vjerojatnosti). Neka je (2, F, P) vjerojatnosni
prostor i {H; :i € I}, I C N, potpun sustav dogadaja na njemu. Tada za proizvoljan
dogadaj A € F vrijedi
P(A) = P(A| H)P(H,). (1.3)
icl

Dokaz. Uo¢imo da dogadaj A € F moZemo predstaviti na sljedeéi nacin:

A=JAnH,.
il
Takoder uoc¢imo da je {ANH; : i € I'}, I CN, familija disjunktnih skupova. Prema
tome slijedi da je

P(A) = ZP(AﬂHi) = ZP(A | Hi)P(H;).
el el
Primjer 1.36. Uli¢ni kockar ima dva novcica od jedne kune: jedan je pravilno izraden (tzv.
standardni novéié), a drugi s obiju strana ima slavuja (tj. nepravilno je izraden, tzv. nestandardni

novc¢ié¢). Vama je ponudio da na slucajan nacdin odaberete jedan novéié koji ée on baciti dva puta.

Kolika je vjerojatnost da je u oba bacanja odabrani novéié pao na slavuja?

Ocito traZena vjerojatnost ovisi o tome koji smo od dvaju ponudenih novcéiéa odabrali. Dakle, kao
potpun sustav dogadaja promatramo familiju {H1,H2} gdje su dogadaji H1 i Ha definirani na
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sljedeéi nacin:
Hi —  odabran je standardan novdié,
Ho — odabran je nestandardan novdié.
Buduéi da novdié izvlacimo na slucajan nadin, vjerojatnosti dogadaja Hy i Ho iznose
1
P(H1) = P(H2) = 3

Dogadaj ¢iju vjerojatnost Zelimo izracunati jest
A — u dvama je bacanjima odabrani novcié oba puta pao na slavuja.

Iz definicije promatranog problema slijedi:

11 1
PA|H)=--—=—-, PA|Hz)=1-1=1.
(AJH)=o.o=7 (A Hz)
Prema formuli potpune vjerojatnosti slijedi traZena vjerojatnost:
1/1 5
P(A) = P(Hl)P(A ‘ Hl) + P(HQ)P(A ‘ H2) = 5 (Z + 1) = g

Primjer 1.37 (Monty Hall problem ?). Pretpostavite da igra¢ sudjeluje u igri u kojoj bira
jedna od triju vrata. Iza jednih je vrata automobil, a iza preostalih dvaju vrata nalaze se koze.
Npr. ako igrac izabere prva vrata, voditelj igre (koji zna iza kojih vrata se nalazi automobil, a iza
kojih koze) otvorit ée ona od preostalih dvaju vrata za koja zna da kriju kozu (slika 1.17).

JEE  mEp

(a) Pocetni izbor (b) Potez voditelja

Slika 1.17: Monty Hall problem

Nakon toga voditelj pita igraca: "Zelite li promjeniti vas izbor vrata?". Mi se pitamo je li mudro
da igra¢ promijeni izbor?

Promotrimo situaciju u kojoj se automobil nalazi iza drugih vrata, a igra¢ je odabrao prva vrata
- to znacdi da ée voditelj otvoriti treca vrata jer zna da se iza njih nalazi koza. Uvedimo sljedece
oznake za promatrane dogadaje:

A; - automobil se nalazi iza i-tih vrata,

I; - igrac je izabrao i-ta vrata,

4Monty Hall problem prvi put postavljen je 1975. u pismu Stevea Selvina uredniku &asopisa
American Statistician, a nazvan je prema voditelju americkog kviza Let’s make a deal.
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Vi - wvoditelj je otvorio i-ta vrata,

Vi | I - ako je igrac odabrao j-ta vrata, voditelj je otvorio i-ta vrata, i # j,
gdje su i,j € {1,2,3}. Buduéi da igra¢ ne zna iza kojih se vrata malazi automobil, dogadaji A;
1 I; nezavisni su za svaki izbor i i j. Odgovor na pitanje je li mudro za igraca promijenili izbor
vrata mozZemo dobiti tako da izracunamo vjerojatnost da se automobil nalazi iza drugih vrata
ako je igra¢ odabrao prva vrata i voditelj potom otvorio treéa vrata. Tu vjerojatnost racunamo
primjenom definicije uvjetne vjerojatnosti:
P (V5 n (AQ N Il)) _ P(V3 | As N Il)P(AQ)

P(IyNV3) - P(Vs | I)

Kako ée u promatranoj situaciji voditelj otvoriti treca vrata jer zna da se iza njih nalazi koza,
sligedi da je P(Va | A2 N 11) = 1. Dogadaji A1, As i As &ine potpun sustav dogadaja i P(A1) =
P(A2) = P(As) = 1/3. Preostaje izracunati P(V3 | I1). Prema formuli potpune vjerojatnosti

P(AQlIl N Vg) =

slijedi da je
3 3
P(Vs | 1) =P, (Va) =>_ Pr,(A)Pr, (V3| Ai) =Y P(A; | )P (Vs | Ain ).
i=1 i=1

Kako su dogadaji A; i Iy, i € {1,2,3} nezavisni, slijedi da je
1
P(AZ |11):P(A,L'):57 i€{1,2,3}.

Nadalje, zakljucujemo da je P (V3| AiNIl) =1/2, P(V3|AanN)=1i¢P((Vz|AsnNI) =0,
iz Cega slijedi da je Pr, (V3) = P(V3 | I1) = 1/2. Sada lako slijedi da je P(A2|Iy NV3) = 2/3 te

zakljucujemo da je u opisanoj situaciji promjena izbora vrata mudar potez za igraca (slika 1.18).

113 213 l

g &

2i3 0
(a) Vjerojatnosti bez sudjelo- (b) Vjerojatnosti sa sudjelo-
vanja voditelja vanjem voditelja

Slika 1.18: Vjerojatnosti ishoda u Monty Hall problemu

Analizirajte probleme vezane uz druge odabire vrata i smjestaje automobila.

U primjenama ¢esto elemente potpunog sustava dogadaja {H; :i € I} C F, I CN,
tj. skupove H; zovemo hipotezama. Ponekad je korisno razmisljati o rac¢unanja
vjerojatnosti da je postavljena hipoteza istinita ako utvrdimo da se realizirao neki
dogadaj. Npr. ako u primjeru 1.36 utvrdimo da se u oba pokusaja okrenuo slavuj,
mozemo se pitati kolika je vjerojatnost da je izvuceni nov¢i¢ standardan, a kolika da
nije standardan. Za izra¢unavanje vjerojatnosi tog oblika moze se koristiti rezultat

poznat pod nazivom Bayesova formula.
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Teorem 1.2. Neka je {H; : i € I}, I C N, potpun sustav dogadaja na vjerojat-
nosnom prostoru (Q, F, P) i neka je A € F dogadaj s pozitivnom vjerojatnosti, tj.
P(A) > 0. Tada za svaki i € T vrijedi:

P(H;)P(A | H;)

(1.4)

Dokaz. Primjenom definicije uvjetne vjerojatnosti slijedi:

_ P(H;nA) P(H;)P(A| H;)

Primjer 1.38. Za problem opisan u primjeru 1.36 pomocu Bayesove formule izracunajmo vje-
rojatnosti P(H1 | A) © P(Ha | A), pri ¢emu dogadaje H1 | A i Ha | A interpretiramo na sljedeci
nacin:
Hi|A —  ako je u oba bacanja novié pao na slavuja,
odabran je standardan novdié.
Hy | A —  ako je u oba bacanja novéié pao na slavuja,
odabran je nestandardan novdié.

Primjenom Bayesove formule slijedi:

-1 4

5 5
8

=
N | =

1
2 1
P(H1|A):T:gv P(Hz | A) =
8
Uocimo da je

P(Hy | A)+ P(H2 | A) = =1

(SR
Ol

1.10 Zadaci

Zadatak 1.1. Odredite skupove elementarnih dogadaja za sljedece sluc¢ajne pokuse:
a) uzastopno bacanje pravilno izradenog novéi¢a dva puta,
b) bacanje jedne pravilno izradene igrace kockice,
c) istovremeno bacanje dviju pravilno izradenih igrac¢ih kockica,
d) uzastopno bacanje pravilnom izradene igraée kockice n puta, n € N,
e) slucajan izbor delegacije od dvaju ¢lanova iz skupa osoba {A, B,C, D, E, F'}.
Rjesenje:
a) @={(P,P),(P,G),(G,P),(G,G)}
b) @ = {1,2,3,4,5,6},
c) Q={(i,j) 4,5 €{1,...,6}},
d) Q={0G1,..-,in) :t1,...,in € {1,...,6}},
e) Q je familija svih dvoélanih podskupova skupa {A4,..., F}.
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Zadatak 1.2. Odredite prostor elementarnih dogadaja slu¢ajnog pokusa koji se sastoji od ba-
canja pravilno izradenog nov¢i¢a i pravilno izradene igrac¢e kockice redom, pri ¢emu se kao ishod

registriraju pojava pisma ili glave na nov¢i¢u i broj na gornjoj strani kockice.

Rjesenje: Q = {(i,5):1 € {P,G},5 € {1,...,6}}.

Zadatak 1.3. Odredite prostor elementarnih dogadaja slu¢ajnog pokusa koji se sastoji od bacanja

pravilno izradenog nov¢i¢a i odabira jednog elementa skupa {A, B,C, D, E'} redom.

RjeSenje: oznacimo 1 realizaciju pisma i 0 realizaciju glave pri bacanju novéica; Q = {0,1} x
{A,B,C,D, E}.

Zadatak 1.4. Odredite prostor elementranih dogadaja slu¢ajnog pokusa koji se sastoji redom od
bacanja pravilno izradene igra¢e kockice i pravilno izradenog tetraedra ¢ije su strane numerirane
slovima a, b, c1i d.

Rjesenje: Q = {(¢,7):i€{1,...,6},j € {a,b,c,d}}.

Zadatak 1.5. Slucajan pokus sastoji se od uzastopnog bacanja pravilno izradenog novci¢a sve

dok ne padne pismo. Odredite prostor elementarnih dogadaja tog pokusa.

Rjesenje: oznac¢imo 1 realizaciju pisma i 0 realizaciju glave; Q = {1, (0, 1), (0,0, 1), (0,0,0,1),...}

Zadatak 1.6. U kutiji se nalaze Cetiri papirica numerirana brojevima 1, 2, 3 i 4. Iz kutije se na
sluc¢ajan nacin izvlaéi jedan po jedan papirié i to:

a) bez vracanja,

b) s vracanjem,

sve dok se ne izvuce papiri¢ na kojemu je neparan broj. Ako se kao ishod tog slu¢ajnog pokusa

registriraju izvuceni brojevi, odredite prostor elementarnih dogadaja.

Rjesenje:
a) =1{1,3,(2,1),(4,1),(2,3),(4,3),(2,4,1),(2,4,3),(4,2,1), (4,2,3)},
b) @ =1{1,3,(2,1),(2,2,1),(2,2,2,1),...}.

Zadatak 1.7. Strijelac gada metu 4 puta, pri emu se registriraju pogoci (oznafeni nulom) i
promasaji (oznaleni jedinicom). Odredite prostor elementarnih dogadaja i sljede¢e dogadaje:

a) A - gadanje je zapocelo promaSajem,
b) B - rezultat je svih gadanja isti,
¢) C - cilj je pogoden dva puta,

d) D - cilj je pogoden barem dva puta.
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Rjesenje:

Q = {(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,0,0),
(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,1),(1,1,1,0),
(0,1,1,1),(1,0,1,1),(1,1,0,1),(1,1,1,1)}.

Zadatak 1.8. Vitez Okruglog stola kralja Arthura, Sir Lancelot, odlucio je strijelom gadati jabuku
kroz zlatni prsten u Cast kraljice Guinevere. Sir Lancelot ima na raspolaganju samo luk i 4 strijele
i moze gadati jabuku sve dok je ne pogodi 2 puta ili ne potrosi sve strijele (pogoci i promagaji ne
moraju se realizirati zaredom). Odredite prostor elementarnih dogadaja €2 te sljedeé¢e dogadaje:

e A - jabuka je promaSena to¢no dva puta,

e B - jabuka je promaSena u posljednjem pokusaju.
Jesu li dogadaji A i B disjunktni?
Rjesenje:
Q = {(1,1),(0,1,1),(1,0,1),(0,0,1,1),(0,1,0,1), (1,0,0,1), (1,0,0,0),

(07 17 0? 0)7 (07 07 1’ 0)’ (0’ 07 07 1)7 (07 0’ 07 0)}7

A=1{(1,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,0,1)},
B = {(07 07 07 0)7 (1707 07 0)7 (07 1707 0)7 (07 07 170)}7 ANB = @

Zadatak 1.9. U natjecanju u strelicarstvu lukom i strijelom Robin Hood gada jednostavnu metu
(jedine mogucée realizacije gadanja su ili pogodak ili promagaj) sve dok ju ili ne pogodi dva puta
ili ne promasi tri puta (pogoci i promasaji ne moraju se realizirati zaredom). Odredite prostor
elementarnih dogadaja Q te sljedece dogadaje:

e A - druga odapeta strelica promasila je metu,
e B - prva i tre¢a odapeta strelica pogodile su metu.
Jesu li dogadaji A i B disjunktni?
Rjesenje:
Q= {(17 1)7 (17 0, 1)’ (0’ 1, 1)7 (07 0, 0)7 (07 0,1, 1): (07 0,1, 0)7
(1,0,0,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,1,0,0)}, A = {(1,0,1), (0,0,0), (0,0,1,1), (0,0, 1,0),(1,0,0,0), (1,0,0,1)},

B={(1,0,1)}, BCA.

Zadatak 1.10. Strijelac gada cilj oblika kruzne mete polumjera R, pri ¢emu se mjeri udaljenost
od mjesta pogotka do sredista mete. Odredite prostor elementarnih dogadaja.

Rjesenje: oznaéimo O promasaj mete pri gadanju; Q = [0, R] U {O}.

Zadatak 1.11. Neka je Q2 prostor elementarnih dogadaja nekog slu¢ajnog pokusa, te neka su A,
B i C dogadaji (A, B,C C Q). Pomoc¢u dogadaja A, B i C izrazite sljedec¢e dogadaje:

a) realizirao se samo dogadaj A,
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b) realizirali su se dogadaji A i B,
¢) realizirala su se sva tri dogadaja,
d) realizirao se barem jedan od dogadaja A, B i C,
e) realizirao se to¢no jedan od dogadaja A, B i C,
f) realizirali su se barem dva od dogadaja A, B i C,
g) realizirali su se to¢no dva od dogadaja A, B i C,
h) realizirali su se najvise dva od dogadaja A, B i C,
i) nije se realizirao niti jedan od dogadaja A, Bi C.

Rjesenje:

a) ANBcNCe,

b) AN B,

¢c) ANBNC,

d) AUBUC,

e) (ANBNC)U(A°NBNCY)U(A°NB°NC),

f)(AnB)U(ANC)Uu(BNO),

g) (ANBNCY)U(ANB NC)U(ANBNC),

h) A°U BcUC*,

i) (AUBUCQC)".

Zadatak 1.12. Medu studentima se okupljenima na predavanju slu¢ajno bira jedan student.
Promatramo sljedece dogadaje:

e A - student je muskog spola,

e B - student je vegetarijanac,

e (C - student zivi u studentskom domu.
a) Opisite dogadaj ANBNC.
b) Kada ¢e vrijediti AN BNC = A?

¢) Kada ¢e vrijediti C¢ C B?

d) Kada ce vrijediti A¢ = B? Vrijedi li nuZno ta jednakost ako su svi studenti muskog spola
vegetarijanci?

Rjesenje:
a) Student je muskog spola, vegetarijanac je i Zivi u studentskom domu.
b) Vrygedi kad su svi studenti muskog spola vegetarijanci i Zive u studentskom domu.
¢) Vrigedi kad su svi studenti koji ne Zive u studentskom domu vegetarijanci.

d) A¢ = B wrijedi ako su svi studenti vegetarijanci Zenskog spola (B C A€) i ako su sve
studentice vegetarijanci (A€ C B). Ako su svi studenti muskog spola vegetarijanci (tj. ako
je A C B) zakljuéujemo sljedece:

- A¢ C B samo ako su svi studenti (bez obzira na spol) vegetarijanci,

- B C A€ u opisanoj situaciji ne vrijeds,
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Sto znaci da ako je A C B, skupovi A° ¢ B nisu jednaki.

Zadatak 1.13. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Ako su A, B € F takvi da je P(A A
B) = 0, dokazite da je P(A) = P(B).

Uputa: AAB=(A\B)U(B\A).

Zadatak 1.14. Neka je (92, F, P) vjerojatnosni prostor te neka za A, B € F vrijedi da je P(A A
B) =01 P(A) = p. Izracunajte:

a) P(ANB)i P(AUB),
b) P(A\ B)i P(B\ A).

Zadatak 1.15. Dokazite da nezavisnost dogadaja A i B, A, B € F, povla¢i nezavisnost
a) dogadaja A i B¢,
b) dogadaja A€ i BC.

Zadatak 1.16. Na raspolaganju nam je kutija u kojoj se nalazi 100 papiri¢a numeriranih broje-
vima 1,2,...,100. Slucajan pokus sastoji se od izvlacenja jednog papiric¢a iz kutije. Upotrebom
klasi¢ne definicije vjerojatnosti odredite vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A - izvuleni je broj jednoznamenkast,
b) B - izvuéeni je broj dvoznamenkast,
¢) C - izvuleni je broj manji ili jednak broju k, k € {1,2,...,100},
d) D - izvuceni je broj strogo veéi od k, k € {1,2,...,100},
e) F - suma je znamenaka izvucenog broja 3,
f) F - umnoZak je znamenaka izvuéenog broja 6.
Rjesenje:
a) P(A) =0.09, b) P(B) = 0.9, c) P(C) = k/100,
d) P(D) = (100 — k)/100, €) P(E)=0.04, f) P(F)=0.04.

Zadatak 1.17. Pravilno izradena igrac¢a kockica baca se dva puta. Upotrebom klasi¢ne definicije
vjerojatnosti odredite vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A - pali su jednaki brojevi,

b) B - suma je brojeva koji su pali 8,

¢) C - produkt je brojeva koji su pali 8,

d) D - suma brojeva koji su pali veéa je od produkta brojeva koji su pali,

e) E - produkt brojeva koji su pali veéi je od sume brojeva koji su pali.
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Rjesenje:
a) P(A) =1/86, b) P(B) =5/36, c¢) P(C)=1/18,
d) P(D) =11/36, e) P(E)=2/3.

Zadatak 1.18. Pretpostavimo da u posiljci od ukupno 500 jabuka ima 2% prezrelih jabuka.
Kolika je vjerojatnost da slucajan uzorak od 20 jabuka uzet iz te poSiljke sadrzi to¢no dvije
prezrele jabuke?

() (%)
(%)

Zadatak 1.19 (Problem rodendana). Kolika je vjerojatnost da izmedu n osoba, n < 365,

Rjesenje:

barem dvije osobe imaju rodendan istog datuma? Pretpostavljamo da svaka od n osoba moze biti
rodena s jednakom vjerojatnoséu bilo kojeg dana u godini i zanemarujemo postojanje prijestupnih
godina.

364 - -- (366 —
Rjesenje: 1 — #
36571

Zadatak 1.20. U kutiji se nalazi a crvenih i b zelenih kuglica (a > 2, b > 2). Iz kutije na sluc¢ajan
nadin istovremeno izvadimo dvije kuglice. Definirajmo sljede¢e dogadaje:

A —  izvucene su kuglice iste boje,
B —  izvucene su kuglice razli¢itih boja.

Koji je od dogadaja A i B vjerojatniji?

Rjesenje: P(A) = P(B) =

/N
5]
(S
o
~—

Zadatak 1.21. Pravilno izraden nov¢i¢ bacamo 10 puta zaredom. Kolika je vjerojatnost da se
pismo realizira to¢no tri puta?

Rjesenje: 510

Zadatak 1.22. Pravilno izradenu igra¢u kockicu bacamo 10 puta. Kolika je vjerojatnost da se
kao rezultat bacanja brojevi 1,2,3,4,5,6 pojave redom 2,3,1,1,1,2 puta?

N 10!
Rjesenje: ol

Zadatak 1.23. U autobusu se nalazi 15 ljudi. Do kraja putovanja ostale su 4 stanice. Kolika je
vjerojatnost da svi putnici izadu na istoj stanici?

Rjesenje: 414,
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Zadatak 1.24. Pretpostavimo da n ljudi na slucajan nacin sjeda za okrugli stol. Izracunajte
vjerojatnost da ¢e dva unaprijed odabrana covjeka sjediti zajedno.

2
Rjesenje: ——.
n—1

Zadatak 1.25. m muskaraca i n Zena rasporeduju se na slu¢ajan nadin u kazalistu na (m + n)
sjedala slozenih u redu. Kolika je vjerojatnost da sve Zene sjede zajedno (tj. jedna do druge)?
nl(m + 1)! m+1

Rjesenje: )l = <m;n>.

Zadatak 1.26. Svezanj od 52 karte podijeli se na dva jednakobrojna dijela. Odredite vjerojatnost
sljedeé¢ih dogadaja:
a) A - usvakom dijelu nalaze se po dva kralja,

b) B - u jednom dijelu ne nalazi se niti jedan kralj,

¢) C - u jednom dijelu nalazi se jedan, a u drugom dijelu tri kralja.

Rjesenje: P(A) = M _ 2 (33) 8 (32)

@ @y ()

Zadatak 1.27. Iz $pila od 52 karte na slu¢ajan nacin biramo 8 karata. Izracunajte vjerojatnost

P(C) =

da su izvucena
a) tri asa,
b) tri kralja,

¢) tri asa ili tri kralja.

Rjesenje: a)

Zadatak 1.28. Student je doSao na ispit znajuéi odgovore na 90 od 100 pitanja. Izvlaé¢i se pet
pitanja.
a) Kolika je vjerojatnost da ¢e student znati odgovore na svih pet pitanja?

b) Kolika je vjerojatnost da ¢e student znati odgovore na barem tri od pet izvuenih pitanja?

<950) ~ 0.584, b) (950) +10(940>+<120> (930) ~ 0.99.

) (%)

Rjesenje: a)

Zadatak 1.29. Iz SeSira u kojem se nalazi n kuglica na slu¢ajan nac¢in izaberemo nekoliko kuglica.

Kolika je vjerojatnost da smo izvukli paran broj kuglica?
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an—1—1
Rjesenje: ——
2n —1

Zadatak 1.30 (De Mereov paradoks). Bacamo tri razli¢ite pravilno izradene igrace kockice.

Zanima nas vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:
(a) A - zbroj brojeva na svim trima kockicama jednak je 11,
(b) B - zbroj brojeva na svim trima kockicama jednak je 12.

27 25

Rjesenje: P(A) = 5 P(B) = Ik

Zadatak 1.31. Standardni svezanj od 52 karte sastoji se od 26 crvenih karata (13 hercova i 13
karo karata) i 26 crnih karata (13 pikova i 13 trefova). Na slu¢ajan nacin iz Spila biramo 11 karata.
Odredite prostor elementarnih dogadaja €2 i izraGunajte vjerojatnosti sljedeé¢ih dogadaja:

a) A - izvulena je barem jedna crvena karta,

b) B - izvudeno je to¢no pet crnih karata ili to¢no sedam hercova.

Rjesenje: P(A) = é%l () (%) §11sz>, P(B) = @) @)+ (%) (266);(173) (349).

Zadatak 1.32. U SeSiru se nalazi 100 listica s oznakama od 00 do 99. Ako je zy (ne radi se o
umnosku z - y) oznaka na slu¢ajno odabranom listi¢u, odredite vjerojatnosti dogadaja A = {zy :
z-y <5}, B={zy:xz+y =11} te dogadaja C = {zy : zy > 60} pod uvjetom da se realizirao
dogadaj D = {zy:y > T}.

Rjesenje: P(A) = 27/100, P(B) = 2/25, P(C|D) = 2/9.

Zadatak 1.33. Pravilno izraden nov¢i¢ bacamo n puta. Odredite vjerojatnost da se pismo reali-
zira u to¢no m bacanja, m < n.

)

Rjesenje: on

Zadatak 1.34. Odredite vjerojatnost da rodendani 12 nasumi¢no odabranih ljudi padnu u razli-
Cite mjesece u godini?
11!

Rjesenje: o1t

Zadatak 1.35. U kutiji se nalazi (n + m) srecki od kojih n dobiva. Na slu¢ajan na¢in odabere
se k srecki. Kolika je vjerojatnost da medu njima bude j dobitnih?

() (75
"%

Rjesenje:

Zadatak 1.36. Odredite vjerojatnost da je slu¢ajno odabrana tocka iz segmenta [0, 1] racionalna?
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Rjedenje: vjerojatnost odabira racionalne tocke iz segmenta [0, 1] jest nula, tj. sluajno ¢e odabrana
tocka iz segmenta [0, 1] gotovo sigurno biti iracionalna.

Zadatak 1.37. Za fiksiranu tocku c € [a,b] i slu¢ajno odabranu toc¢ku z € [a,b] odredite vjero-
jatnosti sljedec¢ih dogadaja:
a) z <cg,

b

gl

) Kl
) T =,
d)

x je blize tocki a nego tocki b.

c—a c—a

, b )
b—a )b—a

Rjesenje: a)

Zadatak 1.38. Neka su z iy dva slu¢ajno odabrana broja iz segmenta [0, 1]. Odredite vjerojatnost
da za njih vrijedi:

a) = >y,

. . 1 2
Rjesenje: a) 1/2, b)7/8 <¢)0, d) 3 + ) In 2.

Zadatak 1.39. Neka su z i y dva slucajno odabrana broja iz segmenta [—2,2]. Odredite vjero-
jatnost da za njih vrijedi y < 22 iz < %y + 1.

Zadatak 1.40. Dva broda A i B trebaju sti¢i u istu luku. Njihova su vremena dolaska u luku
slu¢ajna, medusobno nezavisna i jednako vjerojatna tijekom 24 sata. Kad brod A stigne u luku,
on ostaje u njoj 1 sat, a brod B 2 sata. Buduéi da luka ne moze odjednom primiti dva broda,

odredite vjerojatnost da jedan od brodova ¢eka na oslobadanje luke dok drugi brod ne ode.

Rjesenje: 0.121.

Zadatak 1.41. Na kruZnici polumjera r = 2c¢m na slu¢ajan nacin biramo dvije to¢ke. Kolika
je vjerojatnost da ¢e udaljenost medu tim tockama mjerena duzinski (ne po kruZnici) biti najvise

2cm?

Rjesenje: 1/3.

Zadatak 1.42. Na kruznici polumjera 7 na slu¢ajan nacin odabrane su tri toc¢ke: A, B i C. Kolika

je vjerojatnost da je kruznici upisan trokut ABC' &iljastokutan?
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RjeSenje: 1/4. Pretpostavite da je polozaj tocke A na kruznici fiksan, promatrajte duljine kruznih
lukova AB i BC te tako odreden prostor elementarnih dogadaja skicirajte u Kartezijevom koordinatnom
sustavu.

Zadatak 1.43. Izradunajte vjerojatnost da korijeni kvadratne jednadzbe x2 + px + ¢ = 0 budu
realni, ako se koeficijenti p i q izabiru na slu¢ajan naéin iz segmenta [—1,1].

Rjesenje: 13/24.

Zadatak 1.44. U pravokutniku kojemu se stranice odnose kao 1 : 2 na sluajan nacin biramo

jednu tocku. Kolika je vjerojatnost da je tocka pala:
a) na dijagonalu pravokutnika,

b) blize duljoj stranici pravokutnika?

Rjesenje: a) 0, b) 3/4.

Zadatak 1.45. Na duzini AB duljine a na sluéajan nadin izabrane su toc¢ke M i N. Odredite
vjerojatnost da je to¢ka M blize tocki A nego toc¢ki N.

Rjesenje: 1/4.

Zadatak 1.46. Kolika je vjerojatnost da slu¢ajno odabrana toc¢ka u kvadratu bude bliza jednoj
od dijagonala nego stranicama kvadrata?

Ricgenie: V2

jesenjer ————.
+2

Zadatak 1.47. Vjerojatnost da se knjiga nalazi u knjiZnici iznosi p. Ako je knjiga u knjiZnici,

nalazi se na jednoj od n polica s jednakom vjerojatnoscéu (za svaku od tih n polica). Pregledano

je m polica, m < n, i knjiga nije nadena. Kolika je vjerojatnost da je knjiga ipak u knjiznici?

(n—m)p
n—mp

Rjesenje:

Zadatak 1.48. Pretpostavimo da na slu¢ajan nac¢in odabiremo realne brojeve z € [0,1]iy € [0, 2].
Kolika je vjerojatnost da je njihov zbroj veéi od dva, a produkt manji od jedan?

1 1
Rjesenje: — In2 — —.
2 4

Zadatak 1.49. Tocka A bira se na sluajan na¢in unutar jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom
duljine 3 cm. Kolika je vjerojatnost da udaljenost tocke A od bilo kojeg vrha trokuta bude veca
od 1 cm?

Rjesenje:

27
9v3’
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Zadatak 1.50. Zadano nam je pet duzina ¢ije su duljine 2 cm, 4 cm, 5 cm, 7 cm i 9 cm. Kolika

je vjerojatnost da se od tri slu¢ajno odabrane duzine moze konstruirati trokut?

Rjesenje: 2/5.

Zadatak 1.51. Tocka A bira se na slu¢ajan na¢in unutar raznostrani¢nog pravokutnog trokuta.
Kolika je vjerojatnost da je odabrana to¢ka A bliza hipotenuzi nego katetama?

Rjesenje: duljinu hipotenuze oznacimo ¢, a duljine kateta a i b; tada je trazena vjerojatnost i e
c

Zadatak 1.52. Trenutak u kojem ¢e neki signal sti¢i do prijemnika slu¢ajno je odabrani trenutak
iz intervala [0,T]. Prijemnik nece registrirati drugi signal ako je razlika izmedu dva uzastopna

signala manja od 7, 7 < T. Odredite vjerojatnost da prijemnik necée registrirati drugi signal.

72T — 1)

Rjesenje: T2

Zadatak 1.53 (Buffonov problem). Ravnina je podijeljena paralelnim pravcima koji su jedan
od drugog udaljeni za 2a. Na tu se ravninu na slucajan na¢in baca igla duljine 2, I < a. Odredite

vjerojatnost da igla sijeCe neki od pravaca.

. L2
Rjesenje: —.
arm

Zadatak 1.54. Slucajan pokus sastoji se od bacanja pravilno izradenog nov¢i¢a tri puta za redom.
Zelimo nadi vjerojatnost dogadaja A uz dani dogadaj B kada su A i B sljedeéi dogadaji:
e A - glava je pala viSe puta nego pismo,

e B - prvo je palo pismo.

Rjesenje: P(A|B) = 0.25.

Zadatak 1.55. Iz kutije u kojoj se nalazi m crvenih i n zelenih kuglica na slu¢ajan nacin izvuc¢eno
je k kuglica. Uz pretpostavku da su sve izvucéene kuglice iste boje, kolika je vjerojatnost da su sve
zelene?

n
Rjesenje: %

(%) + ()

Zadatak 1.56. Slucajan pokus sastoji se od slud¢ajnog odabira obitelji koja ima dvoje djece (uz
pretpostavku da su vjerojatnosti rodenja kéerke i sina jednake ($to priblizno odgovara stvarnoj
situaciji) te da znamo redoslijed radanja djece u obitelji). Treba provjeriti jesu li sljede¢i dogadaji

nezavisni:
e A - u obitelji je barem jedna kéerka,

e B - u obitelji su jedna kéerka i jedan sin.
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Rjesenje: A i B nisu nezavisni dogadaji.

Zadatak 1.57. Cilj se gada iz tri topa. Topovi pogadaju cilj nezavisno jedan od drugoga s
vjerojatnoscéu 0.4. Ako jedan top pogodi cilj unistava ga s vjerojatnoséu 0.3, ako ga pogode dva
topa uniStavaju ga s vjerojatnoséu 0.7, a ako ga pogode tri topa uniStavaju ga s vjerojatnoséu 0.9.

Nadite vjerojatnost uniStenja cilja.

Rjesenje: 0.3888.

Zadatak 1.58. Imamo dvije kutije. U prvoj se nalazi a bijelih i b crnih kuglica, a u drugoj c
bijelih i d crnih kuglica. Iz prve kutije na slu¢ajan nacin biramo k kuglica, a iz druge m kuglica.

Tih (k + m) kuglica izmijeSamo i stavimo u treéu kutiju.

a) Iz trece kutije na slucajan nacin izvucemo jednu kuglicu. Kolika je vjerojatnost da ona
bude bijele boje?

b) Iz trec¢e kutije na slu¢ajan nacin izvudemo tri kuglice. Kolika je vjerojatnost da je barem
jedna kuglica bijele boje?

Rjesenje:

) 1 ( ak n cm
a

k4+m \a+b c+d

b) Pomo¢u formule potpune vjerojatnosti odrediti vjerojatnost suprotnog dogadaja.

Zadatak 1.59. Na usmenom ispitu iz Uvoda u vjerojatnost i statistiku ponudeno je 10 pitanja
od kojih je student nauéio njih n, 0 < n < 10. Student ée poloziti ispit ako bude to¢no odgovorio
na dva slu¢ajno odabrana pitanja ili ako to¢no odgovori na jedno od njih te na trece, dodatno
postavljeno pitanje. Na koliko pitanja student treba znati to¢no odgovoriti da bi s vjerojatnoséu

ve¢om od 0.8 polozio ispit?

RjeSenje: student treba znati toc¢no odgovoriti na bar sedam pitanja.

Zadatak 1.60. Ptica slije¢e u slu¢ajno izabrano gnijezdo od ukupno tri gnijezda koja su joj na
raspolaganju. Svako gnijezdo sadrzi dva jaja i to: u prvom gnijezdu su oba jaja zdrava, u drugom
je jedno zdravo i jedan mucak, a u treéem su oba jaja mucka. Nadite vjerojatnost da ptica sjedi
na mucku. Ako je sjela na mucak, kolika je vjerojatnost da sjedi u drugom gnijezdu?

Rjesenje: ako je sjela na mucak, vjerojatnost da sjedi na drugom jajetu jest 1/3.

Zadatak 1.61. Neki izvor emitira poruke koje se sastoje od znakova 01 1. Vjerojatnost emitiranja
znaka 1 jest 0.6, a vjerojatnost emitiranja znaka 0 jest 0.4. Na izlazu se iz kanala 10% znakova
pogresno interpretira. Ako je primljena poruka 101, kolika je vjerojatnost da je ona i poslana?

Rjesenje: 0.743.
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Zadatak 1.62. Svi studenti iz grupe koja se sastoji od a odli¢nih, b vrlo dobrih i ¢ dobrih
studenata prijavili su ispit iz Uvoda u vjerojatnost i statistiku. Odli¢an student na ispitu moze
dobiti samo odli¢nu ocjenu, vrlo dobar student s jednakom vjerojatnoséu moze dobiti odli¢nu
ili vrlo dobru ocjenu, a dobar student s jednakom vjerojatno$éu moze dobiti vrlo dobru, dobru
ili dovoljnu ocjenu. Na ispitu se na slu¢ajan nacin proziva jedan student iz grupe. Kolika je

vjerojatnost da on dobije odli¢nu ili vrlo dobru ocjenu?

3a+3b+c

Rjesenje; —————.
Jesent 3(a+b+c)

Zadatak 1.63. Iz Sesira u kojem se nalazi n kuglica na slu¢ajan nacin izvla¢imo jednu kuglicu.
a) Kolika je vjerojatnost da ¢e ta kuglica biti bijela ako su sve pretpostavke o prethodnom

broju bijelih kuglica jednako vjerojatne?

b) Ako je izvudena bijela kuglica, kolika je vjerojatnost da se sve kuglice u Sesiru bijele?

Rjesenje: a) 1/2; b)2/(n+1).

Zadatak 1.64. U mrac¢noj prostoriji nalaze se Cetiri svjetiljke i sedam zarulja. Od Cetiri svjetiljke
ispravne su dvije, a od sedam Zarulja ispravne su &etiri. Ako na slu¢ajan nacin odaberemo ¢&etiri
zarulje 1 stavimo ih u svjetiljke, kolika je vjerojatnost da ¢e prostoriju obasjati svjetlo?

Rjesenje: 6/7.

Zadatak 1.65. Dane su nam dvije kutije Sibica. U prvoj kutiji nalazi se 12 sibica od kojih je
jedna slomljena, a u drugoj kutiji 10 8ibica od kojih je jedna slomljena. Uzimamo jednu Sibicu iz
prve kutije i prebacimo ju u drugu kutiju. Nakon toga iz druge kutije na slu¢ajan nacin biramo

jednu 8ibicu. Kolika je vjerojatnost da smo izabrali slomljenu $ibicu?

Rjesenje: 13/132.

Zadatak 1.66. Na raspolaganju imamo dvije kutije: u prvoj se nalaze 2 bijele i 4 plave, a u drugoj
3 bijele i 2 plave kuglice. Iz prve kutije na slu¢ajan nacin, nezavisno jednu od druge, odaberemo
dvije kuglice i prebacimo ih u drugu kutiju. Kolika je vjerojatnost da potom odabrana kuglica iz

druge kutije bude bijele boje?

Rjesenje: 11/21.

Zadatak 1.67. Iz SeSira u kojem se nalazi n kuglica izvla¢imo nasumic¢no jednu kuglicu. Kolika
je vjerojatnost da ¢e ta kuglica biti bijela, ako su sve pretpostavke o prethodnom broju kuglica
jednako vjerojatne? Nakon §to je izvucena bijela kuglica, kolika je vjerojatnost da su sve kuglice
u Sesiru bijele?

2
Rjesenje: ———.
) / n+1



52 ZADACI

Zadatak 1.68. U tri kutije nalaze se zZute i zelene kuglice. U prvoj kutiji nalazi se 5 zutih i 3
zelene kuglice, u drugoj kutiji nalaze se 4 Zute i 4 zelene kuglice, a u tre¢oj 3 zute i 5 zelenih
kuglica. Na slu¢ajan nacin iz svake kutije izaberemo po &etiri kuglice i stavimo u ¢etvrtu kutiju.
Zatim iz Cetvrte kutije na slu¢ajan nacin uzmemo jednu kuglicu. Kolika je vjerojatnost da je ta

kuglica zelene boje?

Zadatak 1.69. U SeSiru se nalaze 4 bijele kuglice. Tri se puta na slu¢ajan naéin izvla¢i jedna
kuglica i zamjenjuje crnom kuglicom. Potom je na slu¢ajan nacin izvucena jedna kuglica i vidjelo
se da je bijela. Koliko iznosi vjerojatnost da su u SeSiru to¢no dvije crne kuglice nakon opisanih

zamjena?

Zadatak 1.70. Sluc¢ajan pokus zamisljen je na sljede¢i nadin:
e iz skupa S = {1,6,7,8,9} na slufajan nacin odaberemo jedan broj,
e od preostalih elemenata skupa S slu¢ajno odaberemo jo$ jedan broj.

Kolika je vjerojatnost da je drugi izabrani broj neparan?

Zadatak 1.71. Cetiri strijelca gadaju metu (pretpostavljamo da je meta jednostavna, tj. da su
moguce realizacije gadanja ili pogodak ili promasaj). Vjerojatnosti pogotka za pojedine strijelce
iznose redom 0.6, 0.7, 0.8, 0.9.

a) IzraCunajte vjerojatnost da barem tri strijelca pogode metu.

b) Ako je meta pogodena s tri hica, izracunajte vjerojatnost da su ju pogodili prvi i drugi

strijelac.

Zadatak 1.72. Grupa od 10 studenata dosla je na ispit na kojemu svaki student odgovara na tri
slu¢ajno odabrana pitanja od 20 ponudenih. Tri su studenta ispit pripremila odli¢no, &etvorica
dobro, dvojica dovoljno i jedan loge. Odli¢no pripremljen student zna odgovore na svih 20 pitanja,
dobro pripremljen student na 16, dovoljno pripremljen student na 10 i loSe pripremljen student
na 5 pitanja. Kolika je vjerojatnost da je slu¢ajno odabrani student to¢no odgovorio na sva tri

postavljena pitanja?

Zadatak 1.73. Pokazite da sljede¢im realnim funkcijama realne varijable mozemo definirati vje-

rojatnost na R:

3 -2?), 2 e-1,1]
) f(:v)—{“ AT

_fxemr® 2 e (0,00)
b) f(m)_{ 0 ,z€(—00,0] "

¢) Koristeéi funkcije iz zadataka a) i b) odredite vjerojatnost dogadaja

A={zeR:-1/2 <z <1/2} = (-1/2,1/2].
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Rjesenje: obje su funkcije su nenegativne i normirane, pa pomo¢u njih mozemo definirati vjerojatnost
na R. Vjerojatnost dogadaja A je: a) P(A) = 11/16, b) P(A)=1—e /2

Zadatak 1.74. Pokazite da funkcijom f: R? — R definiranom formulom
Floy) = 2@ +y) s (zy) € [-1,1] x [0,1]
0 ) (xzy) 75 [717 1] X [071]

mozemo definirati vjerojatnost na R2. Izrac¢unajte vjerojatnost da slu¢ajno odabrana tocka iz R?

pripada pravokutniku
A=10,1] x [0,1/2].

Rjesenje: funkcija f nenegativna je i normirana, stoga pomoéu nje mozemo definirati vjerojatnost na

R2. Vjerojatnost dogadaja A jest P(A) = 7/40.
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