Poglavlje 3
Slucajni vektor

Ukoliko u jednom istrazivanju za dani slu¢ajni pokus pratimo nekoliko razli¢itih slu-
¢ajnih varijabli, mogucée veze medu njima neéemo dokuciti ako ih prou¢avamo samo
svaku za sebe. Medutim, vrlo su ¢esto veze izmedu pojedinih slué¢ajnih varijabli

istog slucajnog pokusa od primarnog interesa.

Primjer 3.1. Broj komaraca na podrucju grada Osijeka tijekom lipnja ovog ljeta jest slucajna
variyjabla X. Kolidina je oborina u svibnju na istom podrucju takoder slucajna varijabla Y. Te-
oretski je za ocekivati da izmedu tih dviju slucajnih varijabli postoji veza. Da bismo tu vezu opisali,
moramo nauditi opisivati ureden par slucajnih varijabli (X,Y).

Od interesa je, dakle, izraditi matematicki model koji omoguéuje opisivanje neko-
liko slucajnih varijabli danog slu¢ajnog pokusa istovremeno. Radi ilustracije ideje
modela prouc¢imo jednostavan primjer slu¢ajnog pokusa koji se sastoji od izvlacenja
dvije kuglice iz iste kutije.

Primjer 3.2. Iz kutije koja sadrzi n bijelih 1 m crnih kuglica izvladimo dvije kuglice bez vracanja
u kutiju. Neka slucajna varijabla X prima vrijednost 1 ako je u prvom izvladenju izvudena bijela
kuglica, a 0 ako je u prvom izvladenju izvuéena crna kuglica. Analogno, neka slucajna varijabla
Y prima vrijednost 1 ako je u drugom izvlacenju izvucena bijela kuglica, a 0 ako je w drugom
izvlacenju izvucena crna kuglica.

Rezultate tog slucajnog pokusa moZemo opisati dvjema slucajnim varijablama: X t©Y. Ako
od njih napravimo uredeni par sluéajnih varijabli (X,Y), onda je skup svih moguéih ishoda
R(X,Y) ={(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}. Owvdje je prvo mjesto u paru rezervirano za ishode prvog
pokusa (odnosno sludajnu varijablu X ), a drugo mjesto rezervirano je za ishode drugog pokusa

(odnosno slucajnu varijablu Y ).

Vijerojatnosna su svojstva tog uredenog para slucajnih varijabli potpuno su odredena poznavanjem
brojeva:

pay = PUX =130 {¥ =1}) = P{(X,Y) = (1,1)} = —— "1

n+mn+m-—1’
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n m

P =P{X =1}n{Y =0}) = P{(X,Y) = (1,0)} = nEmoatmo1

po1) = PUX =0}y n{Y =1}) = P{(X,Y) = (0,1)} = —~ -

n+mn+m—1’
m m—1

Po.0) =P X =0} {Y =0}) = P{(X,Y) = (0,0)} = ~ ek

koje smo izracunali koriStenjem poznate relacije
P(ANnB)=P(A| B)P(B),

ako je P(B) > 0 (vidi poglavlje 1.9).

U ovom poglavlju definirat éemo slu€ajni vektor te opisati specijalno diskretan i

neprekidan slucaj analogno kao diskretnu i neprekidnu slu¢ajnu varijablu.

Primjer 3.2 i dosadasnja saznanja o slucajnim varijablama upucéuju na to da je
potrebno n-dimenzionalan, n € N, slu¢ajni vektor definirati kao funkciju s prostora
elementarnih dogadaja € u skup R™. Medutim, s obzirom da vjerojatnost opéenito
nije definirana na P(£2), ne moZemo svaku takvu funkciju zvati slu¢ajnim vektorom.
Analogno kao u poglavlju 2.3, n-dimenzionalni sluc¢ajni vektor definiramo na sljedeci

nacin.

Definicija 3.1. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor pridruzen sluéajnom po-

kusu. Funkciju (X1,...,X,) koja svakom ishodu pokusa pridruiuje uredenu n-torku
realnih brojeva (x1,...,2,) zovemo n-dimenzionalan sluéajni vektor ako vri-
jedi:

{Xi<m}in---n{X,<z,} €F
za svaki x1 € R,..., x, € R.

Zbog jednostavnosti uvest ¢emo sljedeéu oznaku:

{X1le}ﬂ---ﬂ{X,Lan}:{)ﬁle,...,Xnﬁxn}.

Sli¢no kao u jednodimenzionalnom slucaju (poglavlje 2.3), vjerojatnosna svojstva
svakog slucajnog vektora opisujemo funkcijom distribucije. Funkcija distribucije

slu¢ajnog vektora dana je sljede¢om definicijom.

Definicija 3.2. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor pridruzen slucajnom pokusu
i (X1,...,Xn) slucajni vektor. Funkciju

F:R" - [0,1],

3.1
F(zy,...,2,) = P{Xy < x1,..., X, < an} (3.1)

zovemo funkcija distribucije sluajnog vektora (Xi,...,X,).
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Neka svojstva funkcije distribucije slu¢ajnog vektora izre¢i ¢emo za dvodimenziona-
lan slucaj.!

Svojstva funkcije distribucije dvodimenzionalnoga sluc¢ajnog vektora

Neka je zadan dvodimenzionalan slu¢ajni vektor (X,Y’) svojom funkcijom distribu-
cije F'(z,y). Tada vrijedi:

1. Za realne brojeve x1,x2,y, takve da je x1 < xq, vrijedi F(z1,y) < F(z2,y).

2. Neka su z,y1,ys realni brojevi. Ako je y1 < yo, onda je F(x,y1) < F(x,y2).

3.
r——00
lim F(z,y) = F(z,—o0) =0,
Yy——00
lim F(z,y) = F(o0,00) = L.

4. Neprekidnost zdesna u svakoj varijabli:

lim F(z,y0) = 7}1&% F(zo,y) = F(0,%0)-

xlxo
5. Za x1 < 22 1y1 <yo jest

F(x2,y2) — F(21,y2) — F(x2,y1) + F(21,91) > 0.

Zadatak 3.1. KoriStenjem svojstava vjerojatnosti dokaZzite navedena svojstva funk-
cije distribucije F'(z,y).

Kao i kod jednodimenzionalnih slu¢ajnih varijabli razmatrat ¢emo diskretan i ne-
prekidan tip slucajnih vektora kod kojih se funkcija distribucije moZe racunati kori-
Stenjem tablice distribucije (diskretan slu¢aj), odnosno funkcije gustoce (neprekidan
slu¢aj). Takoder ¢emo, zbog jednostavnosti zapisa i lakseg razumijevanja dokaza,
uglavnom razmatranja provoditi na dvodimenzionalnom sluc¢aju, dok ¢emo za vise-

dimenzionalne slucajeve samo navesti analogne rezultate.

Primjer 3.3. Igra se temelji na bacanju dvaju pravilno izradenih novcica. U jednoj partiji igre
igra¢ osvaja one novcice na kojima se pri bacanju realizirala glava, dok novdiée na kojima se
realiziralo pismo ne osvaja. Prema tome, ishod bacanja tih dvaju movciéa moZemo modelirati
dvodimenzionalnim diskretnim slucajnim vektorom (X,Y), gdje je

1 Poopéenje za n-dimenzionalan sluéajni vektor &itatelj moZe naéi u [26, str. 267].
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X slucagna varijabla koja prima vrijednost 1 ako se pri bacanju prvog novcica realizirala glava,

a vrijednost 0 ako se realiziralo pismo,

Y slucajna varijabla koja prima vrijednost 1 ako se pri bacanju drugog novcicéa realizirala glava,
a vrijednost 0 ako se realiziralo pismo.
Dakle, (X,Y) je slucajni vektor koji prima vrijednosti iz skupa
R(X,Y) ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
s vjerojatnostima
v PO, )=P{X=0Y=1}=

)

p(0,0) = P{X =0,Y =0} =

\»—t ,,;‘,_.

PO =P{X=1Y=0}=7  pL1)=PX=1Y=1}=

w;m MH

Ako Zelimo odrediti funkciju distribucije F': ]R2 — [0,1] tog sluéagnog vektora, uocimo:
za (z,y) € ((—00,0) x R) U (R X (—00,0)) je P{X <=z,Y <y} =0,
za (z,y) € [0,1) x [0,1) je
1
P{X <aY Sy} =P{X=0,Y =0} =
a (z,y) € [0,1) x [1,00) je
1
P{X<z,Y<y}=P{X=0,Y=0}+P{X=0,Y=1}= 3
a (z,y) € [1,00) x [0,1) je
1
P{X<z,Y<y}=P{X=0,Y=0}+P{X=1Y =0} = 3

a (z,y) € [1,00) x [1,00) je
P{X <z,Y<y}=

=P{X=0Y=0}+P{X=0Y=1}+P{X=1,Y=0}+P{X=1Y=1}=1

Dakle, funkcija distribucije slucajnog vektora (X,Y) definirana je pravilom
0, (=, )€(< 10) X R) U (R x (—00,0))
1/4, (z,y) € [0,1) x [0,1)
F(m’y) = 1/2 (z,y) € [0 1) x [1700>
1/2, (z,y) € [1,00) x [0,1)
1, (z,y) € [1,00) x [1,00).

3.1 Diskretan dvodimenzionalan sluc¢ajni vektor

Analogno kao kod diskretne slucajne varijable, diskretan slu¢ajni vektor (X,Y)

prima vrijednosti iz kona¢nog ili prebrojivog skupa
R(X,Y) = {(xi,y;) : (1,§) € [}, TCNxN,

a njegova je funkcija distribucije (tj. vjerojatnosna svojstva) potpuno odredena

poznavanjem brojeva

p(zs,y;) = PAX =2;,,Y =y;}, (i,j)e I CNxN. (3.2)
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Naime, za funkciju distribucije vrijedi:

Fla,y) =P{X <, Y <y}=Y > P{X=u,Y=y}=> > pl@iy)

z; <z y; <y z; <z y; <y

Niz brojeva definiran izrazom (3.2) zvat ¢emo distribucija diskretnoga sluc¢aj-
nog vektora (X,Y). Da bismo pojednostavnili zapis distribucije slu¢ajnog vek-
tora, u nastavku ¢emo teksta pisati I = N x N, podrazumijevajuéi pod tim da je
skup indeksa najvise N x N, a zapravo sadrzi samo one indekse koji se pojavljuju u

konkretnom slucaju.

Primjer 3.4. Promatrajmo slucajni pokus koji se sastoji od jednog bacanja pravilno izradene
igrace kocke i jednog bacanja pravilno izradenog novciéa. Skup elementarnih dogadaja ovog pokusa
jest skup
Q= {{17P}7{27P}7{37P}’{4’ P}7{57P}»{67P}7
{1,G},{2,G},{3,G},{4,G},{5,G},{6,G}}.
Neka slucajna varigabla X daje broj koji se okrenuo na kocki, a slucajna varijabla Y daje 1 ako
je bacanjem movcica palo pismo i 0 ako je bacanjem movcica pala glava. U tom pokusu bacanje

kocke i movciéa ne ovise jedno o drugom pa vrijedi:

11 1
1) =P{X=1Y=1}=-.-= —
p(1,1) = P{ ’ } 6 2 12
11 1
1L.0)=P{X=1Y=0}=2.-=—
p(1,0) = P{ , =55

Analogno dobijemo da je

1
p(i,j) :P{X:i,Y:j}: Ev (&S {17273747576}7 VS {071}'

Primjer 3.5. Promatrajmo sljedeéu igru: prvo bacamo pravilno izradenu igracu kockicu. Ako se
okrenuo broj 6, ostvarujemo pravo na bacanje pravilno izradenog novéica, pri ¢emu osvajamo bod

ako padne pismo, a u suprotnom gubimo igru.

Taj pokus moZemo opisati skupom elementarnih dogadaja
Q= {(17 N)7 (27 N)7 (37 N)7 (47 N)7 (57 N)7 (67 Ip)7 (67 Ig)}u

gdje N znaci da drugu igru ne igramo, Ip da drugu igru igramo i da se u njoj dogodilo pismo, a

1y da drugu igru igramo i da se u njoj nije dogodilo pismo.

Neka je X slucajna varijabla koja prima vrijednost 1 ako se pri bacanju kockice realizirao broj 6,
a u suprotnom prima vrijednost 0. Neka je Y slucajna varijabla koja prima vrijednost 1 ako je
igra¢ osvojio bod, a u suprotnom prima vrijednost 0. Osvajanje boda u igri opisano je realizacijom
dogadaja {(X,Y) = (1,1)}. Distribucija je tog slucajnog vektora sljedeca:
5
p(0,0) = P{X =0,Y =0} = P({Y =0} [ {X =0}) P{X =0} =1,

p(0,1)=P{X =0,Y=1}=P{Y =1} | {X =0}) P{X =0} =0,

P1L,0) = P{X =1,Y =0)} = PY =0} [ {X = 1N P{X =1} = - £ = —,
p(l,l):P{X:l,Y:l}:P({Y:l}|{X:l})P{X:l}:%-é:%
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Uoc¢imo da za niz brojeva (p(z;,y;),¢ € N, j € N) koji definira distribuciju diskret-

nog dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora vrijedi:

1. p(z;,y;) > 0zasvei €N, jeN,
1

Y

o0 (o]
2. Z Z p(xhyj) =1

i=1j=1
Ukoliko je skup vrijednosti slu¢ajnog vektora (X,Y’) konacan, tj. slucajni vektor
prima vrijednosti iz skupa R(X,Y) = {(z;,y;) : i =1,2,...,m, j = 1,2,...,n},
njegova se distribucija pregledno moze prikazati tablicom 3.1 koju zovemo tablica
distribucije dvodimenzionalnoga diskretnog slu¢ajnog vektora.’

X\Y Y1 Y2 Y3 e Yn

T P(%yl) p(xlva) P(ffl,yS) P($1,yn)
T2 p(x2, 1) plw2,y2)  plre,yz) - p(x2,Yn)
T P(Tm,y1)  P(Tmsy2)  P(Tm,y3) 0 (T Yn)

Tablica 3.1: Tablica distribucije diskretnog slu¢ajnog vektora (X,Y’) sa skupom
vrijednosti R(X,Y) = {(z;,y;) :i=1,...,m, j=1,...,n}

Tako je, na primjer, sljede¢om tablicom dana distribucija sluc¢ajnog vektora (X,Y)

iz primjera 3.5:

X\Y| 0 1
0 5/6 0
1 1/12 1/12

Ukoliko je na diskretnom vjerojatnosnom prostoru (2, P(2), P) dan sluc¢ajni vektor
(X,Y), onda su komponente tog sluc¢ajnog vektora, tj. funkcije X: Q@ - RiY: Q —
R, slu¢ajne varijable na tom istom vjerojatnosnom prostoru. Njihove distribucije
nazivamo marginalnim distribucijama slu¢ajnog vektora (X,Y’). U nastavku
¢emo poglavlja pokazati kako iz distribucije slu¢ajnog vektora mozemo izra¢unati
njegove marginalne distribucije.

Primjer 3.6. [z kutije koja sadrZi tri kupona s oznakama 1, 2 i 3 izvlacimo dva kupona bez
vraéanja u kutiju. Rezultat izvladenja modeliramo slucajnim vektorom (X,Y), gdje je X slucajna

varijabla kojom je modeliran rezultat prvog izvlacenja, a 'Y sluéajna varijabla kojom je modeliran

rezultat drugog izvlacenja. Distribucija slucajnog vektora (X,Y) dana je tablicom

2Takav zapis distribucije slu¢ajnog vektora mozemo lako prilagoditi i za slu¢ajni vektor s pre-
brojivim skupom vrijednosti analogno kao kod tablica distribucije slu¢ajne varijable.
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X\Y | 1 2 3

1 0 1/6 1/6
2 16 0 1/6
3 1/6 1/6 0

Slucajne varijable X 1Y imagu isti skup vrijednosti: R(X) = R(Y) = {1, 2, 3}. Koristeéi ¢injenicu
da familija skupova {{Y = 1},{Y = 2},{Y = 3}} ¢ni particiju skupa Q, moZemo izracunati
P{X =i} zai=1,2,3 na sljedeéi nacin:
1
PIX =i} =P{X=iY =1} 4+ P{X =i,Y =2} + P{X =i,Y =8} = _,
1=1,2,8. Dakle, marginalna distribucija komponente X slucajnog vektora (X,Y) dana je tablicom

123
X<111>'
3 3 3

Sli¢nim postupkom moZemo izracunati 1 marginalnu distribuciju komponenate Y slucajnog vektora

(X,Y):
123
Y:<1 1 1)'
3 3 3

Uocimo da su obje marginalne distribucije u tom primjeru jednake, medutim, slucajne varijable X
1Y ni u kom slucaju nisu jednake slucajne varijable. Naime, slucajne varijable X i'Y definirane
na istom vjerojatnosnom prostoru jednake su ako je X(w) = Y (w) za sve w € Q. U nasem je
sluéaju cak nemoguée da je X (w) = Y (w) za bilo koji w jer bi to znacilo da je u oba izvladenja
izvucen isti kupon, $to se u spomenutom pokusu ne moZe dogoditi. Za slucajne varijable koje imaju
iste distribucije reéi éemo da su jednako distribuirane slu€ajne varijable, oznaka X =Y.

U primjeru 3.6 pokazan je nac¢in koji je moguce primijeniti za ra¢unanje marginalnih
distribucija opéenito kod diskretnih dvodimenzionalnih slu¢ajnih vektora. Opisimo
sada opéenito nacin kako se iz distribucije diskretnog slu¢ajnog vektora mogu dobiti

marginalne distribucije.

Neka je (X,Y) dvodimenzionalan diskretan sluc¢ajni vektor sa skupom vrijednosti
{(zs,y;) : 1 € N, j € N} i distribucijom

p(xiayj) = P{X :xi,Y:yj}, AS Na] € N.

Uoc¢imo da za sve ¢ € N vrijedi:

o0
P{X=z}=P{X=2,Y R} =) P{X=u,Y =y;} =Y pla:,y;),
jEN j=1
a ti brojevi odreduju marginalnu distribuciju komponente X slucajnog vektora
(X,Y). Analogno mozemo izra¢unati i marginalnu distribuciju komponente Y.

Dakle, ako definiramo:

. (3.3)
pY(yj) = le(xuyj), .7 € Na

1=
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tada skup vrijednosti R(X) = {z; : ¢ € N} i niz (px(x;), i € N) odreduju margi-
nalnu distribuciju komponente X slucajnog vektora (X,Y), a skup vrijednosti
R(Y) ={y; : j € N} iniz (py(y;), j € N) odreduju marginalnu distribuciju
komponente Y toga slucajnog vektora.

Marginalne se distribucije lako rac¢unaju u slu¢aju kona¢nog skupa vrijednosti slu-
¢ajnog vektora koristeéi tabli¢ni zapis distribucije. Naime, ako je distribucija dana
tablicom 3.1, onda sumiranjem vrijednosti u istom stupcu dobijemo vjerojatnost
P{Y =y,} = py(y;), a sumiranjem vrijednosti u istom retku vjerojatnosti P{X =

z;} = px(x;), pa tablicu 3.1 moZemo progiriti kao §to je prikazano tablicom 3.2.

X\Y Y1 Y2 Y3 Yn px ()
x1 P(xl,yl) P($17y2) P(ffl,ys) P(ffl,yn) PX(»Tl)
T p(x2, 1) plw2,y2)  plre,yz) - p(E2,yn) | Px(x2)
Lm P($m7y1) p(ffm,y2) p(xmvyS) p(xmvyn) pX(xm)
py(y;) | py(y1) py (y2) py(y3) - py(yn) 1

Tablica 3.2: Prosirena tablica distribucije diskretnog slu¢ajnog vektora s kona¢nim

skupom stanja.

Primjer 3.7. Slucajni pokus sastoji se od bacanja dviju pravilno izradenih igracih kockica. Otprije

znamo da je skup elementarnih dogadaja tog slucajnog pokusa
Q={(,7): 4,5 €{1,2,3,4,5,6}}, Kk(©) = 36.

Neka su X 1Y diskretne slucajne varijable na P(Q) ¢ije su realizacije odredene na sljedeéi nacin:

- ako se pri bacanju na kockicama okrenu razliditi brojevi, X se realizira mangim, a 'Y veéim
brojem (npr. ako se na prvoj kockici okrene 3, a na drugoj kockici 6, tada uzimamo da je
3 realizacija slucajne varijable X, a 6 realizacija sluéajne varijable V),

- ako se pri bacanju na kockicama okrenu isti brojevi, tada se i X i 'Y realiziraju tim brojem.
Ocito je
R(X)=R(Y)={1,2,3,4,5,6}.

Zelimo odrediti marginalne distribucije slucajnog vektora (X,Y).
Slika slucajnog vektora (X,Y) jest skup

R(X,Y)=A(z,y) : =,y € {1,2,3,4,5,6}}.

Vjerogatnosti realizacija slucajnog vektora (X,Y) dane su na sljedeéi nacin:
- ako je x >y, tada je P{X =z,Y =y} =0,
- ako je x =y, tada je P{X =z,Y =y} =1/36,
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- ako je x <y, tada je P{X =z,Y =y} =1/18.
Marginalne distribucije tog slucajnog vektora racunamo na sljedeéi nacin:

- za fiksni je x € R(X)

px(@)=P{X=a}= ) P{X=2Y=y}
yeER(Y)

- za fiksni je y € R(Y)

py(y)=P{Y =y}= > P{X=gY=y}
zER(X)

Medutim, distribuciju slucajnog vektora (X,Y) i njegove marginalne distribucije pregledno moZemo
prikazati sljedeéom tablicom (prosirenom tablicom distribucije):

X\Y 1 2 3 4 5 6 px (x)
1/36 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 | 11/36

1

2 0 1/36 1/18 1/18 1/18 1/18 | 9/36
3 0 0 1/36 1/18 1/18 1/18 | 7/36
4 0 0 0 1/36 1/18 1/18 | 5/36
5 0 0 0 0 1/36 1/18 | 3/36
6 0 0 0 0 0 1/36 | 1/36

py(y) | 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 1

Iz prethodne tablice ocitavamo marginalne distribucije:
_ 1 2 3 4 5 6
“\ 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36 )’

1 2 3 4 5 6
Yy = .
(1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36)

Primjer 3.8. Na analogan nac¢in moZemo odrediti marginalne distribucije diskretnog slucajnog
vektora koji nema konacnu sliku. Neka je (X,Y) diskretan sluéajni vektor ¢ija je distribucije dana
na sljedeci nacin:

R(X,Y) =Ng x No,

272Y
674, (z,y) € Ng x Np.

P{X=2Y =y} = 21y

Odredimo marginalne distribucije tog slucajnog vektora. Slika slucajne varijable X jest skup
R(X)=No, a

o0
—4 22",

)

P{X =gz} = ZP{X:I,Y:y}:%e

DY
T fr A

tj. X ~ P(2). Analognim postupkom slijedi da je Y ~ P(2). Dakle, X 1Y jednako su distribuirane
slucajne varijable.

Primjer 3.9. Promotrimo igraéu kockicu sa svojstvom da se pri jednom njezinom bacanju broj
i € {1,...6} okrene s vjerojatnodéu p; te pretpostavimo da brojevi p; imaju sljededa svojstva:

1. p; >0 za svei € {1,...6},
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6
2. Y pi=1.
i=1
Uoc¢imo da ako je p; = 1/6 za svaki i, tada se radi o pravilno izradenoj igracoj kockici, no

opcenito ne mora biti tako. Neka je ta kockica bacena n puta zaredom. Realizacija je tog bacanja
jedna uredena n-torka elemenata iz skupa {1, ...,6} ili, preciznije, varijacija s ponavljanjem n-tog
razreda skupa {1,...,6}.

Pretpostavimo da Zelimo odrediti vjerojatnost da se u tih n bacanja x puta okrenula jedinica i da
se y puta okrenula Sestica, pri cemu je x +y < n. U tu svrhu oznacimo X slucajnu varijablu
koja se realizira brojem jedinica, a 'Y slucajnu varijablu koja se realizira brojem Sestica koje su se
okrenule u n bacanja te kockice i odredimo vjerojatnost P{X = z,Y = y} za z,y € {0,1,...,n}
takve da je x +y < n. Varijacija s ponavljanjem n-tog razreda skupa {1,...,6} u kojima su x
komponenti jedinice, y komponenti Sestice, a preostalih (n — x — y) komponenti dvojke, trojke,

cetvorke ili petice ima
!
n:

zlyl(n —x — y)!
i svaka od njih realizira se s vjerojatno$céu

pafpg(pz +p3+ps+ps)t Y = p“fpg(l —p1—pe) Y.
Primjenom principa sume slijedi da je
n! o
P{X:&?,Y:y}— pﬂlﬁpg(l_pl_p6)n Ty (3.4)

alyl(n —z —y)!
Za slucagni vektor (X,Y) s distribucijom 3.4 kaZemo da ima multinomnu distribuciju s parame-
trima n, p1 4 pe i piSemo (X,Y) ~ MULT(n,p1,pe). Za odredivanje distribucije (tablice distri-
bucije) slucajne varijable X iz distribucije 3./ vaZno je wociti da je za realizacije x i y slucajnih
variabli X 1Y sa svojstvom z+y < n P{X =z,Y =y} > 0, dok je inade P{X =z,Y =y} =0.
Sada slijedi da je za © € {0,1,...,n}

P{X=z}= > P{X=zY=y}=
YER(Y)

n! xniz (n_x)' Y n—zr—y
T n—an ! Zoy!(n—:t:—y)!pﬁ(lipl7}76) -
y=

n—r
n n—x IS n —
= ( )pi” > ( )pg(l —p1—pe) Y = ( )pgf(l -p1)" 7%,
T =0 " Y T

gdje je zadnja suma rijeSena primjenom binomnog teorema. Dakle, slijedi da je X binomna

sludagna varijabla s parametrima n € N i p1 € (0,1). Analognim postupkom slijedi da je Y ~
B(n,ps)-

Od velikog su prakti¢nog interesa slucajne varijable koje nastaju kao kompozicija
realne funkcije dviju varijabli i dvodimenzionalnog sluéajnog vektora. Preciznije,
neka je (X,Y) dvodimenzionalan diskretan slucajni vektor sa skupom vrijednosti
R(X,Y) ={(x;,y;) : t € N, j € N} i distribucijom

plxi,y;)) =P{X =x;,Y =y;}, i€N, jeN,

i neka je g neka funkcija koja uredenom paru realnih brojeva pridruzuje realan
broj, tj. g : R? — R. Tada g(X,Y) definira slu¢ajnu varijablu na 2. Na primjer,
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X+Y, XY, (X —u)(Y —v) (u,v jesu neki realni brojevi) jednodimenzionalne
su sluc¢ajne varijable na €2 koje nastaju na takav nac¢in. Distribuciju tako nastale
slu¢ajne varijable moZemo lako izrac¢unati iz tablice distribucije sluc¢ajnog vektora
(X,Y) i zadane funkcije g. Postupak je ilustriran primjerom 3.10.

Primjer 3.10. Neka je dan pokus opisan u primjeru 3.6, tj. iz kutije koja sadrZi tri kupona
s oznakama 1, 2 1 3 izvladimo dva kupona bez vradanja u kutiju. Rezultat izvlacenja slucajan

je vektor (X,Y), gdje je X rezultat prvog izvladenja, a 'Y rezultat drugog izvlacenja. Odredimo
distribuciju sume tih dviju slucagnih varigabli: Z = X +Y .

xiy_ (23456
P2 P3 P4 P5 D6 )
gdje je

p2o=P{Z=2}=P{X=1,Y=1}=0,
p3=P{Z=3}=P{X=1Y=2}+P{X=2Y=1}=1/3,
pr=P{Z=4}=P{X=1Y=3}+P{X=3Y=1}+P{X=2Y=2}=1/3,
ps =P{Z=5}=P{X=3Y=2}+P{X=2Y=3}=1/3,
ps =P{Z=6}=P{X=3Y=3}=0.
Dakle, tablica distribucije slucajne varijable jest
Xtv-— (3 i’).
3

1
3
Odredite tablice distribucija slucajnog vektora (X,Y) i sluéajne varijable (X +Y) ako se izvladenje

Wl

vrsi s vracanjem.

Primjer 3.11. Iz skupa {1,2,...,9} na slucajan nacin izvlacimo tri broja jedan po jedan (s
vraéanjem tzvucenth brojeva u skup). Prvi izvudeni broj bit e znamenka stotica, drugi izvudens
broj znamenka desetica, a treéi izvuceni broj znamenka jedinica troznamenkastog broja. Izvlacenje
znamenke stotica modeliramo slucajnom varijablom Zi, znamenke desetica slucajnom varijablom

Zs, a znamenke jedinica sluéajnom varijablom Z3. Slucajna je varijabla Z;, i € {1,2, 3}, diskretna

sluéagna varijabla koja se brojem iz skupa {1,2,...,9} realizira s vjerojatnoséu 1/9. Dakle, Z1,
Zo i Z3 jesu diskretne uniformne slucajne varijable na skupu {1,2,...,9} i zadane su tablicom
distribucije

<123456789> .
i = , i€{1,2,3}.
1/91/91/91/91/91/91/91/9 1/9
Uoc¢imo da ima smisla promatrati trodimenzionalan diskretan slucajni vektor (Z1,Z2,Z3) ¢ija
je slika R(Z1,Z2,2Z3) = {(i,5,k), 1,5,k € {1,2,...,9}}. Jedna realizacija slucajnog vektora
(Z1,2Z2,73) jest varijacija s ponavljanjem treceg razreda skupa od devet elemenata, stoga skup
R(Z1, Z2,Z3) ima 93 = 729 elemenata. Kako su dogadaji {Z1 = i,Z2 = j§,Z3 = k} za sve
i,J,k € {1,2,...,9} jednako vjerojatni, slijedi da je
1

P{Z1=1i,Z2=4,Z3 =k} = =29

Time je u potpunosti zadana distribucija trodimenzionalnog diskretnog slucajnog vektora (Z1, Z2, Z3).

) (i’j7k)€R(Z17Z27Z3)'

Nadalje, oznacimo s X slucajnu varijablu koja se realizira najvecom znamenkom, a s'Y slucajnu
varijablu koja se realizira najmanjom znamenkom u tako sastavljenom troznamenkastom broju:

X =max{Z1,722,2Z3}, Y =min{Z1,%22,7Z3}.
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Buduéi da se izvladenje brojeva iz skupa {1,2,...,9} vrsi s vraéanjem, slijedi da se i X i Y
realiziraju brojevima iz skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, tj. R(X) = R(Y). Distribucija slucajne
varijable X dana je tablicom

1 2 3 4 5 6 7 8 9
X = 1.7 19 36 62 91 127 169 217 |>

729 729 729 729 729 729 729 729 729
a distribucija slucajne varijable Y tablicom
_ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Y= 217 169 127 91 62 36 19 7 1 [~

729 729 729 729 729 729 729 729 729

Uoc¢imo da dogadaji{w € Q: X(w) =z} ={X =z}, z e R(X), i{w e Q:Y(w) =y} ={Y =y},
y € R(Y), nisu nezavisni. Na primjer, u slucaju troznamenkastog broja 111 i sludajna varijabla
X i sludagna varijabla Y realiziraju se s 1. Slijedi da se u tom slucaju presjek dogadaja {X = 1}

1 {Y = 1} realizira s vjerojatnodéu

1
P{X=1Y=1} = —.
{ } 729
S druge strane, iz distribucija slucajnih varijabli X 1Y znamo da je
1 217
P{X=1}=—, P{Y=1}=—.
{ } 729 { ; 729

Dakle, ne vrijedi da je
P{X =2, Y =y} = P{X =x}P{Y =y}, V(z,y) € R(X) xR(Y),

pa dogadaji {X = x} ¢ {Y = y} nisu nezavisni, $to oteZava odredivanje distribucije slucajnog
vektora (X,Y).

Pretpostavimo da nas zanima razlika najveée i namanje znamenke takvog troznamenkastog broja.
Ta je razlika modelirana slu¢ajnom varijablom (X —Y) koja prima vrijednosti iz skupa R(X -Y) =
{0,1,...,8}. Da bismo odredili vjerojatnosti pojedinih realizacija sluéajne varijable (X —Y),
koristimo distribuciju sluéajnog vektora (X,Y):

9
P{X-Y=n}= > P{X=kY=k-n}, necR(X-Y).
k=n+1

Na primjer, iz gornje formule slijedi da je
2 9
P{X—Y:O}:I;lP{X:k,Y:k}: T
Vazno je napomenuti da se o¢ekivanje sluc¢ajne varijable g(X,Y), nastale na teme-
lju kompozicije realne funkcije g i diskretnog slu¢ajnog vektora, moze izrac¢unati
koristeé¢i tablicu distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y’) i oblik funkcije g bez racu-
nanja tablice distribucije slucajne varijable g(X,Y) (naravno, ukoliko olekivanje
postoji!). Ta tvrdnja moZe se lako provjeriti koristeéi rezultate teorije ponovljenih
redova (vidi poglavlje 5.3 u Dodatku) tj. ¢injenice da se kod apsolutno konver-
gentnih redova moze mijenjati redoslijed sumacije bez utjecaja na konacan rezultat.

Precizna formulacija te tvrdnje dana je teoremom 3.1.
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Teorem 3.1. Neka je (Q,P(Q), P) diskretan vjerojatnosni prostor, (X,Y) slucajni
vektor na njemu dan distribucijom 3.2 i g : R(X,Y) — R zadana funkcija. Tada
redovi

Eg(X,Y) = g(X,Y)(w)
weN

Z Z 9(zi,y;)p(i,y;)

istovremeno ili apsolutno konvergiraju ili apsolutno divergiraju. U slucaju su im

apsolutne konvergencije sume jednake.

Zadatak 3.2. Dokazite taj teorem!

Primjer 3.12. Standardan sveZanj od 52 karte sastoji se od 26 crvenih karata (13 hercova i
13 karo karata) i 26 crnih karata (13 pikova i 13 trefova). Iz takvog se sveinja na slucdajan
nadin jedna za drugom (bez vradanja) izvlace dvije karte. Oznacimo s X slucajnu varijablu koja
se realizira brojem izvucenih pikova, a s Y slucajnu varijablu koja se realizira brojem izvucenih

trefova. Zakljucujemo da je distribucija slucajnog vektora (X,Y) sljedeca:
R(X,Y)={(z,y): #€{0,1,2},y € {0,1,2},z +y < 2},
13\ (13 26
(:L‘)(y)(Q—z—y)
(%) '
2

Distribuciju slucdagnog vektora (X,Y) i njegove marginalne distribucije pregledno prikazujemo slje-

P{X =2,Y =y} =

deéom tablicom:

X\Y 0 1 2 px(z)
0 25/102  13/51  1/17 | 19/34
1 13/51  13/102 0 13/34
2 1/17 0 0 1/17
py (y) 19/34  13/34  1/17 1

Tablica 3.3: Tablica distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y) iz primjera 3.12.

Iz prodirene tablice distribucije slucajnog vektora (X,Y) vidimo da su X 1Y jednako distribuirane
slucajne varijable.

Broj izvudenih crnih karata modeliramo slu¢ajnom varijablom (X +Y) ¢&ija je slika R(X +Y) =
{0,1,2}. Ako Zelimo izracunati ocekivani broj izvucenih crnih karata, tj. ocekivanje slucajne
varijable (X +Y), to moZemo udiniti pomocu tablice distribucije slucajnog vektora (X,Y), dakle
bez racunanja distribucije slucéajne varijable (X +Y):

2 2
EX+Y)=) > (@+yP{X=2Y =y} =
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Radi provjere dobivenog rezultata odredimo ipak distribuciju slucajne varijable (X +Y) i izracu-
najmo njezino ocekivanje. Pomocu tablice distribucije slucajnog vektora (X,Y) racdunamo:

25
P{X4+Y=0}=P{X=0,Y =0} = —,
102
26
P{X+Y:1}:P{X:l,Y:O}—i—P{X:O,Y:l}:5—1,
25
P{X+Y=2}=P{X=2,Y=o}+P{X=1,Y:1}+P{X:0,Y=2}:@.

Dakle, distribucija slucajne varijable (X +Y) dana je tablicom

X4y = 0 1 2 7
25/102 26/51 25/102

a njezino je ocekivanje broj
25 26 25

EX+Y)=0-—41-Z42. == =1,
X+Y) 02 T T 102

¢ime smo se uvjerili u tocnost prethodnog rezultata.

3.1.1 Uyvjetne distribucije

Ako Zelimo proucavati veze medu komponentama sluc¢ajnog vektora, sama tablica
distribucije nije prakti¢na, a marginalne distribucije su nedovoljne. Bolji uvid dobije
se analizom uvjetnih vjerojatnosti oblika P ({X € A}{Y = y}), gdje je A podskup
od R(X)ili P({Y € A}{X = z}), gdje je A podskup od R(Y"). U tu svrhu definirat
¢éemo uvjetne distribucije slu¢ajnog vektora. Radi jednostavnijeg zapisa koristit

¢emo sljedecu oznaku:
PHX € AJ{Y =y}) = P{X € AlY =y}

Primjer 3.13. Tablicom distribucije 3./ opisan je slucajni vektor (T, Z) kojim je modeliran nivo

uspjeha pri polaganju teorijskog dijela (T') i zadataka (Z) iz jednog ispita matematickog sadrzaja.

™2 | 1 2 3

1 66 2 2 70
100 100 100 100

2 5 5 2 12
100 100 100 100

3 2 4 12 18
100 100 100 100
73 11 16 1
100 100 100

Tablica 3.4: Tablica distribucije slu¢ajnog vektora iz primjera 3.13.

Koristeéi pravila za racunanje uvjetnih vjerojatnosti, lako moZemo izracunati:

P{T=1,Z=1} 66
P{T:1|Z:1}:—P{Z:1} ==

P{T=22=1} 5
P{T:2|Z:1}:—P{Z:1} =
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P{T=32=1} 2
P{z=1y 73

Uoc¢imo da je suma dobivenih triju brojeva jednaka 1 te da oni daju uvjetne vjerojatnosti da se

P{T=3Z=1}=

9 599
3

postigne nivo uspjeha 1z teorije, i € {1,2,3}, uz uvjet da je na zadacima postignut nivo 1. Na

taj nacin odredena je uvjetna distribucija od T', uz uvjet da je Z = 1, koju mozZemo prikazati i

tablicno:
1 2 3
Tiz=1= <66 5 2>'
73 73 73
Analogno, moZemo izracunati i prikazati uvjetnu distribuciju od T, uz wvjet da je Z = 2, te

uvjetnu distribuciju od T, uz wyjet da je Z = 3, i komentirati slicnost, odnosno razli¢itost tih

1 2 3 1 2 3
le_2=<254>’ TIZ—3:<222>'
11 11 11 16 16 1

Iz navedenih uvjetnih distribucija moZe se vidjeti da je, uz uvjet Z = 1, puno veca vjerojatnost da

distribucija:

Jun

se na teoriji postigne nivo 1 nego da se postigne neki visi nivo uspjeha. Nasuprot tomu, uz uvjet
da je Z = 3 veca je vjerojatnost da se i na teoriji postigne nivo uspjeha 3 nego manji nivoi. Te
cdingenice daju naslutiti da se uwvjetna distribucija od T mijenja s razliditim vrijednostima od Z,

tj. da izmedu nivoa uspjeha postignutog na zadacima i teoriji postoji neka veza.
Opisujuéi numericke karakteristike dobivenih wvjetnih distribucija, ta ¢injenica postaje jos sliko-
vitija. Tako za olekivanja vrijedi:
E(T|Z=1)=112, E(T|Z=2)=2.18, E(T|Z=3)=2.63,
pa moZemo reéi da olekivanje nivoa uspjeha iz teorije raste s porastom nivoa uspjeha iz zadataka.

U opcéenitom slu¢aju pretpostavimo da je tablicom 3.5 dana distribucija dvodimen-

zionalnog slu¢ajnog vektora (X,Y).

X\Y Y1 Y2 Y3 DX
T p(x1,1)  plr,y2)  pleiys) - | px(2)
T2 p(332, yl) p(ﬂ?2, y2) p(l‘z, 93) T px(332)
j2% py(y1)  py(ve)  py(ys) - 1

Tablica 3.5: Prosirena tablica distribucije dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora.

Tada je tablicom

1 2 : (3.5)
PX|Y=y, (1) PX|y=y, (z2) ...
p($i7yj) .
PX|y=y (Li) = —F—, 1 € 1,2,...
v=y, (@) Py (Y5) { s

dana uvjetna distribucija komponente X, uz uvjet da je Y = y;.
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Zadatak 3.3. DokaZite da je tablicom 3.5 dobro definirana tablica distribucije, tj. da vrijedi

PX|y=y; (z:) 20, Vi, pr\yzyj (zi) = 1.
i

Na analogan na¢in mozemo definirati i komentirati uvjetne distribucije komponente

Y, uz uvjet da je X = x; za svaki i.

Primjer 3.14. Neka je (X,Y) slucajni vektor koji se realizira uredenim parom brojeva u kojemu
je prva komponenta broj pikova, a druga komponenta broj trefova izvucenih pri slucajnom odabiru
(bez vradanja) dviju karata iz standardnog sveZnja od 52 karte. Distribucija slucajnog vektora
(X,Y) dana je tablicom 3.3 u primjeru 3.12. Odredimo sada uvjetne distribucije i uvjetna oceki-
vanja komponente X, uz uwvjet Y =y za sve y € {0, 1,2}, te komponente Y, uz uvjet X = x za
sve z € {0,1,2}. Usmjerimo se prvo na uvjetnu distribuciju od X, uz uvjet da je Y = y.

Zay =0 je

P{X=0,Y =0} 25
Pix =0y =0y = DX =0V =00 _ 25

P{y =0} 57’

P{X=1Y =0} 26
Px—1y—op= LX=LY =0} 26
P{Y =0} 57

P{X=2Y=0 2
P{X:2|y:o}:¥:7_
P{Y =0} 19

Zay=1jeP{X =0y =1}=2, P{X=1Y =1} =1 i P{X =2]Y =1} =0.
Zay=2je P{X =0y =2} =1, P{X =1y =2} =0 i P{X =2|Y =2} =0.

Slijedi da su uvjetne distribucije redom dane tablicama

o 1 2 0 1
Xiy—o = Xy =
ly=0 (25/57 26/57 2/19) ’ ly=1 (2/3 1/3> ’

dok je vjerojatnost da se X realizira nulom, uz wvjet da je Y = 2, jednaka jedan. Ocekivanja su
tih uvjetnih distribucija sljedeéa:
38 1
E(X\Y:O):E, E(X|Y:1):§, EX|Y =2)=1.
Analognim postupkom dobivamo wvjetne distribucije i uvjetna odekivanja komponente Y, uz uvjet
X =2z za sve z € {0,1,2}. Uoc¢imo da je u ovom primjeru uvjetna distribucija od X, uz uvjet

Y =1, jednaka uvjetnoj distribuciji od Y, uz uvjet da je X =1, za sve i € {0,1,2}.
Primjer 3.15. U primjeru 3.9 pokazali smo da su marginalne distribucije slucajnog vektora
(X,Y) ~ MULT(n,p1,ps) binomne, tj. da je X ~ B(n,p1), a Y ~ B(n,ps). Odredimo sada
wvjetne distribucije tih komponenti tog slucajnog vektora. Za x € R(X) je
P{X =2,Y = - v n-r-y
P{Y:y|X:x}=u:(n z)( P ) (1_ P ) :
P{X =z} y 1—p1 1-p1

Slijedi da je uvjetna distribucija od Y, uz uwvjet X = x, binomna s parametrima (n—2x) i pe/(1—p1).

Analogno slijedi da je uvjetna distribucija od X, uz uvjet Y =y, binomna s parametrima (n —y)
i p1/(1 —pe). Buduéi da je matematicko ocekivanje binomne slucéajne varijable jednako umnosku
njezinih parametara, slijedi da je
pe(n — )
)=
—p1
pi(n—y)
l—ps ’

EY|X == , x € R(X),

EX)Y =y)= y € R(Y).
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3.1.2 Nezavisnost

Ukoliko za dani diskretan slu¢ajni vektor (X,Y’) uvjetne distribucije komponente
Y, uz uvjet X = x;, ostaju stalno iste pri promjeni x;, i € N, to daje naslutiti da
su komponente tog slucajnog vektora nezavisne. Medutim, nezavisnost sluc¢ajnih
varijabli definirat ¢emo koriste¢i definiciju nezavisnosti dogadaja. Takoder ¢emo
pokazati da je navedena intuitivna ¢injenica o nezavisnosti komponenti danog slu-

¢ajnog vektora u suglasnosti s definicijom nezavisnosti slu¢ajnih varijabli.

Za dogadaje A i B danog vjerojatnosnog prostora (€2, F, P) rekli smo da su nezavisni
ako vrijedi P(ANB) = P(A)P(B) (vidi poglavlje 1.9). Ako pretpostavimo da takav
tip jednakosti vrijedi za sve dogadaje inducirane diskretnim slu¢ajnim varijablama
X 1Y na vjerojatnosnom prostoru (2, P(Q2), P), tj. ako je

P{Xe€AY eB}=P{X e A}P{Y € B}

za sve A C R(X), B C R(Y), onda ¢emo reéi da su slucéajne varijable X 1 Y

nezavisne.

Definicija 3.3. Za diskretne slucajne varijable X i Y definirane na istom dis-
kretnom vjerojatnosno prostoru (2, P(Q), P) kaZemo da su nezavisne ako za sve
skupove A CR i B C R vrijedi

P{X €AY € B} = P{X € A}P{Y € B}.

Teorem 3.2. Neka je (X,Y) diskretan slucagni vektor na vjerojatnosnom prostoru
(Q,P(Q), P) ¢ija je distribucija dana tablicom 5.5, tj.

X\Y Y1 Y2 Y3 E Dx
T p(zi,y1) plri,y2)  plriys) - | px(a1)
T2 p(iﬂz, yl) p(lﬂza yz) 10(3?27 ys) T px(xz)
Py py (Y1) Py (yY2) py(ys) - 1

Slucajne varijable X 1Y jesu nezavisne onda i samo onda ako vrijedi

p(@i, ;) = px (i)py (y;)

za sve z; € R(X), y; € R(Y).
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Dokaz. Pretpostavimo da su X i Y nezavisne slu¢ajne varijable. Za proizvoljne
z; € R(X), y; € R(Y) je {z;} CR, {y;} CR, paje

p(xi,y;) = P{X = 2;,Y = y;} = P{X =2} P{Y = y;} = px(zi)py (y5),

tj. vrijedi tvrdnja teorema.

Obratno, pretpostavimo da je p(z;,y;) = P{X = z;}P{Y = y;} za sve z; € R(X),
y; € R(Y) ineka su A CR, B C R proizvolji skupovi. Tada vrijedi:

P{X €AY eB}= >

{X(w)EA,Y (w)EB}

2 2 plwiy) = X

P{w} =

> PAX =i} P{Y =y;} =

z,€Ay;EB z;€Ay;EB
= X P{X=u} ) PY=y}=
;€A y;€B

P{X € A}P{Y € B}.

Primjer 3.16. Iz kutije koja sadrzi tri kupona s oznakama 1, 2 1 3 izvlacimo dva kupona tako
da prvi izvuceni kupon vratimo u kutiju prije izvlacenja drugog kupona (izvladenje s vracanjem).
Rezultat izvlacdenja modeliran je slucajnim vektorom (X,Y), gdje je X rezultat prvog izvlacdenja,

a'Y razultat drugog izvladenja. Distribucija tog sludagnog vektora dana je sljedec¢om tablicom:

X\Y | 1 2 3 | px
1 /9 1/9 1/9 | 1/3
2 1/9 1/9 1/9 | 1/3
3 1/9 1/9 1/9 | 1/3
Py 1/3 1/3 1/3 ] 1

Koristeci teorem 3.2 vidimo da su X 1Y nezavisne. Takoder moZemo wociti da su wvjetne dis-
tribucije komponente X, uz dano Y =i, jednake za sve i € {1,2,3} i da su jednake marginalnim
distribucijama komponente X. Analogna tvrdnja vrijedi i za uvjetne distribucije komponente Y,
uz dano X =1, i € {1,2,3}.

Promotrimo sada izvladenje dvaju kupona, ali bez vracanja prvog izvudenog kupona u kutiju. Re-
zultat izvlacenja modeliran je slucajnim vektorom (U,V'), gdje je U rezultat prvog izvlacenja, a V
razultat drugog izvladenja. Distribucija sludajnog vektora (U, V) dana je tablicom

UNV | 1 2 3 | px
1 0 1/6 1/6 | 1/3
2 /6 0 1/6 | 1/3
3 1/6 1/6 0 | 1/3
Py /3 1/3 1/3 | 1
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Koristeéi teorem 3.2 vidimo da U i V' nisu nezavisne. Takoder uo¢imo da se marginalne distri-
bucije slucéajnih vektora (X,Y) i (U, V) podudaraju.

Opéenito su kod nezavisnih komponenti diskretnog slu¢ajnog vektora (X,Y") uvjetne
distribucije od X, uz dano Y = y;, iste za sve y; € R(Y) i jednake marginalnoj
distribuciji komponente X. Sli¢no vrijedi i za uvjetne distribucije komponente Y,
uz dano X = z;, x; € R(X).

Zaista, neka je (X,Y) slu¢ajni vektor s tablicom distribucije 3.1 i nezavisnim kom-

ponentama X i Y. Tada je

p(xi,y5) _ px(@i)py ()
Py (y;) py (y;)

PX|y=y, (Ti) = =px(z;), 1€{1,2,...}.

Sljedeéi teorem daje vrlo vazno svojstvo nezavisnih slucajnih varijabli.

Teorem 3.3. Neka su X 1Y nezavisne slucajne varijable takve da postoji E(X) i
E(Y). Tada postoji E(X -Y) i vrijedi:

E(XY)=E(X)E(Y).

Dokaz. Koristeéi poznate rezultate o sumi redova® kao i rezultate teorije ponov-

ljenih redova (vidi poglavlje 5.3 u Dodatku), znamo da konvergencija redova
D lmilpx (i), D lvilpy (v5)
( J
povlaci konvergenciju reda
Z Z |ziy;|px (2:)py (y;)-
i

Osim toga, vrijedi:

> 2 myp(wi y) = 322 wiypx (Ti)py (Y;) =

?

= Zmipx(iﬂi) Zyij(yj> =
= E(X)E(Y).

Koristeci teorem 3.1 moZemo zakljuciti da E(XY') postoji i da vrijedi tvrdnja te-

orema.

3Vidi npr. [13].
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3.2 Neprekidan dvodimenzionalan slu¢ajni vektor

U neprekidnom slu¢aju dvodimenzionalan slué¢ajni vektor prima vrijednosti u skupu
R x R = R? ali, za razliku od diskretnog slu¢ajnog vektora, njegov skup vrijednosti

sadrzi neko podrucje iz R2.

Definicija 3.4. Reci éemo da je (X,Y) dvodimenzionalan neprekidan slucajni vek-
tor ako postoji nenegativna realna funkcija f : R2 — R, takva da se funkcija distri-

bucije od (X,Y) moZe napisati u obliku

F(w,y):/m /yf(u,v)dudv. (3.6)

—0o0 —00

Takvu funkciju f nazivamo funkcija gustoée neprekidnog slucajnog vektora.

Vidimo da su, zbog jednakosti (3.6), vjerojatnosna svojstva neprekidnog sluc¢ajnog
vektora u potpunosti odredena njegovom funkcijom gustoce.

Primjer 3.17. Slucajni vektor uniformne distribucije na krugu {(z,y) : 2 +y? < 2} dan je

Sfunkcijom gustocée

1 2 2 2

,yxtty  <r

z,y) =< 7 .
@) { 0 , inace

Primjer 3.18. Dvodimenzionalan normalan sluéajni vektor dan je funkcijom gustoée f: R? — R

koja je definirana pravilom

P
27r0102m c ’
gdje su p1 € Ry € Ryo1 > 0,02 > 0,p € (—1,1). U tom slucaju koristimo oznaku (X,Y) ~
N(/n,p,z,o%,a%,p). 4

f(@,y) = (3.7)

Ako je (X,Y) neprekidan slucajni vektor s funkcijom gustoce f(z,y) onda ée njegove
marginalne distribucije takoder biti neprekidnog tipa s gustoéama koje mozemo

izracunati iz f(z,y).

Zaista, neka je (X,Y") dvodimenzionalan slu¢ajni vektor s gusto¢om f(x,y). Vrijedi:

P{ng}:P{Xgm,Y<oo}://f(u,v)dudv:

x

:/ 7f(u,v)dv du.

— 00

4 Vidi Sarapa [26, str. 274].
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Definiramo li

fx(x) = 7f($,v)dv,

onda je fx realna funkcija realne varijable koja ima potrebna svojstva da bi bila

gustoca slu¢ajne varijable X, tj. ona je nenegativna i za svaki z € R vrijedi:
x
P{X <z} = / fx(u) du.
—0o0

Funkciju fx zovemo marginalna funkcija gustoée komponente X slu¢ajnog vek-
tora (X,Y’). Analogno je

fy(y) = / Fluy) du,

marginalna funkcija gustoée komponente Y slu¢ajnog vektora (X,Y).

Primjer 3.19. Odredimo marginalne distribucije dvodimenzionalnog normalnog slucéajnog vektora
(X,Y) ~ N (p1, 2, 02,02, p) zadanog funkcijom gustoée (3.7). Funkciju gustode slucajne varijable
X racunamo na sljedeéi nadin:

oo
fx(z) = ;67 2(1i,o)2 (%)2 / e 2(11;))2 (%)(%72”%) dy =

2ro1024/1 — p?
— 00

Y—H2 r—p1 Y—p2 T—p1
os 2p o T2 T =2z+2p o1

dy = o2dz

1 1 (I—#1)2+ 1 z(z—m)? < 2
20-p) \ o1 20-0" \Ton /e 20-02) dy —

=— ¢
2ro1y/1 — p?

— o0

. =t, dz=+/1—p2dt
V1-p?
_@mpp? X 5 _(z—pp)? _(z—py)?
= ! e 20} eit? dt = ! e 20§ Vor = ! e 20§
2moy 27o o1V 2T

Uoc¢imo da je
1 _(@—pp?

2 2
——e 1, zeR 3.8
o1V 2T ( )

funkcija gustoce normalne distribucije s parametrima p; € R of, o1 >0, . X ~ ./\/’(,ul,cr%)‘

Ix(z) =

Analognim postupkom slijedi da je Y ~ N(MQ,U%). Dakle, marginalne distribucije dvodimenzi-
onalnog normalnog slucajnog vektora su normalne.

Neka je (X,Y) neprekidan slu¢ajni vektor s funkcijom gustoée f i neka je g neka
funkcija koja uredenom paru realnih brojeva pridruzuje realan broj, tj. ¢ : R2 — R.
Moze se dokazati (vidi npr. [26]) da u mnogo zanimljivih slu¢ajeva (npr. ako je g
neprekidna) ¢g(X,Y) definira sluéajnu varijablu na .



150 SLUCAJNI VEKTOR

Moze se takoder pokazati da za rac¢unanje ocekivanja tako nastalih slu¢ajnih vari-
jabli nije potrebno traziti funkciju distribucije od g(X,Y’), ve¢ se moze iskoristiti
funkcija gustoce od (X,Y) i oblik funkcije g (ako oekivanje uopée postoji) na
sljedeéi nadin:
o0 o0
Eg(X,Y) = / / g(z,y) dx dy. (3.9)
—0o0 —0o0

Na primjer, komponiranjem projekcije uredenog para (z,y) na prvu koordinatnu os
1 (Iv y) =Z

i sluGajnog vektora (X, Y") dobijemo komponentu X, pa o¢ekivanje EX (ako postoji)
mozemo izra¢unati pomocu E(m (X,Y)), tj.

E(X)= 7 /ooacf(m,y) dedy = /ooxfx(x) dz, (3.10)

—0o0 —00 —00

gdje je f funkcija gustoce slucajnog vektora (X,Y), a fx marginalna gustoca kom-

ponente X.

Analogno je

o0

E(Y)= / yfy (y) dy.

— 00

Primjer 3.20. Neka je neprekidan dvodimenzionalan slucajni vektor (X,Y) zadan funkcijom
gustoce
Adge=MT=A2Y (g 4) € (0, 00) x (0, 00)
f(z,y) = o ,
0 s inace

gdje su A1 1 Ag pozitivni realni brojevi. Sludagna varijabla XY mnastaje kompozicijom slucajnog
vektora (X,Y): Q — R? i funkcije g: R? — R definirane pravilom g(z,y) = xy. Matematicko
ocekivanje slucajne varijable XY racunamo na sljedeéi nacin:

oo oo oo oo 1
E(XY) = / / zyf(z,y)dedy = /\1/\2//ryef>‘117>‘1yd:cdy: ALz =
0 0

A2 A

— 00 —0o0

Odredimo © marginalne distribucije te ocekivanja marginalnih distribucija slucajnog vektora (X,Y).
Funkciju gustoce slucagjne varijable X rac¢unamo na sljedeéi nacin:

(e o]

fx (@) = A2 /e_’\lx_>‘2y dy=...=Xe M% >0

0
Dakle, X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A1 > 0. Slijedi da je EX = 1/A1.
Analognim postupkom slijedi da Y ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom Ao > 0, pa je
EY =1/Xs.
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3.2.1 Uvjetne gustoée. Nezavisnost

U ovom ¢emo poglavlju éemo bez dokaza navesti nekoliko rezultata korisnih za
statistic¢ke primjene po analogiji s diskretnim slucajem. Tu se pojavljuje funkcija
gustoce slucajnog vektora kao nositelj vjerojatnosnih svojstava umjesto tablice dis-
tribucije diskretnoga sluc¢ajnog vektora.

Neka je (X,Y) neprekidan slucajni vektor s gustocom f(x,y) i y takav realan broj
da je fy(y) > 0. Funkciju

flz.y)
—y(Z) = 3.11
zovemo uvjetna gustoéa od X uz uvjet Y = y. Analogno je
f(z,y)
—(y) = 3.12
fY\X (y) Fx () ( )

uvjetna gustoéa od Y uz uvjet X = z. Ovdje su fy i fx pripadne marginalne
gustoce.

Veli¢ine definirane formulom

o0

EX|Y =y)= /fo|Y:y(:z:) dz, (3.13)

odnosno
o0

E(Y|X =)= / Yy ixes () dy (3.14)

— 00

zovemo uvjetno ocekivanje komponente X, uz uvjet ¥ = y, odnosno uvjetno
oCekivanje komponente Y, uz uvjet X = x.

Primjer 3.21. Odredimo uvjetne distribucije dvodimenzionalnoga normalnog slucajnog vektora
(X,Y) ~ N(p1,p2,0%,02,p) zadanog funkcijom gustoée (5.7). Odredimo prvo uvjetnu distribu-
ciju komponente X, uz wvjet Y =y, y € R. Funkciju gustoée uvjetne distrbiucije od X, uz uvjet
Y = y, radunamo pomocu funkcije gustoée f(x,y) slucajnog vektora (X,Y) i funkcije gustoée
fv (y) komponenete Y ~ N (p2,032):

z— I 2
flzy) _ 1 _( (“;;(‘127(5%“2)))

ThW a2 ’

Uocimo da je fX‘Y:y(ac) funkcija gustoée normalne distribucije s parametrima

Ix|y=y(@) z €R.

g1 .
motp (= p) ot (1—p?).
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Iz tog rezultata odmah slijedi da su uvjetno ocekivanje i varijanca slucajne varijable X, uz uvjet

Y =y, dani sljedeéim izrazima:
91 2 2
BXY =y)=m+p_—(y—p),  VarX[Y =y)=oi(l-p7).
Analogan rezultat vrijedi za uvjetnu distribuciju komponente Y, uz uvjet X = x:

g2
Yix=z ~N (uz +p;1(x —p1),05(1— p2)) ,

(o2
BY|X=a)=p+p(w—m), Var(Y|X =z)=05(1-p%.
1

Dakle, i uvjetne distribucije normalnog slucajnog vektora su normalne.

U poglavlju o nezavisnosti komponenata dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora vi-
djeli smo da se nezavisnost moze karakterizirati ¢injenicom da se distribucija slu-
¢ajnog vektora moze dobiti kao produkt marginalnih distribucija. Problemom ne-
zavisnosti komponenti neprekidnog sluc¢ajnog vektora neé¢emo se baviti detaljno.
Navodimo samo da je u tom slucaju nezavisnost ekvivalentna ¢injenici da se funk-
cija gustode slucajnog vektora moze prikazati kao produkt marginalnih gustoéa kao
i ¢injenici da se funkcija distribucije slu¢ajnog vektora moze prikazati kao produkt

marginalnih funkcija distribucije:

Neka je (X,Y) neprekidan sluéajni vektor s funkcijom gustoée f i funkci-
jom distribucije F. Neka su fx (Fx) odnosno fy (Fy) njegove marginalne
gustoée (funkcije distribucije). Reéi éemo da su slu¢ajne varijable X i Y

nezavisne ako za svaki (z,y) € R? vrijedi
F(z,y) = Fx(z) Fy (y).

Tada je i
f(@,y) = fx(@) fr(y)

za svaki (z,y) € R2.
Obratno, ako prethodna jednakost za gustoée vrijedi za sve (z,y) € R? osim even-

tualno na skupu povrsine nula, tada su X i Y nezavisne slu¢ajne varijable.

Sada je lako vidjeti da se i ovdje, u slu¢aju nezavisnih komponenti, uvjetne gustoce

podudaraju s odgovarajué¢im marginalnim gustoéama.

Primjer 3.22. Promotrimo ponovno slucéajni vektor zadan funkcijom gustoce

Atdoe” MTTA2Y (2, y) € (0, 00) x (0,00)

. - b
0 s inace

fz,y) = {
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gdje su A1 i Ag pozitivni realni brojevi. U primjeru 3.20 pokazali smo da su njegove marginalne
distribucije eksponencijalne, tj. da je X eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom A1 > 0,

a'Y eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom Ag > 0:

Age= A2 |y >0
0 ,y<o0’

Aie—M1® , x>0
0 ,z<0’

fX(I):{ fY(y):{

Uoc¢imo da je u tom slucdaju
f(z,y) = fx (@) fy (y)

pa su sluéayne varijable X i 'Y mnezavisne. Zbog nezavisnosti slucajnih varijabli X i Y vrijede
sljedece tvrdnje.

Marginalna distribucija komponente X i uvjetna distribucija komponente X, uz uwvjet Y =y (za
bilo koji y > 0), jednake su - eksponencijalne s parametrom .

Marginalna distribucija komponente Y i wvjetna distribucija komponente Y, uz uvjet X =z (za

bilo koji z > 0), jednake su - eksponencijalne s parametrom Az.

Primjer 3.23. Na temelju primgjera 3.19 u kojemu su odredene marginalne distribucije dvo-
dimenzionalnoga normalnog slucajnog vektora (X,Y) s funkcijom gustoée (3.7) i karakterizacije
nezavisnosti slucagnih varijabli, slijedi da komponente X ~ N (u1, cr%) 1Y ~ N(u2, og) normalnog

slucajnog vektora (X,Y) opéenito nisu nezavisne. Medutim, za p = 0 funkcija gustoée (5.7) dana

1 ((z=m )\ (v 2)
f(x,y)Zﬁe 2(< 011) +( 022) . (z,y) € R2.

je izrazom

Uoc¢imo da je u tom slucaju f(x,y) = fx(x)fy(y), tj. ako je p = 0, komponente normalnoga
sluéagnog vektora (X,Y) nezavisne su.

Svojstvo nezavisnih slu¢ajnih varijabli, da se ocekivanje produkta moze izra¢unati

kao produkt ocekivanja, vrijedi i ovdje. Naime imamo:

Teorem 3.4. Neka je (X,Y) neprekidan slucajni vektor takav da su X 1Y neza-
visne slucajne varijable za koje postoji EX i EY . Tada postoji E(XY) i vrijedi:’

E(XY) = E(X)E(Y).

Primjer 3.24. U primjeru 3.22 pokazali smo da su komponente X i Y slucajnog vektora (X,Y")
nezavisne i eksponencijalno distribuirane s parametrima A1 > 0 i A2 > 0, redom. Buduéi da je
EX =1/A1, a EY = 1/)X2, prema teoremu 3./ slijedi da je

E(XY)=EXEY = —.
A1 )2

Sjetimo se da smo E(XY) u primjeru 3.20 izracunali pomoéu funkcije gustoée sludajnog vektora
(X,Y).

5Taj teorem neéemo dokazivati, a zainteresirani itatelj dokaz moze naéi u [26, teorem 11.5]
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3.3 Kovarijanca i koeficijent korelacije

U ovom poglavlju bavimo se definiranjem osnovnih numerickih katakteristika slucaj-
nog vektora - momentima. Rezultati se odnose na diskretan i neprekidan dvodimen-
zionalan slucajni vektor za kojega smo opisali na¢in rac¢unanja oc¢ekivanja sluc¢ajne

varijable g(X,Y), gdje je g realna funkcija dviju varijabli.

Momenti sluc¢ajnog vektora posluzit ée za opisivanje nekih svojstava slu¢ajnog vek-

tora sli¢no kao $to momenti sluc¢ajne varijable opisuju slu¢ajnu varijablu.

Definicija 3.5. Neka je (X,Y) diskretan ili neprekidan dvodimenzionalan slucajni
vektor. Ocekivanje

B(X*YY, kleN,
slucagne varijable X*Y' (ako postoji) nazivamo ishodi¥ni moment reda (k,I)

slucajnog vektora (X,Y) i pisemo
e = E(XFY). (3.15)
Ocekivanje E ((X — EX)*(Y — EY)!) (ako postoji) nazivamo centralni moment
reda (k,1) slucajnog vektora (X,Y") i pisemo
mu =E (X - EX)"(Y — EY)"). (3.16)

Uoc¢imo da momenti reda (0,1), (0,2), (1,0), (2,0) daju ustvari ocekivanje i vari-
jancu komponenata slu¢ajnog vektora. Naime, vrijedi:

pio = EX,

o1 = EY,

mao = E (X — EX)®> = Var X,
moz = E(Y — EY)? = VarY.

Od posebne je vaznosti za izu¢avanje sluc¢ajnih vektora centralni moment reda (1,1)
kojega nazivamo korelacijski moment ili kovarijanca dvodimenzionalnoga slu-
¢ajnog vektora. Dakle, kovarijanca dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora (X,Y)

definirana je izrazom
Cov(X,)Y)=E(X-EX)(Y - EY)). (3.17)

Definicijski oblik kovarijance moze se lako, koristenjem linearnosti o¢ekivanja, tran-

sformirati u oblik koji je nekada prikladniji za rac¢unanje:

Cov (X,Y)=E(XY —XEY)-Y EX + EX EY) = E(XY) — EX EY.
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Primjer 3.25. Prisjetimo se primjera 3.16 koji je govorio o izvlaénju dvaju kupona iz kutije koja
sadrzi ukupno tri kupona oznacena brojevima 1, 2 ¢ 3. U tom smo primjeru promatrali izvlacenje
dvaju od triju kupona na sljedeca dva nacina:

prut izvudeni kupon vraéa se u kutiju prije izvladenja drugog kupona; S X smo oznacili sluéajnu
varijablu koja se realizira brojem kojim je oznacen prvi izvuceni kupon, a s Y slucajnu

varijablu koja se realizira brojem kojim je oznaden drugi izvudeni kupon,
prut izvucent kupon ne vraca se u kutiju prije izvlacenja drugog kupona; S U smo oznacili slucajnu
varijablu koja se realizira brojem kojim je oznacen prvi izvuceni kupon, a s V slucajnu
varijablu koja se realizira brojem kojim je oznacen drugi izvuceni kupon.
Sjetimo se da su slucajne varijable X 1Y nezavisne, dok slucajne varijable U i V nisu nezavisne.
Distribucije sluéajnih vektora (X,Y) i (U, V) dane su tablicama uw primjeru 3.16. X, Y, U iV
sve su jednako distribuirane s matematickim ocekivanjem
1 ! +2 ! +3 L_ 2
3 3 37
Odredimo sada Cov (X,Y) ¢ Cov (U, V):
- buduéi da su X 1Y nezavisne, znamo da je E(XY) = EX EY pa slijedi da je Cov (X,Y) =
E(XY)—- EXEY =0.
- kako U iV nisu nezavisne, problem izracunavanja njihove kovarijance svodi se na problem
izracunavanja ocekivanja E(UV):

2 2
EWV) = yP{X =4,Y =j} =
i=1j=1
IS PR S SNPUE AP SNPSE S
N 6 6 6 6 6 6
_n
= 3
Sada slijedi da je
11 1
Cov (U,V) = BUV) = BUBV = & —4=—¢.

Primjer 3.26. Odredimo kovarijancu komponenti dvodimenzionalnoga multinomnog slucajnog
vektora (X,Y) ~ MULT (n,p,q) ¢ia je distribucija dana u primgeru 3.9. Buduéi da su marginalne
distribicije toga slucajnog vektora binome, tj. X ~ B(n,p) i Y ~ B(n,q), zakljuujemo da postoje
z € R(X) iy € R(YY) takvi da je P{X = z,Y = y} # P{X = z}P{Y = y}, pa slucajne
varigjable X 1Y nisu nezavisne. Takoder znamo da je EX =np i EY = nq. Da bismo izracunali
kovarijancu slucajnih varijabli X 1Y, preostaje jo§ izracunati E(XY):

n n n n—x
E(XY)= Z nyP{X =z,Y =y} = Z Z zyP{X =z,Y =y} =n(n —1)pg.
=0 y=0 =0 y=0

Sada slijedi da je
Cov (X,Y) = E(XY) — EX EY = n(n — 1)pg — n’pq = —npq.
Vaznost tog momenta za opisivanje slu¢ajnog vektora proizlazi iz ¢injenice da se ko-

varijanca, kao numericka karakteristika slu¢ajnog vektora, moze povezati s pojmom

nezavisnosti sluéajnih varijabli. Naime, vrijedi sljedeéi teorem.
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Teorem 3.5. Neka je (X,Y) neprekidan ili diskretan dvodimenzionalan slucajni
vektor za koji postoje EX i EY . Ako su slucajne varijable X 1Y nezavisne, onda
je Cov (X,Y) =0.

Dokaz. Neka su ispunjeni uvjeti teorema. Zbog nezavisnosti je
E(XY)=EXEY.

Dakle, vrijedi:
Cov(X,Y)=E(XY)—-EXEY =0.

Posljedica je tog terema sljedeé¢a: ako dvodimenzionalan slué¢ajni vektor ima

kovarijancu razli¢itu od nule, onda su njegove komponente nuzno zavisne.

Valja napomenuti da opéenito ne vrijedi obrat tog teorema, tj. ako je kova-
rijanca od (X,Y) jednaka nuli, to ne zna nuzno da su slucajne varijable X 1Y

nezavisne, §to je ilustrirano sljedeé¢im primjerom.
Primjer 3.27. Neka je U diskretna slucajna vrijabla definirana tablicom distribucije
—7/2 0 w/2
U =
1/3 1/3 1/3
i neka je (X,Y) sludagni vektor definiran kao X =sinU, Y = cosU. Distribucija je tog slucajnog
vektora zadana sljede¢om tablicom:

X\Y | o 1| px
-1 /3 0 | 1/3
0o 1/3 | 1/3
1 1/3 0 | 1/3
Py 2/3 1/3 | 1

Kovarijanca je tog slucajnog vektora 0, a komponente ocdito misu nezavisne (npr. p(1,1) #
px(Lpy (1))

Definicija 3.6. Neka je (X,Y) slucajni vektor za koji je Cov (X,Y) = 0. Tada

kaZemo da su njegove komponente X ¢ Y nekorelirane.

Iz definicije kovarijance vidimo da vaznu ulogu u njezinom iznosu ima odstupanje
pojedine komponente slu¢ajnog vektora od njezinog ocekivanja (devijacija). Medu-
tim, devijaciju smo slu¢ajne varijable veé opisali varijancom, odnosno standardnom
devijacijom slucajne varijable. Da bismo smanjili utjecaj devijacije na numeric¢ku
karakteristiku kojom Zelimo dobiti nove informacije o slu¢ajnom vektoru, od veli-

kog je interesa proucavanje kovarijance standardiziranog oblika slu¢ajnog vektora
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(X,Y). Naime, ukoliko X i Y imaju varijance 0% # 0 i 03 # 0, moZemo ih stan-
dardizirati (vidi poglavlje 2.7). Ako ozna¢imo px = EX, py = EY, postupak

standardizacije daje vektor

X—/.LX Y—,uy
ox ’ gy

e =

¢ija je kovarijanca
Cov (X,Y
Cov (X,,Y,) = M.
OxXO0y
Tako nastaje koeficijent korelacije slucajnog vektora (X,Y) koji je definiran

izrazom

XYy = ————, (3.18)
OxXO0y

gdje su ox 1 oy oznake za standardnu devijaciju odgovaraju¢e komponente slucaj-

nog vektora.

Primjer 3.28. Problem odredivanja koeficijenta korelacije normalnog slucajnog vektora (X,Y) ~
N(p1, p2, 02,02, p) (funkcija gustoée definirana je pravilom (3.7)), svodi se ma izracunavanje
1,92

njegove kovarijance. Za to nam treba E(XY):

o0 oo
E(XY)=/ /zyf(fr,y)dwdy=powz+uw2~

—00 —00

Sada slijedi da je
Cov(X,Y)=E(XY)— EXEY = po102 + p1p2 — pijp2 = po102.

Prema tome, koeficijent korelacije komponenti X 1Y dvodimenzionalnoga normalnog slucajnog

vektora jest
Cov(X,Y)  poioz

v Var XVarY - o102 -

Dakle, parametar p u distribuciji normalnoga slucajnog vektora (X,Y) jest zapravo koeficijent

korelacije mjegovih komponenti. Sjetimo se da smo u primjeru 3.23 pokazali da su za p = 0
komponente normalnoga slucajnog vektora nezavisne. To znaci da u tom slucaju nekoreliranost
slucagnih varijabli X 1Y povlaci njithovu nezavisnost, tj. u slucaju kad je p = 0 komponente dvodi-
menzionalnoga normalnog slucajnog vektora nezavisne su onda i samo onda ako su nekorelirane.

Sljedeci teorem daje dovoljne uvjete za postojanje kovarijance slu¢ajnog vektora i

jednu korisnu nejednakost.

Teorem 3.6. Neka je (X,Y) slucajni vektor za koji je 0 < E(X?) < 00 10 <
E (YQ) < 00. Tada postoji kovarijanca i vrijede nejednakosti:

lpxy| <1,

(E(XY))? < E(X?) E(Y?).
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Dokaz. Pretpostavimo da je (X,Y) slucajni vektor takav da su X i Y slucajne
varijable s EX = EFY = 01 VarX = VarY = 1. Ako postoji kovarijanca tog
slu¢ajnog vektora, onda je Cov (X,Y) = E(XY) s obzirom da je EX EY = 0.
Takoder je, za takve slucajne varijable, Var X = E (X?) i VarY = E (Y?) . Dakle,
kovarijanca postoji ako postoji E|XY|.

Koristenjem nejednakosti 2|xy| < 224y i monotonosti o¢ekivanja vidimo da vrijedi:
EIXY|< % (E(X?)+E(Y?) < <.
Dakle, kovarijanca postoji. Osim toga,
|E(XY)| < E|XY| < % (E(X?)+E(Y?) = %(1 +1)=1.

S obzirom da je, za taj sluéajni vektor, kovarijanca ujedno i koeficijent korelacije,
vrijedi prva nejednakost teorema. Uo¢imo takoder da su za takve slucajne varijable
prva i druga nejednakost u iskazu teorema ekvivalentne.

Pretpostavimo da je (X,Y) bilo koji slu¢ajni vektor kao u iskazu teorema. Tada
moZemo provesti postupak standardizacije, a standardizirani oblik (Xj,Y;) zado-
voljava uvjete prvog dijela dokaza. Dakle, postoji kovarijanca od (X, Ys) 1 vrijedi
(B(X,Y,)? < E (X2) E(Y2) = 1. Osim toga vrijedi da je X = oxX, + ux,
Y = oyYs + py, gdje su ox, pux, 0y, 4y uobiCajene oznake za standardne devija-

cije, odnosno oc¢ekivanja odgovarajuéih sluéajnih varijabli.

S obzirom da je

E|XY|

El(oxXs+ pux)(oyYs + py)]
< oxoy E|XYs| + ox|py |E|Xs| + oy |ux|EYs| + [ux py |

vidimo da kovarijanca postoji. Koeficijent korelacije varijabli X i Y isti je kao
koeficijent korelacije njihovih standardiziranih oblika, pa je, po prvom dijelu dokaza,

po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednak 1.

Za dokaz druge nejednakosti uo¢imo da je

(BE(XY))? = 0%0% (B(X,Y,))” + 20x 0y px iy B(X.Y5) + iy
< 0% + 20x0, ux iy ] + ot

< (0% + 1X)(0% + 1y

=FE(X?) E(Y?).
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Da je koeficijent korelacije korisna numericka karakteristika za opisivanje veze medu
komponentama slu¢ajnog vektora, slijedi i iz sljedeéeg teorema koji pokazuje da se
linearna veza medu komponentama moze uociti na osnovu vrijednosti koeficijenta

korelacije.

Teorem 3.7. Neka je (X,Y) slucajni vektor za koji je 0 < ox < 00 10 < oy < 00.
Veza je medu komponentama linearna, tj. postoje realni brojevi a (a #0) i b takvi
da je

Y=aX+0

onda ¢ samo onda ako je |px,y| = 1. Pritom je koeficijent korelacije 1 ako je a > 0,

odnosno —1 ako je a < 0.

Dokaz. Neka je slucajni vektor (X,Y) takav da je Y = aX + b, (a # 0). Po

pretpostavkama teorema postoji kovarijanca pa vrijedi:
E(X-EX)(Y -EY)=

=E(X —EX)(aX +b)—E(aX +b))=E(X —EX)a(X — EX)) =
=aF(X — EX)%

Dakle,
Cov (X,Y) = ao%.

No, VarY = a?Var X, pa je

Oyox B UXWUX m'

Ako je a > 0, onda je px,y = 1. Ako je a <0, px,y = —1.

Dokazimo obratnu tvrdnju. Pretpostavimo da je pxy = 1. Definirajmo slu¢ajnu

varijablu

7-tx_ Ly
ox oy

Tada je Var Z = 0. Zaista,
1 1\ 1 1\
VauZ=E|—X-—Y)| - |E(—X-—Y)]| =1-2pxy+1=0.
ox oy ox Oy
Dakle, Z je konstanta, ozna¢imo Z = c¢. Vrijedi:
1

1
c=—X - —Y,
ox Oy
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oy

Y=—X-o0yc
ox
Za px,y = —1 se tvrdnja moZze dokazati na isti nac¢in analiziranjem slucajne varijable
1 1
Zi=—X+ —Y.
ox oy

Sliéno kao kod vektora realnih brojeva, ¢esto je korisno i slu¢ajni vektor zapisivati
u matriénom obliku, tj. sluc¢ajni vektor (X,Y") zapisujemo kao [X,Y]”. Tu oznaku

koristit ¢emo u nastavku za definiranje oc¢ekivanja sluc¢ajnog vektora.

Ako za slucajni vektor Z = [X,Y]” postoje EX i EY, zapisivat ¢emo ih u vektor-
skom obliku kao [EX, EY]" i zvati o&ekivanje slu¢ajnog vektora Z = [X,Y].
Varijance i kovarijancu takoder zapisujemo matriéno. Naime, ozna¢imo li FZ =
[EX,EY]", onda je

E(X —EX)?2  E(X-EX)(Y - EZ)

BZ-BDZ-FL) =\ v px)Y -EZ)  E(Y - EY)?

VarX Cov (X,Y)
Cov(X,Y) VarY

Takvu matricu Cov (X,Y) = E(Z — EZ)(Z — EZ)™ zovemo matrica kovarijanci
sluéajnog vektora (X,Y).

Uo¢imo:
- matrica kovarijanci jest simetri¢na,
_ t . k .. . . t .t- .d ﬁ .t b
matrica kovarijanci jest pozitivno semidefinitna.

Neka je Zs standardizirana varijanta sluc¢ajnog vektora Z, tj.

7 — X—/,LX Y—/,Ly T
s ox ’ oy '

Njegovu matricu kovarijanci zovemo korelacijska matrica slu¢ajnog vektora Z =

[X,Y]" i oznatavamo Corr (X,Y). O¢igledno vrijedi

Corr (X,Y) =

1 pxy
pxy 1

6Dokazite ove tvrdnje.
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Primjer 3.29. Neka su X ~ ./\/'(ul,U%) 1Y ~ N(,ug,a%) nezavisne normalne slucajne varija-
ble. Njih moZemo shvatiti kao komponente dvodimenzionalnoga normalnog slucajnog vektora s
ocekivanjem [p1, p2]™, matricom kovarijanct
2
0
Cov(X,Y) = 1 9
0 o3
i korelacijskom matricom
10
Corr(X,Y) = .
01

Ocekivanje sluc¢ajnog vektora, matrica kovarijanci i korelacijska matrica mogu se na

analogan nacin definirati za n-dimenzionalan sluc¢ajni vektor Z = [X1, ..., X,]".

3.4 Opcéenito o nezavisnosti slucajnih varijabli

Iz definicije nezavisnosti diskretnih slu¢ajnih varijabli (definicija 3.3), moze se vidjeti
da je jednakost

p(zi,y;) = px () py (y;), za svex; € R(X) i y; € R(Y),
ekvivalentna jednakosti
F(xay) = FX(x)FY(y)? za Sve (l‘,y) € R27 (319)

gdje je F funkcija distribucije diskretnoga slu¢ajnog vektora (X,Y), Fx margi-
nalna funkcija distribucije komponente X, a Fy marginalna funkcija distribucije

komponente Y.

Buduéi da su vjerojatnosna svojstva slu¢ajne varijable opéenito definirana funkci-
jom distribucije, nezavisnost ¢emo sluc¢ajnih varijabli opéenito opisati upravo kori-

Stenjem jednakosti (3.19).

Neka su X i Y slu¢ajne varijable s funkcijama distribucije Fx i Fy, redom, te
neka je F funkcija distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y). Reéi ¢emo da su X i YV

nezavisne slucajne varijable ako vrijedi

F(z,y) = Fx(x) Fy(y) za sve (z,y) € R (3.20)

Takav je opis nezavisnih slucajnih varijabli lako poop¢iti i na n-dimenzionalan slu-

¢ajni vektor.
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Neka su X;,..., X, sluajne varijable na nekom vjerojatnosnom prostoru (2, F, P)
s pripadnim funkcijama distribucije Fi,...,F, i neka je F funkcija distribucije
sluc¢ajnog vektora (Xi,...,X,), tj.

F(.Z'l,...,.fl,‘n) :P{Xl <x,Xo<29,..., X, S.’L’n}, (JJ],...,.’IJTL) e R".

Reéi éemo da su slu¢ajne varijable X1,..., X,, nezavisne ako vrijedi’
F(zy,...,z,) = Fi(z1) - Fn(xy). (3.21)
Posljedica je nezavisnosti skupa slu¢ajnih varijabli { X, ..., X, } daisvi podskupovi

tog skupa sadrze medusobno nezavisne slu¢ajne varijable. (Npr. X; i X;, ¢,j =

1,...,n, i # j jesu takoder nezavisne.)

Vezano uz pojam nezavisnosti vazno je istaknuti da za nezavisne slu¢ajne varijable

koje imaju varijancu vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 3.8. Neka su Xi,...,X, nezavisne slucajne varijable takve da postoji
varijanca Var Xi, k=1,...,n @ neka su aq,...,a, realni brojevi. Tada vrijedi:
n n
Var (Z aka> = Zanaer. (3.22)
k=1 k=1

Dokaz. Promotrimo prvo Var (Z aka>:
k=1

n n n 2
Var (Z aka> =F (Z aka - F (Z aka>> =
k=1 k=1 k=1

n

n 2
=E <Z(a’ka - akEXk)> =FE Z (aka; — akEXk)(anj — ajEXj)
k=1 k,j=1

Za k # j jest zbog nezavisnosti
E(Xy - EXy)(X; —EX;)=0,

pa zbog linearnosti ocekivanja vrijedi:

Var (i aka> =F (i(aka — akEXk)2> =
k=1

k=1

= a;E(X) — EX;)* =) ajVar X;.
k=1 k=1

7 Opéenitu definiciju nezavisnosti slu¢ajnih varijabli X1, ..., X, zainteresiran &tatelj moze

pronadi u [26].
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Primjer 3.30. Neka su X1 ~ N(p1,02), Xo ~ N(p2,02), ..., Xn ~ N(in,02) nezavisne
normalne slucajne varijable. Njih moZemo shvatiti kao komponente n-dimenzionalnoga normalnog

slucajnog vektora s ocekivanjem [p1, ..., un|", matricom kovarijanci

62 00... 0

0030...0
Cov(Xi1,...,Xn)

0 00...02
i jedinicnom korelacijskom matricom reda n.

Definiragmo slucajnu varijablu
n
Sp=> Xp=Xi1+...4+Xp
k=1

i izracunajmo njezino matematicko ocekivanje i varijancu. Zbog linearnosti ocekivanja slijedi da

]e n n n
ES, =E <Zxk> => EXp =
k=1 k=1 k=1

Varijancu slucéajne varijable Sy, zbog mezavisnosti slucajnih varijabli X1, ..., Xy, racunamo po-
mocéu teorema 3.8. Dakle,

n n n
Var (Z Xk> = ZVaer = ZO’,%.
k=1 k=1 k=1

Uocimo da ukoliko su slucajne varijable X1,...,Xn @ jednako distribuirane, tj. ako je Xy ~
N (11, 02) za svaki k € {1,...,n}, tada je ESy, = nu, a Var Sy, = no?.

3.5 Neki rezultati o nizovima slucajnih varijabli

U poglavlju 1.3 o statistickom pristupu modeliranju vjerojatnosti naveli smo svoj-
stvo statisti¢ke stabilnosti relativnih frekvencija koje kaze da se, kod nezavisnog
ponavljanja istog pokusa puno puta, relativna frekvencija pojavljivanja odabranog
dogadaja stabilizira u okolini nekog broja.

U poglavlju u kojemu je definirana normalna slu¢ajna varijabla opisan je pokus
nazvan "Galtonova daska" koji ilustrira ¢injenicu da normalna distribucija dobro
modelira realizacije pokusa ¢iji su ishodi posljedica sume mnogo medusobno neza-

visnih i jednako distribuiranih utjecaja.

U ovom poglavlju navodimo dva rezultata koji se odnose na grani¢no ponaSanje

nizova slucajnih varijabli i dokazuju istinitost navedenih svojstava.
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3.5.1 Slabi zakon velikih brojeva i Bernoullijeva shema

Koristenjem slabog zakona velikih brojeva mozemo objasniti statisticku stabilnost

relativnih frekvencija u uvjetima navedenim u poglavlju 1.3.

Definicija 3.7. KaZemo da niz slucajnih varijabli X1, Xo,... zadovoljava slabi

zakon velikih brojeva ako za svaki € > 0 vrijedi:

n—oo

1
lim P{|Sn — ES,| > 5} =0,
n

gdje je
S, = Z X5
k=1

Taj zakon mozemo interpretirati na sljedeé¢i nacin:

Ako niz slué¢ajnih varijabli zadovoljava slabi zakon velikih brojeva, onda
vjerojatnost da se realizacija prosjeka slu¢ajnih varijabli Xi,..., X, razli-
kuje od ocCekivanja prosjeka za viSe od proizvoljno izabranog malog broja
tezi nuli s poveéanjem broja sluc¢ajnih varijabli u izracunu prosjeka.
Postoje mnogi rezultati koji daju dovoljne uvjete na niz slu¢ajnih varijabli da bi on
zadovoljavao slabi zakon velikih brojeva. Ovdje ¢emo dokazati samo jedan koji ¢e
biti dovoljan za objasnjenje statisti¢ke stabilnosti relativnih frekvencija odabranog

dogadaja kod nezavisnog ponavljanja istog pokusa.

Teorem 3.9. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih varijabli takav da su, za svaki
n € N, slucajne varijable X1, ..., X, nezavisne i neka su varijance tih slucajnih

varijabli uniformno ogranicene, tj. postoji M > 0 takav da je

max Var X, < M.
keN

Tada za svaki € > 0 vrijedi

n—oo

lim P{1|Sn — ES,| > s} =0.
n

Dokaz. U dokazu koristimo C'ebigevljevu nejednakost, tj. za svaku je slucajnu va-
rijablu Y koja ima varijancu i za svaki e > 0

VarY
o2

P{lY —EY| > ¢} < :

S,
Neka je n dan prirodan broj i Y,, = —. Zbog nezavisnosti je
n

1
Vary, = ﬁVar Sn



SLUCAJNI VEKTOR 165

pa vrijedi:

1
P{n|Sn —ES,| > a} = P{|Y, —EY,| >} <
Var S, M
20n <

nez2 = ne?’
Dakle, slijedi da je

1 M
0< P{Sn _ES7L| > 5} < —-
n ne

Stoga je

n—roo

1
lim P{n|Sn — ES,| > s} =0.

Primjer 3.31. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli &ije su distribucije zadane

tablicama
—2m 0 2n
Xn = 1 1 1 s n € N.
22n+1 © 92n 92n+1l

Da bismo provjerili zadovoljava li taj niz slabi zakon wvelikih brojeva, izracunajmo ocekivanja i

n
varijance sluéajnih varigabli Xy, i Sn = Y, Xi:
i=1

1 1
— n n —
EX, = -2 ~22n+1+2 ~22n+1707 Vn € N,
1
— 2 _ 92n 2n - _
Var X, = EX, =2 ~22n+1+2 ~22n+1717 Vn € N,

n n
ES, = E (ZX) => EX;=0, VneN,
=1 =1
n n n
Var S,, = Var <ZX1> = ZVarXi = Zl =n.
i=1 i=1 i=1

Buduéi da je (Xn, n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli &ije su varijance jednake jedan, slijedi
da niz (Xn, n € N) zadovoljava slabi zakon velikih brojeva 3.9, tj. da je za svaki e > 0

1
lim p{, |Sn| > E} =0.
n—oo n
Rije¢ima receno, za svaki se € > 0 vjerojatnost odstupanja prosjeka niza nezavisnih slucajnih

variyjabli iz primjera 3.31 od nule za € ili vise moZe uciniti proizvoljno malom odabirom dovoljno

velikog prirodnog broja n.

Slabi zakon velikih brojeva specijalno vrijedi i za niz nezavisnih i jednako distribu-

iranih slu¢ajnih varijabli koje imaju varijancu, a koji je opisan sljede¢om definicijom.

Definicija 3.8. KaZemo da je niz slucanih varijabli (X,,n € N) niz nezavisnih i

jednako distribuiranih slucajnih varijabli ako vrijedi:
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e sve slucajne varijable X1, Xa, ... tmaju istu distribuciju 1
e za sve sun € N slucajne varijable X1, ..., X, nezavisne.

Za takav niz koristimo kraticu "n. j. d. miz".

Pretpostavimo da je (X,,n € N) n. j. d. niz i neka je varijanca Var X; = o2,

a EX; = p. Uocimo da svaka slu¢ajna vrijabla iz tog niza ima isto ocekivanje i

varijancu kao X; zbog jednake distribuiranosti.

Neka je X,, aritmeticka sredina (prosjek) slu¢ajnih varijabli X1,...X,,, tj.

_ 1 <&
anﬁi;Xi,

i (Yn, n € N) pripadni niz aritmetickih sredina. Koriste¢i svojstva ocekivanja i

varijance vidimo da vrijedi:
EX,=E liX —liEX-—
n — n Pt K3 - n pt (. /’l/ﬂ

Var X,, = izn:\/'arX- = 0—2
n_n2i:1 o

Osim toga,
n

pa se na taj niz aritmetickih sredina moze primijeniti slabi zakon velikih brojeva,
tj. za svaki jee >0

nh_)Il’Olo P{X, —pl>¢c}=0.
Taj rezultat mozemo tumaciti na sljede¢i nacin:
Vjerojatnost da se aritmeticka sredina n. j. d. niza slucajnih varijabli
razlikuje od njihovog ocekivanja za ¢ ili viSe moZemo uciniti proizvoljno
malom birajuéi n dovoljno veliko.

Primjer 3.32. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih standardnih normalnih slucajnih varijabli, tj.
Xn ~N(0,1), VneN.
Sada znamo da je za svaki prirodan broj n EX, = 0 i Var X;, = 1, pa stoga taj niz slucajnih
varijabli zadovoljava slabi zakon velikih brojeva, tj. za svaki je € > 0
Jdim P{|X,[>e}=0.

Rije¢ima receno, za svaki se € > 0 vjerojatnost da aritmeticka sredina niza nezavisnih standardnih
normalnih slucajnih varijabli odstupa od nule za barem & moZe udiniti proizvoljno malom odabirom
dovoljno velikog prirodnog broja n.
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Buduéi da je za jednako distribuirane slucajne varijable X1, ..., Xn Var X, = 02/71, iz Cebisev-

ljeve nejednakosti slijedi da je
2

P{Xn —pl >} < 2.
E°n

Uzmimo npr. € = 0.01. Ako Zelimo postiéi vjerojatnost manju od 0.05 da se aritmeticka sredina
niza (Xn, n € N) razlikuje od ocekivanja € = 0.01 ili vise, tada n ocjenjujemo na sljedeéi nacin:

o2

> —— = 200000.
= P (R =6

Statisticka definicija vjerojatnosti

Koristenjem slabog zakona velikih brojeva primijenjenog na n. j. d. niz Berno-
ullijevih slu¢ajnih varijabli mozemo se uvjeriti da je opravdan statisticki pristup
modeliranju vjerojatnosti, pod pretpostavkom da modeliramo vjerojatnost pojav-

ljivanja dogadaja na temalju nezavisnih ponavljanja istog pokusa (poglavlje 1.3).
Taj problem opisat éemo koristeéi tzv. Bernoullijevu shemu.

Bernoullijeva shema jest slu¢ajni pokus koji se sastoji od n medusobno nezavisnih

ponavljanja uvijek istog Bernoullijevog pokusa opisanog distribucijom

Dakle, (X1,...X,) je n. j. d. vektor s distribucijom svake komponente jednakom
distribuciji od X.

Primjer 3.33. Model Bernoullijeve sheme moZe se primijeniti kod nezavisnog bacanja istog nov-
¢ica n puta zaredom, pri demu je p vjerojatnost da se okrene npr. glava.

Skup je svih mogucih realizacija tog slu¢ajnog vektora
R(X1,. ., Xn) ={(x1,.-,2n) : x; € {0,1}},
a distribucija je zadana s
p(x1,...,xn) = P{X1=21,...,. X, =z}

n
= szi(l —p)limi, (xl,...,xn) S R(Xl,...,Xn).
=1

Tako je, npr.
p(17 1a 17 070707 s 70) = pB(l - p)n737

p(ov ]-a 13070707 s 70) = p2(1 _p)n72.
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U statistickoj definiciji vjerojatnosti koristili smo upravo takav model, tj. isti pokus
(Q, F, P) ponavljali smo n puta nezavisno i definirali vjerojatnost dogadaja A € F
kao broj oko kojega se gomilaju relativne frekvencije dogadaja A s poveéavanjem
broja ponavljanja pokusa, tj.

gdje je fa frekvencija dogadaja A.

Neka je X slucajna varijabla u tom pokusu definirana na sljedeé¢i naéin:

1 A
Xw)=4 ¥,
O,w¢A
Tada je
0 1
X = 5 OSPS].,
I-pp

gdje je p = P{X = 1} vjerojatnost da se dogodio dogadaj A.

Nezavisnim ponavljanjem naSeg pokusa nastaje n. j. d. niz (X1,...,X,) Berno-
ullijevih slu¢ajnih varijabli na koji mozemo primijeniti slabi zakon velikih brojeva.
Pri tome je:
EX=FEX;,=p, i€{l,...n},
n
fa=Xi+Xo+ .+ Xp=> X,
i=1
- _1¢ fa
X, =- X, ==
mlyxf
i=1
pa je
: fa
lim PS|— —p|>ep, =0
n—00 n

za sve € > 0, $to opravdava statisticki pristup modeliranju vjerojatnosti pod nave-

denim uvjetima.

Primjer 3.34. Isti model moZe se primijeniti i kod nezavisnog bacanja jedne pravilno izradene
igrace kockice n puta zaredom. Oznacimo sa 1 realizaciju dogadaja "okrenula se Sestica”, a s 0

realizaciju dogadaja "nije se okrenula Sestica”. Ishod svakog od m bacanja te kockice modeliramo

0 1
X= <5/6 1/6)’

¢iyu distribuciju moZemo, osim gornjom tablicom, zapisati i na sljedeéi nacin:

Bernoullijevom slucajnom varijablom

R(X) = {0,1},



SLUCAJNI VEKTOR 169
1\ /5\'7" 5l-=®
PiX=2 =|2 bt = , T €R(X).
x=a-(3) (§) - (x)
Dakle, X je Bernoullijeva slucajna varijabla s parametrom p = 1/6.

Ishode n nezavisnih bacanja te kockice, pri demu nas zanimaju dogadagi "okrenula se Sestica” (1)

1 "nije se okrenula Sestica” (0), modelirat éemo mezavisnim slucajnim varijablama Xu,...,Xn
koje su jednako distribuirane kao slucajna varijabla X, tj. n-dimenzionalnim slucéajnim vektorom
(X1,...,Xn). Zbog nezavisnosti i jednake distribuiranosti slucajnih varijabli X1,...,Xn, slijedi
da je distribucija slucajnog vektora (X1,...,Xn) dana izrazom
nopl-g;
P{Xi=a1,..., Xn=2n} =[] G mERX), ie{l..n}
i=1

Tako je, primjerice, vjerojatnost da se u n nezavisnih bacanja jedne pravilno izradene igrace

kockice svaki put (tj. svih n puta) okrene Sestica

P{X;1=1,...  Xn=1}= —.

3.5.2 Centralni granic¢ni teorem

Centralni grani¢ni teoremi govore o uvjetima pod kojima niz funkcija distribu-
cije standardiziranih suma slu¢ajnih varijabli konvergira prema funkciji distribucije

standardne normalne sluc¢ajne varijable.

Definicija 3.9. Neka je (X,, n € N) niz sluéajnih varijabli s pripadnim nizom
funkcija distribucije (F,,, n € N). Ako postoji funkcija distribucije F takva da
F,(x) — F(z) za svaki x u kojemu je F neprekidna, tada kaZemo da niz (X,,, n € N)
konvergira po distribuciji prema slucajnoj varijabli X ¢ija je funkcija distribucije F
© pisemo:
D
X, > X.

Konvergencija po distribuciji zapravo znadi da, za dovoljno velike n, P{X, < z}
moZemo aproksimirati s F(z).
Primjer 3.35. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli uniformno distribuiranih

na intervalu (0,a), a > 0, tj. za svakii € N jest

0 ,z€(—0,0)
Fx,(z) =< z/a , z €[0,a)
1 , z€ [a,00)

Ako je Y, = max{Xi,...,Xn}, tada je zbog mezavisnosti i jednake distribuiranosti slucajnih
varijabli iz niza (Xn, n € N) niz (Yn, n € N) niz slucagnih varijabli s funkcijama distribucije

Fy, (y) = P{Yn <y} = P{max{X1,..., Xn} <y} =P{X1 <y,..., Xn <y} =

=P{X1 <y} ... P{Xn <y} =(Fx, ()"

Definiragmo sada novi niz sluc¢ajnih varijabli (Zn, n € N), gdje je

Zn :n(a—Yn)7 a > 0.
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Buduéi da za svaki n € N znamo funkciju distribucije slucajne varijable Yy, slijedi da je funkcija
distribucije slucajne varijable Zy dana izrazom

an(z):P{Zngz}:P{n(a—Yn)Sz}:l—P{Yn<a—Z}:

0 , 2 € (—00,0)
=q1-(1-2)",2z€0,an)
1 , Z € [an, o)
Bududéi da je
z\"n z
lim (17(17—) ):17e*a, 2>0,
n— oo an
slijedi da je
lim Fy (2)= 075 » 2 € (=00,0) .
n—oo M l—e"a ,z€]0,00)

Dakle, niz slucajnih varijabli (Zy, n € N) po distribuciji konvergira prema eksponencijalnoj slu-

cagnog varijabli s parametrom 1/a.

Primjer 3.36. Neka je (Xn, n € N) niz sludajnih varijabli s funkcijama distribucija

0 ,z€ (—00,0)
Fx, (x)=< 2",z €][0,1)
1, z€ll,00)
Buduéi da je za x € [0, 1)
lim z" =0,
n— oo

slijedi da je

lim FXn (.T) =
n— 00

)

{0,:):6(00,1)

1, z€l,00)
tj. niz sludagnih varijabli (Xn, n € N) konvergira po distribuciji prema degeneriranoj slucajnoj
varigabli X za koju je P{X =1} = 1. KaZemo da niz slucajnih varijabli (X, n € N) konvergira
po distribuciji prema jedinici.

Sljedeéi teorem govori o konvergenciji po distribuciji niza standardiziranih parcijal-
nih suma niza nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli prema standard-
noj normalnoj sluéajnoj varijabli.

Teorem 3.10 (Lévy). Neka je (X,,n € N) n. j. d. niz slucajnih varijabli s

2 i neka je S, njegova n-ta parcijalna suma. Tada®

ocekivanjem p i varijancom o
S, — ES, D
v/Var S,

Primjer 3.37. Iznimno, ako je n. j. d. niz (Xn, n € N) niz Bernoullijevih slucajnih varijabli

0 1
Xl = 5 pE <071>7
1—pp

(vidi Bernoullijenu shemu), tada je Sp ~ B(n,p), ESn = np, Var S, = np(l — p), pa moZemo

Z ~N(0,1).

zakljuciti da
_E _
SnZBSn _ _Snmp B, v 1),
V/Var Sy, \/np(l -p)

8Za dokaz pogledati [26].
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Dakle, za velike se n vjerojatnosti po binomnoj distribuciji mogu priblizno racunati koristeéi nor-
malnu distribuciju.

Primjer 3.38. Neka je X ~ B(500,0.4). Tada znamo da je

175

Pix <1ms} =3 (

=0

500)0.42'0.6500*1'.
i
Buduéi da je izracunavange te sume komplicirano, a n velik, za izracun vjerojatnosti P{X < 175}
moZemo koristiti aproksimaciju binomne distribucije normalnom distribucijom. Uoc¢imo da je
np =200 i \/np(1 — p) = 10.95, pa slijedi da je
X -2 — -
00 < 175 200} :P{X 200
10.95 — 10.95

P{X <175} = P{ < 72.28} ~ P{Z < —2.28},

10.95 —

gdje je Z standardna normalna slucajna varijabla. Prethodnu vjerojatnost mozZemo izracunati

koristenjem prikladnog matematickog softvera:
P{X < 175} ~ 0.0113.

Analognim postupkom moZemo aproksimirati i mnoge druge vjerojatnosti - tako je, npr. P{175 <
X <225} ~ 0.98.

Primjena na aritmeticku sredinu

Neka je (X,,, n € N) n. j. d. niz slu¢ajnih varijabli s oéekivanjm y i varijancom o

X, = % ZX
=1

i

S obzirom da je
_ 1 _ _
X, =-Sp, EXn=p, VarX,=_,
n n
ocito je
S, — ES, X, —p
=vn .
v/Var S, v o

Dakle, prema centralnom grani¢nom teoremu 3.5.2 slijedi da

X, —
Jn2n T E B g A(0,1),
pa kazemo da se v/n @ asimptotski ponasa kao slu¢ajna varijabla s distribucijom
N(0,1), odnosno da X,, asimptotski ima N (p, %2) distribuciju.

Primjer 3.39. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih eksponencijalnih slucajnih varijabli s para-
metrom A = 1. Tada iz tablice 2.6.5 znamo da je p = EXp, = 1/A=1i0%=VarX,, =1/A\2 =1
za svaki n € N. Prema teoremu 3.5.2 slijedi da za veliki n slucajna varijabla

Snfnu_ Xn—pn
o\/n =i o
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ima priblizno standardnu normalnu distribuciju (Z ~ N(0,1)). Sada moZemo aproksimirati npr.
sljedece vjerojatnosti:

o0
S100 — 100 } 1 /75
P{S >110} =P — > 1, =~ P{Z>1} = — e 2 dz~ 0.1587,
{S100 > } { 20 > {Z >1} \/ﬂl

P{1.1 < X100 <12} = P{1 <10(X100 — 1) < 2} =

2
1 22
zP{1<Z<2}:\/7/e_7dz%0.136.
™
1

Primjer 3.40. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli
s ocekivanjem u = EX, = 20 i varijancom o? = VarX, = 4. Pretpostavimo da nas zanima
kolika je vjerojatnost da se aritmeticka sredina X slucajnih varijabli X1, ... Xy realizira brojem
iz intervala (19.9,20.1). Buduéi da distribucija slucajnih varijabli iz tog niza nije zadana, traZenu
vjerojatnost ne moZemo tocno izracunati. No taj niz zadovoljava uvjete teorema 3.5.2 pa znamo
da o o
Xn—p _ X";QO B Z~N(©0,1).

7 v
TrazZenu vjerojatnost moZemo aproksimirati na sljedeéi nacin:

- Xn—20
P{19.9 < X, <20.1}P{_“/7Z < Xn =20 \/ﬁ} ~

Vn

2
20 T 20
Vn/20
1
NP{—@<Z<—n}=7 / T
20 20 V2w
—v/n/20

3.6 Zadaci

Zadatak 3.4. Dokazite svojstva 1 do 5 funkcije distribucije dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora.

Zadatak 3.5. Dokazite da za slucajne varijable X7 i X2 koje imaju kon¢nu varijancu i koje su
nezavisne vrijedi jednakost

Var (aX1 + bX2 — ¢) = a®Var X7 + b%Var Xo,

gdje su a, b i c proizvoljni realni brojevi.

Zadatak 3.6. Neka je (X,Y) slucajni vektor s kovarijancom Cov(X,Y). Dokazite da za pro-
izvoljne realne brojeve ai, a2, b1, ba vrijedi

COV(alX + b1,a2Y + b2) = aja2 COV(XV7 Y)
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Zadatak 3.7. Neka je X sluCajna varijabla takva da je EX = 6, Var(X) = 11 neka je Y =
—2X + 5. Odredite EY, VarY i px y.
Rjesenje: EY = —7, VarY =4, px y = 109/2.

Zadatak 3.8. Neka su X i Y slucajne varijable za koje je EX = 2, EY = —1, VarX = 9,
VarY =4, px,y = 0.5. Neka je Z = 2XY + 1. Odredite EZ.

Rjesenje: EZ =2 (p(X7 Y)VVar X VarY + EX EY) +1=23.

Zadatak 3.9. Neka su X; i X5 sludajne varijable s binomnim razdiobama: X; ~ B(ni,p1) i
Xa ~ B(na,p2). Odredite E (X1X2) ako znamo da je E (X1 + X2)2 =0.5.
Rjesenje: F (X1X2) = i - % (nip1 (1 +p1(n1 — 1)) + nap2 (1 + p2(n2 — 1))).

Zadatak 3.10. Dvodimenzionalan slu¢ajni vektor (X,Y’) ima distribuciju danu tablicom

Xy | 2 -1 0 1 2
1 1/3 0 1/15 0 1/10
2 | 2/15 2/15 0 1/30 0
3 | 1/3 1/30 1/15 1/15 0

a) Odredite marginalne distribucije.
Rjesenje:

-2 -1 1 2
hspace*lem X = 0 ,
1/2 1/6 2/15 1/10 1/10

1 2 3
Y= <1/2 3/10 1/5)

b) Odredite P{X < 2,Y >2}i P{X > —1,Y > 3}.

Rjesenje: P{X <2,Y >2} =1/2, P{X > —1,Y > 3} = 0.
c) Odredite P{|X| < 1}.

Rjesenje: P{|X| < 1} = P{X =0} = 2/15.
d) Odredite EX, EY i E(3X + 5Y).

Rjesenje: EX = —13/15, EY = 17/10, E(3X + 5Y) = 59/10.

Zadatak 3.11. Neka je X = (X,Y) diskretan slucajni vektor s distribucijom zadanom na sljedeéi
nacin:
c(zr+vy), (z,y) € {0,1,2} x {0,1,2}
0 , inace '
Izracunajte vrijednost konstante c.
Rjesenje: ¢ = 1/18.
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Zadatak 3.12. Za slucajni vektor iz zadatka 3.10 odredite distribuciju od X, uz uvjet ¥ = 3, i
distribuciju od Y, uz uvjet X = —2, te izracunajte uvjetna ocekivanja E(X|Y = 3)i E(Y|X = —2).

Rjesenje:
-2 -1 0 1 1
Xl|y—3 = , EX|Y =3)=——;
ly=s <1/6 1/6 1/3 1/3) (X V=%
1 2 3 21
Y|x=—2= , EY|X = -2)==—.
lx=—2 <2/3 1/15 1/15) 1 T

Zadatak 3.13. Provjerite jesu li komponente slucajnog vektora iz zadatka 3.10 nezavisne te
izraCunajte njihovu kovarijancu i koeficijent korelacije.
Rjesenje: slucajne varijable X 1Y nisu nezavisne,

208 416

Cov(X,Y)=——, = ——
(X,Y) 750 PXY T T aea01

Zadatak 3.14. Dan je dvodimenzionalan sludajni vektor (X,Y’) tablicom distribucije

Xy | 2 -1 0 1 2 3
0 [005 005 01 0 005 005
1 01 005 005 01 0 005
2 | 003 012 007 006 0.03 0.04

a) Odredite marginalne distribucije tog slu¢ajnog vektora.
Rjesenje:

x_(-2-1 o0 1 2 3
~ 1018 0.22 0.22 0.16 0.08 0.14 |’

v — 0 1 2 .
0.3 0.35 0.35

b) Odredite EX, EY, Var X i VarY.
Rjesenje: EX = 0.16, EY = 1.05, Var X ~ 2.65, Var Y ~ 0.65.

c) Provjerite jesu li komponente tog slu¢ajnog vektora nezavisne.
RjeSenje: slucajne varijable X i Y nisu nezavisne.

Zadatak 3.15. Slucajni pokus sastoji se od dvaju uzastopnih bacanja pravilno izradenog nov¢ica.
Neka je (X,Y) slucajni vektor gdje slu¢ajna varijabla X oznacava broj glava, a sluajna varijabla
Y broj pisama koja se realiziraju u tim dvama bacanjima. Odredite distribuciju i marginalne
distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y’), uvjetnu distribuciju slu¢ajne varijable X, uz uvjet {Y = 1}.

te izracunajte koeficijent korelacije px,y .

Rjesenje:
Tablica distribucije:

X/Y |

B O OO
O N O+
O O RI=N
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Marginalne distribucije:

012 012
<111> Y<111>-
4 2 4 4 2 4
—1}=1.

Uvjetna distribucija: P{X = 1Y
Koeficijent korelacije: pxy = —1.

Zadatak 3.16. Neka je (X,Y) sludajni vektor kod kojeg sluc¢ajna varijabla X predstavlja broj
izlazaka trgovackog putnika na teren, a slu¢ajna varijabla Y broj prodanih proizvoda. Distribucija
slucajnog vektora zadana je sljedecom tablicom:

Y/X | 0 1 2 3 4 5 6
1 1 1

I B T

sl I ¥ E T O

310 %5 5 5 5 1 Y

4 o L 1 1 1 1 1

128 64 32 32 32 128

a) Odredite marginalne distribucije tog slu¢ajnog vektora.
Rjesenje:
0 1 2 3 45 6 1234
X<13315333 1)7 Y<1111>'

32 128 64 16 16 32 128 8 4 2 8

b) Izracunajte EX, EY i px,y.
Rjesenje: EX = 327/128, EY = 21/8, px,y = 0.579.

¢) Odredite vjerojatnost da je trgovacki putnik prodao etiri knjige, ako je dva puta izaSao na
teren.
Rjesenje: P{Y =4|X =2} =1/15.

Zadatak 3.17. Promotrimo slu¢ajni pokus koji se sastoji od nezavisnog bacanja dvaju novéica tri
puta zaredom (misli se da su realizacije na novéi¢ima pri jednom bacanju medusobno nezavisne).
Nov¢éié A pravilno je izraden, odnosno P4 (G) = P4(P) = 0.5, ali noc¢i¢ B nije i vrijedi: Pg(G) =
0.25, Pg(P) = 0.75. Neka je (X,Y) slucajni vektor u kojem X predstavlja broj glava realiziranih
bacanjem nové¢i¢a A, a Y broj glava realiziranih bacanjem nové¢i¢a B. Odredite distribuciju i
marginalne distribucije sluéajnog vektora (X,Y), uvjetnu distribuciju sluc¢ajne varijable X, uz
uvjet {Y = 2}, te izracunajte koeficijent korelacije px y .

Rjesenje: X ~ B(3,0.5), X ~ B(3,0.25)
X/y | o 1 2 3

0 27 27 9 1
512 512 512 512
1 s 81 27 3
512 512 512 512
9 L 8L 27 3
512 512 512 512
3 P A R
512 512 512 512

Zadatak 3.18. Slucajni vektor (X,Y’) zadan je na sljedeéi nacin:

k(2z; i i =1,2; y; =1,2
P{X:ri,Y:yj}:{ (-rz'i‘y])v.xzv s 45 Yy e
0 , inace
Odredite vrijednost konstante k, marginalne distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y’) te provjerite
jesu li slucéajne varijable X i Y nezavisne.
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Zadatak 3.19. Za slucajni vektor iz prethodnog zadatka odredite sljedec¢e uvjetne vjerojatnosti:

a) P{Y =y;|X =z}, b) P{Y =y2|X ==x2},
P{X =;|Y =y}, P{X =2|Y =2}.

Zadatak 3.20. Funkcija gustoc¢e slucajnog vektora (X,Y’) dana je izrazom

1/4 ) (x:y) € [7171] X [7171]
0 , inace.

f(z,y) {

a) Odredite marginalne gustoée fx(z) i fy (y).
Rjesenje: fx(z) = { /2,2 6 [_vl’ 1] X
0 , inace,

Dy,

b) Jesu li komponente tog slu¢ajnog vektora nezavisne sluc¢ajne varijable?
Rjesenje: X i Y nezavisne su.

¢) Odredite P{O< X < 1,0<Y <
Rjesenje: P{O< X <1, 0<Y <

[SIE NI

}.
} =1/16.

Zadatak 3.21. Slucajni vektor X = (X,Y) zadan je funkcijom gustoce

E,zaz?+9y2<4iy>0
0 , za ostale (z,y) € R2.

fx(a"v y) = {
a) Odredite vrijednost konstante k.
Rjesenje: k = 1/2m.

b) Odredite marginalne funkcije gustoéa slu¢ajnog vektora X.
Rjesenje:

L 1

0 , inace, , inace,

¢) Pokazite da slu¢ajne varijable X i Y nisu nezavisne, ali jesu nekorelirane.

Zadatak 3.22. Funkcija gustoé¢e dvodimenzionalnoga slucajnog vektora (X,Y’) dana je izrazom

1 22 2
— Y <1
flzy) =9 wab * 0?70
o , inace,
a) Odredite marginalne gustoce fx (z) i fy (y).

b) Jesu li komponente tog slu¢ajnog vektora nezavisne sluc¢ajne varijable?

¢) Odredite kovarijancu sluéajnih varijabli X 1 Y.
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Zadatak 3.23. Slucajni vektor (X,Y’) zadan je funkcijom gustoce

o= {7pr RO

Odredite funkciju distribucije i funkciju gustoée slucajne varijable Z = X + Y.
Rjesenje:
0 ,z€(—00,0)
z,2€(0,1
fz(2) = { . v< ) Fz(2)=q 2*/2,2€[0,1)
0 , inace.
1, zell,00).

Zadatak 3.24. Neka je X slucajna varijabla kojom je modelirana koncentracija peludi u zraku
u jutarnjem mjerenju, a Y sluCajna varijabla kojom je modelirana koncentracija peludi u zraku
u vecernjem mjerenju. Pretpostavimo da je zajednicka funkcija gustocée slu¢ajnih varijabli X i Y
(tj. funkcija gustoée slu¢ajnog vektora X = (X,Y’)) definirana na sljedeé¢i na&in:

4zy , (z,y) € (0,1) x (0,1
fx(w)_{ (2,9) € (0,1) x (0,1)
0 , inace.
a) Odredite funkciju distribucije slu¢ajnog vektora X.
Rjesenje:
L, (z,y) €[1,00) x [1,00)

z® , (z,y) € (0,1) x [1,00)
FX(I:y) = y2 ) (:r,y) € [1,00) X <071>
$2y2 s (z,y) € (01 1> X <07 1>

o inace.

b) Odredite marginalne funkcije gustoéa slucajnog vektora X.
2 0,1
Rjesenje: X QY, fx(z) = { v x.e <v7 )
0 , inace.
¢) Odredite vjerojatnost da je prosjeéna koncentracija peludi u zraku (temeljena samo na
jutarnjem i ve¢ernjem mjerenju) manja od 0.5.
Rjesenje: P{(X +Y)/2< 0.5} =1/6.

Zadatak 3.25. Posjed na potpuno ravnom terenu ima oblik pravokutnog trokuta s juznom gra-
nicom duljine dva kilometra i isto¢nom granicom duljine jedan kilometar. Koordinate tocke na
koju pada sjemenka javora noSena vjetrom modelirane su slu¢ajnim vektorom X = (X,Y). Poz-
nato je da ako sjemenka padne unutar posjeda, slu¢ajni vektor X ima uniformnu distribuciju nad
posjedom.

a) Odredite funkciju gustoée slu¢ajnog vektora X te njegove marginalne funkcije gustoéa. Jesu

li sluéajne varijable X i Y nezavisne ili ne? Obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenje:
_ )1, (zy) €{(z,y) €(0,2) x (0,1): y < 0.5z}
Fa(@,y) = { 0, inace.
fx(m)—{x(/f’x.e <?’2> fY(y)_{Q(ly)’x.e@’1>
, 1nace, 0 , 1nace.

Slu¢ajne varijable X i Y nisu nezavisne.
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b) Odredite uvjetne funkcije gustoca fx|y—y () i fy|x=«(y) slucajnog vektora (X,Y).
Rjesenje:

1/2(1 - y) , TE <2y’ 2>
0 , inace,

2/z , y €(0,2/2)
0 , inace.

Ix|y=y(x) = { fyix=2(y) = {

¢) Odredite vjerojatnost P{0.1 <Y < 0.7|X = 0.5}.
Rjesenje: P{0.1 <Y < 0.7|X = 0.5} = 0.6.

Zadatak 3.26. Neprekidan sludajni vektor X = (X,Y") zadan je funkcijom gustoée

—coszsiny , (z,y) € [0,7/2] x [-7/2,0]
0 , inace.

fx(z,y) = {

a) Odredite funkciju distribucije slu¢ajnog vektora X.

Rjesenje:
1 , (z,y) € (7/2,00) x (0, 00)
sin (z) cos (y) , (z,y) € [0,7/2] x [-7/2,0]
Fx(z,y) = cos (y) , (z,y) € (7/2,00) x [-7/2,0]
sin () ,  (z,y) €10,7/2] x (0,00)
0 s inace.

b) Odredite marginalne funkcije distribucija slu¢ajnog vektora X.
Rjesenje:

Fx (@) = {cos (z) , z €[0,7/2] Fy () = { —sin(y) , = € [-7/2,0]

0 s inace, 0 s inace.

¢) Ispitajte nezavisnost sludajnih varijabli X 1 Y te odredite korelacijsku matricu sluéajnog
vektora X.
RjeSenje: X i Y nezavisne su slucajne varijable; korelacijska matrica jest jedini¢na matrica
drugog reda.

d) Odredite uvjetne funkcije gustoca i uvjetne funkcije distribucija sluc¢ajnog vektora X.
Rjesenje: fx|y—y(z) = fx(2), fy|x=2(¥) = fv (¥).

Zadatak 3.27. Funkcija distribucije slu¢ajnog vektora X = (X,Y) jest

l—e @ —eV+4e (V) (z,y) € (0,00) x (0,00)
0 , za ostale (z,y) € R2.

Fx(z,y) = {

a) Odredite marginalne funkcije distribucija toga slu¢ajnog vektora te provjerite jesu li njegove
komponente nezavisne slucajne varijable.
Rjesenje: X, Y ~ £(1).
b) Odredite funkciju gustoée i marginalne funkcije gustoca sluéajnog vektora X.
—(z+y) 0 x (0
Riesenie: f(z,y) = { o ) € 0o (000
0 , inace.
c) Odredite uvjetne funkcije gustoca fx|y—y () i fy|x=z(y)-
Rjesenje: zbog nezavisnosti je slu¢ajnih varijabli X i Y fX|Y:y(f'7) = fx(z), fy|x=c (y) =

Ty ().
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d) izracunajte P{0 < X <1,0<Y <1}.
Rjesenje: P{O< X <1,0<Y <1} =1-2+ 4.

Zadatak 3.28. Zadana je funkcija gusto¢e dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora (X,Y):
—(z+y)
e , (z,y) € (0,00) X (0,00
f(x,y>={ (2:4) € (0,00) (0, 0)
0 , inace.

a) Jesu li komponente toga slu¢ajnog vektora nezavisne slu¢ajne varijable?
Rjesenje: X i Y nezavisne su eksponencijalne slu¢ajne varijable s parametrom A = 1.

b) Odredite distribuciju slu¢ajnog vektora (X,2Y").
Rjesenje: Y je eksponencijalna slu¢ajna varijabla s parametrom XA = 1/2, pa zbog nezavis-
nosti X i 2Y slijedi da je

_ 1
f(X QY)(x,y): { %6 (1‘+2y) ) (a:,y) € <0,00> X <0»OO>

0 , inace.

Zadatak 3.29. Neka je X = (X,Y) neprekidan sluc¢ajni vektor zadan funkcijom gustoée

1

—-6—z—yvy), (z,y) €(0,2) x (2,4

Fala,y) = 5 ) (@,y) €(0,2) x (2,4)
0 , za ostale (z,y) € R2.

a) Ispitajte nezavisnost komponenti X i Y toga slu¢ajnog vektora.

b) Odredite uvjetne funkcije gustoca fx|y—y () i fy|x=z(y)-

¢) Odredite matricu kovarijanci i korelacijsku matricu toga slu¢ajnog vektora.

Zadatak 3.30. Provjerite vrijedi li slabi zakon velikih brojeva za sljede¢e nizove nezavisnih slu-
¢ajnih varijabli (X, n € N):

—vVn 0 n

a) Xp = 1 1_2 1 , neN
n n n
—3—m 3"
b) X, = 1 1 , neN.
2 2

RjeSenje: slabi zakon velikih brojeva vrijedi za oba niza slucajnih varijabli.

Zadatak 3.31. Neka su X7q,..., X100 nezavisne eksponencijalne slucajne varijable s parametrom
A =1 te neka je
100
Y=X13+...4+ X100 = ZXk.
k=1

Koristenjem centralnoga grani¢nog teorema aproksimirajte sljedece vjerojatnosti:
a) P{Y > 110},

b) P{1.1 < X100 < 1.2}, gdje je X100 = 155 Y-
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Rjesenje:
a) P{Y > 110} ~ 0.1587,
b) P{1.1 < X100 < 1.2} ~ 0.136.

Zadatak 3.32. Zadane su nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable X1, ..., X, s mate-

matickim oéekivanjem p i varijancom o2. Izradunajte

E (1 zn:(xi Xn)2> .
n =1
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