Poglavlje 4

Statistika

Koristenje je rijeci statistika u svakodnevnom Zzivotu najceS¢e povezano s broj-
¢anim vrijednostima kojima pokuSavamo opisati bitne karakteristike nekog skupa

podataka.

Statistika, kao znanstvena disciplina, bavi se razvojem metoda prikupljanja, opisiva-
nja i analiziranja podataka te primjenom tih metoda u procesu donosenja zakljucaka

na temelju prikupljenih podataka.

Statisticko istrazivanje fokusirano je na skup objekata, tj. jedinki (ljudi, zivotinja,
biljaka, stvari, drzava, gradova, poduzeca itd.) i skup odabranih veli¢ina koje se na
njima promatraju. Veli¢ine koje se na jedinkama promatraju zovemo varijablama.
Sve jedinke koje se zele obuhvatiti istrazivanjem, tj. o kojima se Zeli zakljucivati,
¢ine populaciju. Podaci se prikupljaju da bi se zaklju¢ivalo o varijablama na

populaciji.

Prije provodenja istrazivanja populacija mora biti precizno opisana. Na primjer, ako
je varijabla od interesa broj rije¢i koji je osoba u stanju procitati u minuti, onda
valja precizirati ¢ine li populaciju djeca predskolskog uzrasta u Hrvatskoj ili djeca
prvog razreda osnovne skole u Hrvatskoj ili djeca prvog razreda neke specifi¢ne Skole
u Hrvatskoj (npr. O.S. Tin Ujevi¢ u Osijeku) ili djeca prvog razreda osnovne skole
u Hrvatskoj koja idu po posebnom programu itd. U svakom slucaju, populacija

mora biti precizirana.

Iz definirane populacije uzima se u statisticko istrazivanje uzorak. Podaci moraju
biti prikupljeni na uzorku koji je reprezentativan za opisanu populaciju. Repre-

zentativan uzorak mora odrazavati populaciju tj. u njemu trebaju biti zastupljene
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sve tipi¢ne karakteristike populacije. Najces¢i je nacin odabira jedinki iz populacije
u reprezentativan uzorak tzv. slucajni uzorak, tj. takav izbor u kojemu svaka

jedinka ima jednaku Sansu biti izabrana u uzorak.

Izbor jedinki u reprezentativan uzorak iz populacije moze se posti¢i pomocu gene-
ratora slucajnih brojeva. Da bi ilustrirali tu proceduru, oznac¢imo s M broj jedinki
u populaciji i numerirajmo jedinke brojevima od 1 do M. Neka je n broj jedinki
koje zelimo uzeti u uzorak. Potrebno je generirati n medusobno razli¢itih realizacija
diskretne uniformne slucajne varijable na skupu {1, ..., M} i uzeti u uzorak jedinke
koje za oznaku imaju dobivene prirodne brojeve. Treba naglasiti da tu proceduru
nije uvijek jednostavno provesti u primjeni.

Zadatak 4.1. U studentskoj referadi pribavite popis studenata koji slusaju UVIS ove godine.
Numerirajte studente i provedite proceduru izbora 40 studenata u slucajni uzorak. Od svakog
studenta odabranog u uzorak prikupite podatke o spolu, broju do sada poloZenih ispita, broju do

sada ostvarenih ECTS bodova, prosje¢noj ocjeni svih do sada polozenih ispita, ocjeni iz predmeta
Diferencijalni racun i Integralni ra¢un. Formirajte bazu podataka u nekom programskom paketu.

U okviru statisticke teorije valja se pozabaviti sljedeéim metodama:
e metodama prikupljanja podataka,
e metodama opisivanja skupa podataka (deskriptivna statistika),

e metodama statisti¢kog zakljucivanja.
Metode prikupljanja podataka ovdje ne¢emo posebno proucavati. Ipak, valja napo-
menuti da se podaci mogu prikupiti npr. na osnovu javnih izvora (knjige, ¢asopisi,
novine, web), dizajniranog eksperimenta, anketa, promatranjem itd.

4.1 Deskriptivna statistika

U statistickim istrazivanjima razlikujemo nekoliko osnovnih tipova varijabli koje se

medusobno razlikuju po svojstvima vrijednosti koje mogu poprimiti.

Kvalitativne varijable

Karakteristika je kvalitativnih varijabli da njihove vrijednosti nisu, po svojim svoj-
stvima koriStenim u istrazivanju, realni brojevi. Tipi¢an je primjer takve varijable
spol osobe. Vrijednosti kvalitativne varijable uobicajeno nazivamo kategorijama.
Kategorije kvalitativnih varijabli mogu biti definirane u skladu s potrebama statis-

tickog istrazivanja.
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Primjer 4.1. Sljedeée su varijable kvalitativnog tipa:
- radna mgesta u Skoli (spremacica, domar, tajnik, nastavnik, pedagog, ravnatelj),
- boja ociju (plava, smeda, zelena),
- kruvne grupe (A, B, AB, 0),

- spol (m ili %).

Numericke varijable

Numericke varijable prirodno primaju vrijednosti iz skupa realnih brojeva. Ti-
picni su primjeri numerickih varijabli masa i visina osobe. Medutim, treba naglasiti
da se i kategorije kvalitativnih varijabli mogu izrazavati brojevima $to ih ne ¢ini
numeri¢kim varijablama. Primjerice, spol osobe jedna je kvalitativna varijabla.
Kategoriju "Zenski spol" moZzemo oznaciti s "1", a kategoriju "muski spol" s "2",
Sto moze biti korisno prilikom unoSenja podataka u bazu. Time smo kategorijama
kvalitativne varijable pridruzili numericke vrijednosti, ali samu varijablu nismo udi-
nili numeri¢kom po njezinim svojstvima.
Primjer 4.2. Sljedece su varijable numerickog tipa:

- postotak prolaznosti na pojedinim ispitima tijekom jedne akademske godine,

- broj bodova na drZavnoj maturi iz matematike,

- broj ulovljenith komaraca u klopku,

- temperatura mora,

- koncentracija soli u morskoj vodi.

Medu numeric¢kim varijablama razlikujemo diskretne i kontinuirane varijable.

Diskretne numericke varijable mogu poprimiti samo kona¢no ili prebrojivo mnogo

vrijednosti.

Primjer 4.3. Sljedece su numericke varijable diskretne:
- broj bodova na drZavnoj maturi iz matematike,
- broj ulovljenih komaraca u klopku,

- broj dana u godini s temperaturom zraka veéom od 35°C.

Skup je mogucih vrijednosti kontinuiranih numeric¢kih varijabli cijeli skup realnih

brojeva ili neki interval.

Primjer 4.4. Sljedece su numericke varijable kontinuirane:
- postotak prolaznosti na pojedinim ispitima tijekom jedne akademske godine,
- temperatura mora,

- vodostaj neke rijeke.



184 DESKRIPTIVNA STATISTIKA

Primjer 4.5. (djelatnici.xls)

Baza podataka djelatnici.xls sadrzi podatke o uzorcima djelatnika dviju konkurentskih tvornica -
tvornice A i tvornice B. U tablici s imenom "tvornica A" zabiljeZene su vrijednosti sljedecéih
variyjabli za djelatnike tvornice A:

spol - kvalitativna varijabla koja sadrzi informaciju o spolu (M - muski spol, Z - Zenski spol),

odjel - kvalitativna varijabla sadrzi naziv odjela u kojemu je djelatnik zaposlen (TR - transport,
P- pakirange, 1S - isporuka),

obrazovanje - kvalitativna varijabla koja sadrzi strucénu spremu djelatnika (SSS - srednja struéna
sprema, V5SS - visa strucna sprema, VSS - visoka strucna sprema,),

dob - kontinuirana numericka varijabla koja sadrzi starost djelatnika u godinama,
visina - kontinuirana numericka varijabla koja sadrzi visinu djelatnika u centimetrima,

rukovodstvo - diskretna numericka varijabla koja sadrzi broj godina rada koje je djelatnik proveo
na nekoj od rukovodeéih pozicija u toj tvornici,

placa_prije - kontinuirana numericka varijabla koja sadrzi iznos godisnje place djelatnika prije
reorganizacije poslovnog sustava,

placa_poslije - kontinuirana numericka varijabla koja sadrZi iznos godisnje place djelatnika nakon
reorganizacije poslovnog sustava.

U tablici s imenom "tvornica B", u varijabli placa konkurencija, zabiljeZeni su iznosi godisnje
plaée za svakog djelatnika iz uzorka iz tvornice B.

U svrhu prikaza podataka i nekih statistickih analiza, vrijednosti se numericke va-
rijable takoder mogu svrstati u kategorije. Za razliku od kategorija kvalitativnih
varijabli, medu kategorijama se numericke varijable uvijek moze prepoznati priro-
dan poredak.

Primjer 4.6. (auto-centar.xls)
Svrha je ovog primjera prikazati moguénost kategorizacije numericke varijable. Taj se postupak
najéesée provodi stvaranjem nove varijable ¢ije su vrijednosti kategorije kojih je (znatno) manje
nego svih moguéih vrijednosti odgovarajuée numericke varijable. Baza podataka auto-centar.xls
sastoji se od sljedecih varijabli:

automobili - diskretna numericka varijabla koja sadrZi podatke o broju prodanih automobila u
jednom danu za sto promatranih dana. Bududéi da broj prodanih automobila u jednom danu
moZe biti vrlo mali (npr. samo nekoliko osobnih automobila), ali i vrlo velik (npr. narudzbe
automobila za vozni park nekog poduzeéa), zakljucujemo da diskretna numericka varijabla
automobili moZe poprimiti velik broj razli¢itih vrijednosti iz skupa prirodnih brojeva. Zato je
u nekim situacijama korisno kategorizirati vrijednosti te varijable prema tocno odredenom
kriteriju. Na primjer, kategorizacija broja prodanih automobila u jednome danu moZe se
napraviti kao §to je prikazano varijablom kategorija.

kategorija - kvalitativna varijabla koja podatke iz varijable automobili svrstava u pet kategorija
prema kriteriju prikazanom u tablici 4.1.
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broj prodanih automobila | kategorija

0-9 E
10111 D
12113 C
14115 B
16 i vise A

Tablica 4.1: Primjer kategorizacije numericke varijable automobili

Ordinalne varijable

Karakteristika je ordinalnih varijabli da su one, po svom karakteru, kvalitativne,
ali medu kategorijama se moZe uspostaviti prirodan poredak. Tipi¢an su primjeri
takvih varijabli struéna sprema osobe i ocjena u Skoli.
Primjer 4.7. (matematika.sta)
Baza podataka matematika.sta sadrZi podatke prikupljene anketiranjem studenata nakon odrZanih
predavanja, vjezbi, kolokvija te usmenog ispita iz jednog matematickog kolegija. Prikupljeni podaci
organizirani su na sljedeéi nacin:

prosjek - varijabla koja sadrzi podatke o prosjeénoj ocjeni studiranja za 49 anketiranih studenata,

polozeno - varijabla koja studente svrstava u dvije kategorije s obzirom na to jesu li poloZili ispit

iz promatranog kolegija prema kriteriju prikazanom wu tablici 4.2.

’ polozen/nepolozen ispit | kategorija

poloZen ispit 1

nepolozen ispit 0

Tablica 4.2: Kategorizacija studenata prema poloZenosti ispita.

predavanja, vjezbe - dvije varijable koje prisutnost studenata na predavanjima/vjezbama (p/v)

svrstavaju u tri kategorije na nadin prikazan u tablici 4.5.

prisutnost studenta na p/v kategorija ‘
student s p/v nije nikada izostao 1
student je s p/v izostao samo jednom 2
student je s p/v izostao barem dva puta 3

Tablica 4.3: Kategorizacija studenata prema broju izostanaka s predavanja/vjezbi.

tezina kolegija, materijali - dvije varijable koje sadrZe subjektivne ocjene (u standardnoj skali od
1 do 5) studenata o teZini kolegija i dostatnosti dostupnih materijala za pripremange ispita

iz promatranog kolegija.
Uoc¢imo da se varijabla prosjek moZe promatrati kao neprekidna numericka varijabla, varijabla
polozeno jest kvalitativna, dok se wvarijable predavanja, vjezbe, tezina kolegija i materijali mogu

svrstati u ordinalne varijable.
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4.1.1 Metode opisivanja kvalitativnih varijabli

Vrijednosti kvalitativne varijable jesu kategorije. Mjere kojima opisujemo zastuplje-
nost jedne kategorije u uzorku jesu frekvencija kategorije i relativna frekvencija

kategorije.

Frekvencija kategorije broj je izmjerenih vrijednosti varijable koje pri-

padaju danoj kategoriji.
Relativna frekvencija kategorije broj je izmjerenih vrijednosti varijable
koje pripadaju danoj kategoriji podijeljen ukupnim brojem izmjerenih

vrijednosti za ispitivanu varijablu.

Pretpostavimo da varijabla moze primiti vrijednosti k razli¢itih kategorija, a da se u
podacima nalazi n izmjerenih vrijednosti za tu varijablu. Frekvenciju i-te kategorije
oznacit ¢emo f;, a relatvnu frekvenciju dobijemo kao

fi

n
Relativna frekvencija kategorije mjera je zastupljenosti koja daje informaciju o
udjelu kategorije u uzorku poznate veli¢ine i ¢esto se izrazava kao postotak. Frek-

vencije i relativne frekvencije pojedinih kategorija prikazujemo tabli¢no i graficki.

Frekvencije i relativne frekvencije kategorija kvalitativnih varijabli graficki prika-
zujemo pomoc¢u stupcastog dijagrama frekvencija i stupcastog dijagrama
relativnih frekvencija. U istu svrhu moze se koristiti i kruzni dijagram frek-

vencija i relativnih frekvencija . Popularan je naziv za isti grafi¢ki prikaz "pita".

Primjer 4.8. (djelatnici.xls)

Baza podataka djelatnici.xls opisana je u primjeru 4.5. Promatajmo kvalitativnu varijablu obra-
zovanje ¢ije su vrijednosti surstane u tri kategorije: SSS - srednja strucna sprema, V5SS - visa
struéna sprema, VSS - visoka struéna sprema. Zastupljenost tih kategorija u promatranom uzorku
od 100 djelatnika opisana je tablicom frekvencija i relativnih frekvencija /./.

’ kategorija H frekvencija ‘ relativna frekvencija

SSS 51 51/100 = 0.51
VSSS 43 43/100 = 0.43
VSS 6 6/100 = 0.06

Tablica 4.4: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje.

Graficki prikazi relativnih frekvencija dant su u obliku stupcastog dijagrama na slici 4.1, a prikazi

frekvencija i relativnih frekvencija u obliku kruznog dijagrama na slici 4.2.
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Slika 4.1: Stupcasti dijagram relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje.

VSS; 6; 6%

V8sS; 43; 43% 555, 51;51%

Obrazovanje

Slika 4.2: Kruzni dijagram frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazova-
nje.

Primjer 4.9. (djelatnici.xls)

Cesto se u praksi pokazuje korisnim poznavanje zastupljenosti kategorija jedne varijable za svaku
od kategorija neke druge kvalitativne varijable proucdavane na istom uzorku. U ovom éemo pri-
mgeru tablicno i graficki prikazati frekvencije i relativne frekvencije svih kategorija varijable obra-
zovanje posebno za ispitanike Zenskog spola, a posebno za ispitanike muskog spola iz promatranog
uzorka djelatnika.

Tablice tako kategoriziranih frekvencija i relativnih frekvencija varijable obrazovanje prikazane su
w tablici 4.5. Stupcasti dijagrami relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje za
kategorije Z i M wvarijable spol prikazani su na slici 4.3, a kruzni dijagrami frekvencija i relativnih
frekvencija na slici 4.4.
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kategorija spol=Z spol=M
frekvencija | relativna frekvencija || frekvencija | relativna frekvencija
SSS 21 21/41 = 0.5122 30 30/59 = 0.5085
VSSS 18 18/41 = 0.4390 25 25/59 = 0.4237
VSS 2 2/41 = 0.0488 4 4/59 = 0.0678

Tablica 4.5: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje

posebno za svaku kategoriju varijable spol.

54% 59%
49% .
44% SLe
(]
0
aqE, . % 34%
Y= Y-
@ 24% 2 25%
2 20% 2
< 15% < 17%
10/
0
0% . 0% 5
SSS VSSS VSS SSS VSSS VSS
(a) spol=Z (b) spol=M

Slika 4.3: Stupcasti dijagrami relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje posebno
za svaku kategoriju varijable spol.

VSS; 2; 5% VSS; 4; 7%

V§SS,' 18; 44% SSS; 21; 51% V§SS; 25; 42% SSS; 30; 51%

obrazovanje obrazovanje

(a) spol=Z (b) spol=M

Slika 4.4: Kruzni dijagram frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje

posebno za svaku kategoriju varijable spol.
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4.1.2 Metode opisivanja numerickih varijabli

Numericke varijable po svojoj prirodi mogu biti diskretne i neprekidne. U oba
slucaja, a posebno kod neprekidnih varijabli, moze se dogoditi da u prikupljenim
podacima postoji mnogo medusobno razli¢itih vrijednosti. U takvim slucajevima
tabli¢ni i graficki prikazi uvedeni za kvalitativne varijable mogu biti nedovoljno

informativni.

Ako su numericke varijable diskretne s malo moguéih vrijednosti, za opis podataka
moZzemo koristiti iste metode kao pri opisivanju kvalitativnih podataka, tj. frekven-
cije i relativne frekvencije, te ih graficki prikazivati stupZastim dijagramima i kruznim

dijagramima.

Primjer 4.10. (djelatnici.xls)

Broj zabiljeZenih vrijednosti diskretnih numerickih varijabli znatno utjece na preglednost tablic-
nih i grafickih prikaza frekvencija i relativnih frekvencija. Analizirajmo diskretnu numericku va-
rijablu rukovodstvo baze podataka djelatnici.xls iz primgera 4.5 koja prima wvrijednosti iz skupa
{0,1,..., N}, gdje je N najveéi moguéi broj godina radnog staZa koje djelatnik moZe provesti na
rukovodecoj poziciji. Frekvencije 1 relativne frekvencije zabiljeZenih vrijednosti varijable rukovod-
stvo za djelatnike iz promatranog uzorka dane su u tablici 4.6.

rukovodstvo H frek. ‘ rel. frek. H rukovodstvo H frek. ‘ rel. frek.
0 20 0.20 8 3 0.03
1 15 0.15 9 3 0.03
2 13 0.13 10 2 0.02
3 10 0.10 11 2 0.02
4 12 0.12 12 1 0.01
5 10 0.10 13 1 0.01
6 1 0.01 14 2 0.02
7 3 0.03 17 2 0.02

Tablica 4.6: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih zabiljezenih vrijednosti varijable
rukovodstvo.

Vidimo da se varijabla rukovodstvo na promatranom uzorku djelanika realizirala sa 16 razliditih

vrijednosti &ije su relativne frekvencije graficki prikazane stupcastim dijagramom 4.5.
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Slika 4.5: Stupcasti dijagram relativnih frekvencija svih zabiljeZenih vrijednosti varijable ruko-
vodstvo.

Ako numericka varijabla prima mnogo medusobno razli¢itih vrijednosti, za prika-
zivanje skupa izmjerenih vrijednosti obi¢no nam neée puno pomodi frekvencije te
stupcasti ili kruzni dijagrami napravljeni na osnovu svake pojedine izmjerene vrijed-
nosti. Takvi se slucajevi Cesto javljaju ako podaci dolaze iz kontinuiranih numerickih

varijabli. Problem éemo ilustrirati sljede¢im primjerom.

Primjer 4.11. (djelatnici.xls)

Promotrimo varijablu placa_prije iz baze podataka djelatnicixls koja sadrzi godisnje place prije
reorganizacije poslovanja poduzeéa za uzorak od 100 djelatnika promatranog poduzeéa. Ovdje mo-
Zemo pretpostaviti da se radi o kontinuiranoj numerickoj varijabli koja moZe primiti vrijednosti
iz intervala (0,z]. Kao gornju granicu intervala, tj. x, moZemo wuzeti realan broja za koji pret-

postavljamo da u danim uvjetima predstavlja najveéu moguéu godisnju placu u tom poduzeéu.

Dio tablice frekvencija i relativnih frekvencija na temelju svih realiziranih vrijednosti prikazan je
tablicom 4.7. Od 100 realizacija zabiljeZeno je cak 77 razlicitih vrijednosti, a pojedine se vrijed-
nosti pojavljuju s izrazito malim frekvencijama: 1, 2, 3 ili 4. Iz takvih je tablica tesko ocitavati
frekvencije koje nas zapravo zanimagju (npr. frekvencija ispitanika s godisnjom plaéom manjom od
20000). Zbog toga se u tablice uobicajeno dodaje i stupac kumulativnih frekvencija i kumulativnih
relativnih frekvencija, kako je prikazano tablicom /j.7.

Stupcasti dijagram (slika /.6) ili kruzni dijagram frekvencija (relativnih frekvencija) na kojemu
su prikazane sve realizirane vrijednosti s odgovarajucom frekvencijom (relativnom frekvencijom),
u takvim sluéajevima nije osobito informativan.

Ako imamo podatke (x1,...,zn), onda je kumulativna frekvencija podatka z;, i = 1,...,n,
broj svih podataka iz (x1,...,Tn) koji su mangi ili jednaki x;. Analogno se definira i
kumulativna relativna frekvencija podatka.
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’ iznos place H frekvencija

kumulativna frek.

relativna frekvencija

kumulativna rel. frek. ‘

16000 1 1 0.01 0.01
19800 1 15 0.01 0.15
20000 1 16 0.01 0.16
20200 2 18 0.02 0.18
42400 1 100 0.01 1

Tablica 4.7: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih sto zabiljezenih vrijednosti varijable

placa_prije.
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Slika, 4.6: Stupcasti dijagram relativnih frekvencija svih realiziranih vrijednosti varijable
placa_prije.

U svrhu dobivanja preglednih i korisnih stupcastih dijagrama za podatke iz konti-
nuiranih numerickih varijabli, izmjerene je vrijednosti potrebno kategorizirati. To
znaci da velik skup podataka podijelimo u nekoliko disjunktnih intervala po krite-
riju za koji smatramo da ¢e nam dati Zeljene rezultate. Stupcasti dijagram tada
smjeStamo u koordinatni sustav tako da prikazujemo stupi¢e nad tim intervalima
s povrsinom koja odgovara relativnoj frekvenciji podataka sadrzanih u odgovaraju-
¢em intervalu. Duljina intervala informacija je koja je takoder prikazana stupcastim
dijagramom jer odgovara Sirini stupi¢a. Takav stupcasti dijagram zovemo histo-
gram.

Primjer 4.12. (djelatnici.xls)

Promotrimo ponovno varijablu placa prije iz baze podataka djelatnici.xls. Razvrstajmo vrijednosti

u disjunktne intervale duljine 10000 pocevsi od nule. Tako dobiveni tablicni prikaz frekvencija

1 relativnih frekvencija dan je tablicom 4.8, a pripadni histogram slikom /J.7. Takakv histogram
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jasno idlustrira ¢injenicu da najvise djelatnika u uzorku ima godisnju plaéu od 20000 do 30000
novcéanih jedinica, dok je placa iz intervala 40000 do 50000 rijetkost. Intervale za kategorizaciju
u takvim i slicnim slucajevima obic¢no radimo tako da bi zadovoljili potrebe za prezentiranjem

informacija koje Zelimo istaknuti.

’ iznos place H frekvencija | relativna frekvencija
[0, 10000) 0 0
(10000, 20000) 15 0.15
(20000, 30000) 69 0.69
[30000, 40000) 14 0.14
[40000, 50000) 2 0.02

Tablica 4.8: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija kategoriziranih izmjerenih vrijednosti

varijable placa_ prije.
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Slika, 4.7: Histogram relativnih frekvencija kategoriziranih izmjerenih vrijednosti varijable
placa_prije.

Za numeric¢ke varijable mozemo definirati numericke karakteristike koje imaju lo-
gi¢nu interpretaciju i mogu se iskoristiti s ciljem prikazivanja skupa podataka. Ovdje
¢emo definirati neke od najc¢eSce koriStenih numerickih karakteristika skupa poda-
taka.

Aritmeticka sredina podataka

Aritmeticka sredina niza izmjerenih vrijednosti x1, zo, .. ., z, varijable X definirana

n
_ 1
i=1

Aritmeticka sredina numericka je karakteristika koja pripada mjerama centralne

je izrazom

tendencije, tj. mjeri "srednju vrijednost" podataka.
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Primjer 4.13. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1.2,2.1,3.2,4.3,5.4,6.5,7.6,8.7,9.8.

S obzirom da ih ima ukupno 9, aritmeticka sredina (eng. mean) tog skupa izmgjerenih vrijednosti
jest
1.2+21432+434+54+654+76+874+9.8
9

~ 5.42.

Medijan podataka

Da bismo razumjeli i odredili medijan potrebno je prvo poredati izmjerene vrijed-
nosti xy, xa, . . ., x, varijable X po veli¢ini (u rastuéem poretku, tj. od manjeg prema
ve¢em). Medijan je takoder jedna mjera centralne tendencije numeric¢kih podataka,
a ima znacenje izmjerene vrijednosti koja se nalazi na sredini niza podataka kada
je on ureden po veli¢ini, tj. barem pola podataka manje je ili jednako medijanu,
a istovremeno je barem pola podataka vece ili jednako medijanu. Naéin njegovog
izra¢una ovisi o tome imamo li neparan ili paran broj izmjerenih vrijednosti vari-
jable. Ukoliko imamo neparan broj izmjerenih vrijednosti, onda postoji vrijednost

koja je na srednjoj poziciji u uredenom skupu, pa nju definiramo kao medijan.

Primjer 4.14. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3.
Prvo te vrijednosti poredamo po veli¢ini:
1,1,2,2,2,2,3,5,5,6,7.
S obzirom da ih ima ukupno 11, medijan je vrijednost koja je na Sestoj poziciji u tako dobivenom

nizu, tj. broj 2.

Ukoliko imamo paran broj izmjerenih vrijednosti varijable, onda ne postoji po-
datak koji je na srednjoj poziciji jer srednju poziciju "zauzimaju" dva podatka.
Medijan se tada definira kao poloviste tih dvaju podataka (tj. aritmeticka sredina
tih dvaju podataka).
Primjer 4.15. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:

1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3.
Prvo te vrijednosti poredamo po veli¢ini:

1,1,2,2,2,2,3,3,5,5,6,7.

S obzirom da ima 12 podataka, "sredinu” ine Sesti i sedmi podatak, tj. vrijednosti 2 i 3. Medijan
je tog skupa podataka sredina tih dvaju brojeva, tj. medijan je (2 + 3)/2 = 2.5.
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Postotna vrijednost podataka, donji i gornji kvartil

Medijan odgovara pedeset postotnoj vrijednosti s obzirom da je barem 50% poda-
taka manje ili jednako medijanu i barem 50% podataka vece ili jednako od medijana.
Postotna vrijednost za neki izabrani broj p € (0,100), oznacimo je z;,, definira se
postujuéi zahtjev da je barem p% izmjerenih vrijednosti manje ili jednako x;, dok
je barem (100 — p)% vrijednosti veée ili jednako x;. Dvadeset pet postotna vrijed-
nost zove se donji kvartil, a sedamdeset pet postotna vrijednost zove se gornji kvartil.
Analogno, kao i kod ra¢unanja medijana, ako se na traZenoj poziciji za ra¢unanje
postotne vrijednosti nalaze dva podatka u uredenom skupu izmjerenih vrijednosti,
postotnu vrijednost odredujemo kao njihovu sredinu. Donji i gornji kvartil mjere
su koje pripadaju grupi mjera rasprienosti podataka.
Primjer 4.16. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:

1,2,5,6,6,1,3,7,3,3,3,3.
Prvo te vrijednosti poredamo po velicini:

1,1,2,3,3,3,3,3,5,6,6,7.

Zelimo li odrediti donji kvartil, potrebno je prvo odrediti cetvrtinu podataka (25%). S obzirom da
tmamo 12 podataka, etvrtinu (25%) &ine tri podatka. Treéi je podatak u gornjem skupu broj 2, a
cetvrti 3. Dongi kvartil jest 2.5. Dewveti je broj u gornjem skupu podataka broj 5, a deseti 6, stoga
je gorngi kvartil 5.5.

Najmanja i najveéa vrijednost, raspon podataka

Raspon podataka mjera je koja pokazuje koliko su numeric¢ki podaci rasprseni, tj.
to je jedna od mjera rasprSenosti podataka. Definiran je kao razlika najvece i naj-
manje vrijednosti u skupu mjerenih vrijednosti varijable (tj. razlika maksimalne i
minimalne izmjerene vrijednosti varijable). Ako su x1, s, ..., x, izmjerene vrijed-
nosti varijable, ozna¢imo najmanju od njih (minimum) z,;,, a najveéu (maksimum)
Trax-
Primjer 4.17. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:

1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3, 3.
Vidimo da je vrijednost 1 najmanja izmjerena vrijednost, a 7 najveca. Prema tome, raspon ovog
skupa izmjerenih vrijednosti je 7 — 1 = 6.
U mnogim je primjerima zanimljivo promatrati maksimalno odstupanje izmje-
renih vrijednosti varijable od "prosjeka", tj. aritmeticke sredine izmje-
renih vrijednosti. Ta je numericka karakteristika definirana kao veéi od brojeva

(En - xmin) i (xmax — fn), tJ broj

max {(En — l‘min)7 (xmax - fn)}
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Primjer 4.18. Neka su 1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3 izmjerene vrijednosti neke varijable. Tada je

14245+6+5+1+24+7+2+2+3+3
o 12

Tmin = 1, Tmax =7, Tn = 3.25.

Maksimalno odstupanje izmjerenih vijednosti te varijable od njithovog prosjeka jest

max {3.25 — 1,7 — 3.25} = max {2.25,3.75} = 3.75.

Varijanca i standardna devijacija podataka

Varijanca i standardna devijacija takoder pripadaju grupi mjera rasprienosti poda-

taka. One karakteriziraju rasprSenost podataka oko aritmeticke sredine. Varijanca

niza izmjerenih vrijednosti x1, xo,...,x, varijable definirana je izrazom:
n
1
=2 2 : 2
Sp = — (xl xn) ’
n -
i=1

a standardna devijacija jest kvadratni korijen varijance, tj.

1 n
S, = 32 = — . — T 2.
Sn =1/ Sy n ;:1 (zi — Tn)

Primjer 4.19. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:

1.2,2.1,3.2,4.3,5.4,6.5,7.6,8.7,9.8.

Iz primjera /.13 znamo da je aritmeticka sredina tog skupa podataka priblizno jednaka 5.42. Va-

rijanca tog skupa podataka jest

9
5= (v —5.42)° ~ T.87,
i=1
a standardna devijacija
12
Sno= 4| = x; —5.42)2 ~ 2.81.
n= 52—

Mod podataka

Mod je vrijednost iz niza izmjerenih vrijednosti varijable kojoj pripada najvecéa

frekvencija, tj. izmjerena je najvise puta. Mod ne mora biti jedinstven.

Primjer 4.20. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3.

Vidimo da je vrijednost 2 izmjerena najvise puta (Cetiri puta), pa je 2 mod tog skupa podataka.
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Primjer 4.21. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,3,1,2,7,2,2,3,3.

Vidimo da su najvise puta izmjerene dvije vrijednosi - 2 1 3 izmjerene su toéno cetiri puta. Dakle,
mod tog skupa podataka nije jedinstven.

Koristenjem numerickih karakteristika numerickih varijabli skup mjerenih vrijed-
nosti moze se prikazati graficki pomoéu kutijastog dijagrama (eng. bozx plot,

boxplot ili box-and-whisker plot).

Kutijastim dijagramom prikazujemo odnos pet numerickih karakteristika skupa iz-
mjerenih vrijednosti: minimalnu vrijednost, donji kvartil, medijan, gornji kvartil i

maksimalnu vrijednost.

Primjer 4.22. (djelatnici.xls)
Numericke karakteristike skupa izmgjerenih vrijednosti varijable placa prije iz baze podataka dje-

latnici.xls prikazane su u tablici 4.9.

veli€ina uzorka | aritmeticka sredina mod frek. moda st. dev. varijanca
100 24522 24600 4 5105.801 26069208.1
minimum donji kvartil medijan | gornji kvartil | maksimum raspon
16000 20950 23650 26250 42400 26400

Tablica 4.9: Deskriptivna statistika varijable placa_prije.

Odnos minimuma, donjeg kvartila, medijana, gornjeg kvartila i maksimuma izmjerenih vrijednosti
varijable placa_prije prikazan je kutijastim dijagramom 4.8.

36000
34000 -
32000
30000
28000
26000
24000 |
22000

20000 o Median = 23650
18000 [125%-75%

= (20950, 26250)
16000 - T Non-Outlier Range
14000 = (16000, 33600)

placa_prije

Slika 4.8: Kutijasti dijagram na bazi medijana za izmjerene vrijednosti varijable placa_ prije.
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Iz tablice /.9 i kutijastog dijagrama /.8 moZemo izvesti sljedece i slicne zakljucke:

- nagniZa godisnja placa u uzorku iznosi 16000, a najvisa 42400,

- bar 25% ispitanika iz uzorka ima plaéu manju ili jednaku 20950,

- bar 25% ispitanika iz uzorka ima placu vedu ili jednaku 26250,

- bar 50% ispitanika iz uzorka ima plaéu manju ili jednaku medijanu, tj. 23650,

- bar 50% ispitanika iz uzorka ima plaéu vedu ili jednaku 23650.

197

Na kutijastom dijagramu mogu se oznaciti i takozvane strSeée vrijednosti ako

postoje, a radi se o podacima koji su po svojoj vrijednosti zna¢ajno veéi ili manji

u odnosu na druge izmjerene vrijednosti promatrane varijable.

strSeéih vrijednosti najc¢eSée vezano uz jedan od sljedeé¢ih razloga:

e podatak je ili neto¢no izmjeren ili krivo unesen u bazu podataka,

Pojavljivanje je

e podatak dolazi iz druge populacije (ne iz populacije koju promatramo u kon-

tekstu problema kojega proucavamo) - npr. ako u varijablu ¢ije su izmjerene

vrijednosti godisnje pla¢e 1000 poreznih obveznika u Hrvatskoj upiSemo go-

disnju pla¢u Microsoftovog managera iz SAD-a, taj ¢e podatak biti streca

vrijednost,

e podatak je to¢no izmjeren i unesen u bazu, ali predstavlja rijetku pojavu u

populaciji - npr. ako se u varijabli ¢ije su izmjerene vrijednosti koncentracije

glukoze u krvi za 1000 osoba nade to¢no izmjerena vrijednost 46.7, taj ¢emo

podatak smatrati strse¢om vrijedno$éu jer se radi o vrlo visokoj koncentraciji

glukoze koja se rijetko pojavljuje.

Primjer 4.23. (djelatnici.xls)

Varijabla dob iz baze podataka djelatnici.sta za svakog ispitanika iz uzorka djelatnika promatranog

poduzeéa sadrzi informaciju o dobi u godinama.

Iz deskriptivne statistike te varijable (tablica

4.10) vidimo da je dob od 333 godine strieéi podatak i zakljucujemo da se radi o podatku koji je

pogresno upisan u bazu podataka.

veli¢ina uzorka | aritmeticka sredina mod frek. moda st. dev. varijanca

100 33.83 28 12 31.05 964.28

minimum donji kvartil medijan | gornji kvartil | maksimum raspon
18 26 29 36 333 315

Tablica 4.10: Deskriptivna statistika varijable dob.

Osim 1z tablice /.10, striecu vrijednost medu izmgjerenim vrijednostima varijable dob mogli smo

detektirati i pomocu kutijastog dijagrama na bazi medijana.
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Slika 4.9: Kutijasti dijagram na bazi medijana s prikazom strie¢ih vrijednosti za izmjerene
vrijednosti varijable dob.

Kao $to vidimo iz kutijastog dijagrama 4.9, i dob od 54 godine prepoznata je kao strseci podatak.
Buduéi da je sasvim razumljivo da promatrano poduzece moZe imati djelatnika starog 54 godine,
taj podatak smatramo toéno izmjerenim i tocno upisanim u bazu podataka, no radi se o dobi koja
se rijetko pojavljuje u populaciji djelatnika tog poduzeéa. Tako iz kategorizirane tablice frekvencija
i relativnih frekvencija (tablica 4.11) varijable dob vidimo da je takvih djelatnika samo 0.03%.

’ dob ‘ frekvencija | relativna frekvencija
[18, 28) 37 0.37
[28, 38) 44 0.44
[38, 48) 15 0.15
[48,58) 3 0.03
[58, 333] 1 0.01

Tablica 4.11: Kategorizirana tablica frekvencija i relativnih frekvencijna varijable dob.

4.1.3 Metode opisivanja ordinalnih varijabli

Ordinalne se varijable najcesée zadaju tako da mogu primiti samo nekoliko me-
dusobno razli¢itih vrijednosti i one su po svojoj prirodi kvalitativne, zbog ¢ega su
metode opisivanja kvalitativnih varijabli primjenjive u potpunosti i na ordinalne va-
rijable. S obzirom da se vrijednosti ordinalinih varijabli izrazavaju brojcano, ¢esto se
u primjeni moze vidjeti da se za ordinalne varijable izrazavaju, komentiraju i koriste
numericke karakteristike podataka. Ponekad to ima smisla, ali moramo upozoriti da

treba dobro razmisliti u svakom pojedinom sluc¢aju je li i kako je moguée iskoristiti
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informaciju koju daje odabrana numericka karakteristika.

Primjer 4.24. U hrvatskom su obrazovnom sustavu ocjene su od 1 do 5. Prilikom ocjengivanja
znanja na pisanim testovima nerijetko se ocjena 1 postiZe za manje od 40% moguéih bodova, dok
su ostale ocjene rasporedene na intervalu od 40% do 100% tako da svakoj ocjeni odgovara bodovni
interval iste duljine. Pretpostavimo li da je prosjek svih postignutih ocjena 1.5, moZemo li taj broj
tumaciti u odnosu ma znanje mjereno brojem bodova koje se ocjenjuje? Ipak, odredimo li da je
medijan 1.5, moZemo zakljuciti da je barem 50% udentka postiglo manje od 40% bodova na testu.

Primjer 4.25. (ocjena.xls)

Varijabla ocjena baze podataka ocjena.xls ordinalna je varijabla koja sadrzi ocjene ma usmenom
ispitu iz jednog kolegija za uzorak od 65 studenata iste generacije. Dakle, varijabla ocjena prima
vrijednosti iz skupa 1,2,3,4,5. Frekvencije i relativne frekvencije zabiljeZenih vrijednosti varijable
ocjena dane su u tablici 4.12. Relativne frekvencije graficki su prikazane stupcastim dijagramom,
a frekvencije i relativne frekvencije kruznim dijagramom na slici 4.10.

’ ocjena H frekvencija ‘ relativna frekvencija H

1 7 7/65 ~ 0.11
2 7 7/65 ~ 0.11
3 15 3/13 ~ 0.23
4 20 4/13 ~ 0.31
5 16 16/65 ~ 0.25

Tablica 4.12: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih zabiljeZenih vrijednosti varijable
ocjena.

34% 1;,7;11%
31%

v 28%
25%
22%
18%
15%
12%
9%
6%
3% 4;20; 31%
0%

| 5; 16; 25%

1]

2;7;11%

relativne frekvenc

3;15; 23%

1 2 3 4 5
ocjena ocjena

(a) stupéasti dijagram (b) kruzni dijagram

Slika 4.10: Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih zabiljeZenih vrijednosti vari-

jable ocjena.

Numericke karakteristike podataka varijable ocjena prikazane su u tablici 4.15.



200 STATISTICKI MODEL

veli¢ina uzorka || aritmeticka sredina mod frek. moda st. dev. varijanca
65 3.48 4 20 1.63 1.28
minimum donji kvartil medijan | gornji kvartil | maksimum raspon
1 3 4 4 5 4

Tablica 4.13: Deskriptivna statistika varijable ocjena.

Odnosi minimuma, donjeg kvartila, medijana, gornjeg kvartila i maksimuma izmgerenih vrijed-
nosti varijable ocjena prikazani su kutijastim dijagramom /.11.

5,5
5,0 T
4,5
4,0
3,5
©
j
2 3,0
Q
o
2,5
2,0 s Median =4
15 [ ]25%-75%
’ =(3,4)
10 o I Min-Max
0,5 =(1,5)

Slika 4.11: Kutijasti dijagram na bazi medijana za izmjerene vrijednosti varijable ocjena.

Aritmeticku sredinu, varijancu i standardnu devijaciju ne bismo komentirali jer ne znamo koliko
se stvarno znanje krije iza svake ocjene, ali na temelju ostalih numeriékih karakteristika moZemo
izvesti sljedece i slicne zakljucke:

- na tom uzorku postignuta je i najniZa i najvisa mogucéa ocjena

- bar 25% studenata iz uzorka ocijenjeno je ocjenom 3 ili manjom od 3, dok je bar 75%

studenata ocijenjeno ocjenom 3 ili vecom.

- bar 50% studenata iz uzorka ocijenjeno je ocjenom 4 ili 5.

4.2 Statisticki model

Pretpostavka je statistickog zakljuc¢ivanja da se donose zakljucci o varijablama od
kojih baram jedna ima sluc¢ajan karakter, a na temelju prikupljenih ralizacija za te
varijable. Zbog toga je slucajna varijabla (slu¢ajni vektor) matematicki objekt koji

je temelj svakoga statistickog zakljucivanja.
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Da bi primjenjivali metode statistickog zaklju¢ivanja, prva je pretpostavka pos-
tavljanje statisti¢kog modela koji koristimo za modeliranje prikupljenih podataka.
Zadati statisticki model znaci opisati poznate karakteristike slucajnog vektora za
kojega smatramo da naSi podaci ¢ine jednu realizaciju. S obzirom da je sluc¢ajni
vektor odreden svojom funkcijom distribucije, statisti¢kim je modelom opisano ono
Sto je unaprijed poznato o funkciji distribucije slu¢ajnog vektora kojim modeliramo
podatke, odnosno statisti¢ki model jest familija funkcija distribucije koja

se uzima u obzir za zakljucivanje u danom problemu.

Najjednostavniji su modeli koji se koriste u statistici razni modeli jednostavnoga

sluéajnog uzorka.

Definicija 4.1. Statisticki model zovemo model jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka

iz funkcije distribucije F' ako za slucajni vektor (X1,...,X,), ¢iju realizaciju cine
podaci (x1,...,%y,), vrijedi:

e slucajne varijable X1, ..., X, mezavisne su,

o sve slucajne varijable X1, ..., X, tmaju istu funkciju distribucije F.

Kod takvih modela promatranu veli¢inu smatramo slu¢ajnom varijablom s funkci-
jom distribucije F', a vrijednosti varijable izmjerene na jedinkama iz uzorka neza-

visne su realizacije te slu¢ajne varijable.

Zbog jednostavnosti izrazavanja u nastavku teksta ¢emo koristiti termin sluéajni
uzorak za slucajni vektor (X1,...,X,) statistickog modela, a termin uzorak za

njegovu realizaciju (z1,...,z,), tj. podatke.

U nastavku éemo opisati nekoliko karakteristi¢nih statistickih modela koji se vrlo

Gesto koriste u praksi, kao i primjere za koje su ti modeli prikladni.

4.2.1 Problem proporcije

Da bismo pojasnili probleme koji se mogu razmatrati u okviru naziva "problem

proporcije" i definirali statisticki model koji koristimo, posluzit ¢emo se primjerom.

Primjer 4.26. Imamo proizvodnu traku koja proizvodi proizvod A, ali s odredenim (nepoznatim)

postotkom Skarta. Nepoznati postotak Skarta oznacimo s 6.

Skupo je kontrolirati svaki proizvod koji je proizveden na toj traci, pa za zakljucivanje o postotku
Skarta uzimamo slucajni uzorak od n proizvoda.
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Uzimangje jednog proizvoda u uzorak rezultira slucajnom varijablom

0 1
X = 0 1
<190>» 6[07 ]7

koja daje jedinicu ako je proizvod Skart, a u suprotnom nulu. Ako pod proporcijom smatramo omjer
broja neispravnih proizvoda proizvedenih na toj traci i ukupnog broja proizvoda proizvedenih na toj

traci u danom periodu, onda vjerojatnost P{X = 1} = 0 odgovara proporciji Skarta u populaciji.

S obzirom da se na traci stalno proizvode movi proizvodi, ako ne dolazi do bitnih promgjena u
procesu, proizvodnje tijekom vremena, moZemo smatrati da svako uzimanje proizvoda u uzorak
predstavlja realizaciju isto distribuirane sluéajne varijable kao X te da su te slucajne varijable

medusobno nezavisne.

Podaci dobiveni u opisanom postupku c¢ine uredenu m-torku nula i jedinica koja je realizacija
sluéagnog vektora (X1,...,Xn) n. j. d. slucajnih varijabli distribuiranih kao X (vidi Bernoullijevu

shemu,).

Skup svih mogucih ishoda slu¢ajnog vektora opisanog u prethodnom primjeru jest
R(X1,.. ., Xn) ={(z1,...,2s) : m; € {0,1}}.
Distribucija je zadana s
p(x1,...,xn;0) = P{X; =21,..., X, =z,}
= ﬁ@“(l — )T (21, w0) € R(X, ., X)),
i=1

Tako nastao sluc¢ajni vektor zovemo jednostavni sluc¢ajni uzorak iz Bernoulli-

jeve distribucije s parametrom 6 € [0, 1].

Ako s Fy ozna¢imo funkciju distribucije tog slu¢ajnog uzorka za dani 6, onda sta-
tisticki model u okviru kojega se bavimo zaklju¢ivanjem o proporciji ¢ini familija
funkcija distribucije:

P ={Fy:0¢€]0,1]}.

Zovemo ga statisticki model jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka iz Bernoulli-

jeve distribucije.

Uocimo da je taj model P indeksiran parametrom 6, pa takav model zovemo para-

metarski.

Model slu¢ajnog uzorka iz Bernoullijeve distribucije mozemo koristiti u mnogo dru-

gih prakti¢nih primjera.
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Primjer 4.27. U primgjeru /.26 uzorak od m proizvoda konstruiran je uzimanjem proizvoda s

proizvodne trake. To moZemo interpretirati kao odabir konacnog uzorka iz beskonacéne populacije.

U slucéagu odabira konacnog uzorka iz konacne populacije, npr. uzorka od n vijaka iste vrste iz

skladista koje sadrzi N takvih vijaka, moramo razlikovati dva slucaja:

(1) i4zvlacenge jednog po jednog vijka iz konacnog skupa vijaka, pri cemu se izvuceni element vrada
u skup,

(2) izvladenge jednog po jednog vijka iz konacnog skupa vijaka, pri cemu se izvudeni element ne
vraca u skup.

Sluéaj (1).

Oznacimo s v broj neispravnih vijaka u tom skladistu. To znaci da je proporcija neispravnih vijaka

0 =v/N. Oznacimo s X slucajnu varijablu koja se realizira nulom v slucaju da pri odabiru jednog

vigka iz skladista izvucemo ispravan, a jedinicom u slucaju da izvucemo neispravan vijak. Dakle,
vidimo da je P{X =1} = v/N, a P{X =0} =1— (v/N), tj. distribucija slucajne varijable X

dana je tablicom
0 1
X = .
(1 — (v/N) v/N)

Ako iz tog skladista na slucajan nadin odaberemo n vijaka na nacin opisan u (1) i za svaki izvudeni

vijak zabiljezimo je li ispravan (0) ili neispravan (1), dobijemo jednu uredenu n-torku nula i

jedinica koju shvaéamo kao jednu realizaciju slucajnog vektora (Xi,...,Xn) sa slikom R(X) =
{(z1,...,zn) : z; € {0,1}}. Zbog nacina provodenja izvladenja opisanog pod (1), komponente su
sluéagnog vektora (X1,...,Xn) medusobno nezavisne i sve su jednako distribuirane kao slucajna

varijabla X . Distribucija tog slucajnog vektora zadana je izrazom

n n
T1yenn,Tn;V) = P{X; =z;} = (E)Tl (17£)nizi, 4.1
panseeanin) = [T P06 =) = T (3 N (4.)
Prema tome, (X1,...,Xn) jest jednostavni slucajni uzorak iz Bernoullijeve distribucije s parame-
trom 0 = v/N, a familija pripadnih funkcija distribucije {Fp : 0 € [0,1]} odredenih distribucijom
4.1 pripadni je parametarski statisticki model. Iz tog primjera vidimo da se parametarski statis-
ticki modeli za jednostavni slucajni uzorak iz populacije koja nije konacna i za jednostavni slucajni

uzorak 1z konacéne populacije konstruiran na nacin opisan pod (1) podudaraju.

Slucéaj (2).

Opigimo sada konstrukciju slucajnog uzorka iz konacne populacije na nacin opisan pod (2), tj.
bez vracéanja u uzorak prethodno izvucenih elemenata. Slucajne varijable Xi,...,Xn, kojima
modeliramo ishode izvlacenja vijaka pri cemu mas zanima je li izvudeni vijak dobar ili los, nisu
nezavisne. Sluéajna varijabla X1 jednako je distribuirana kao slucajna varijabla X opisana u

prethodnom dijelu primjera, no slucajne varijable Xa, ... X, nemaju takvu distribuciju. Naime,
0 1
X2|X1=a1 = <1_ v—ai; v—aj > , a1 € {071}’

N—-1 N-1

0 1
X3‘X1:”‘1ax2:0‘2 = 1_ v—ai—az v—aj—ag , a1,a2 € {07 1}7
N—-2 N-—-2
odnosno opéenito za i € {3,...,N}
0 1
Xi‘Xlzal,.”,Xi,l:ai,l = U—E;;i aj U—E;;i aj ,  Ql,...,0;—1 € {0» 1}

1—

N—(i—-1) ~N—=(i—-1)
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Distribucija sluéajnog vektora (X1, ...,Xn) dana je na sljedeéi nacin:
p(z1,...,2n;v) = P{X1 =21,...Xn =2n} =

=P{X1=a1,.. Xn1=an 1| Xn =2 }P{Xp =an}=... =

n
= P{X1 =21} P{X2 = 22| X1 = z1} H P{X; =zi|X1 =21,...,Xic1 =mi—1}. (4.2)
=3
Ocito distribucija sluéajne varijable X1 i wvjetne distribucije sluéajnih varijabli Xa, ..., X, ovise

o nepoznatoj proporciji neispravnih vijaka u velikom skladistu, tj. o parametru 6 = v/N € [0,1].
Prema tome, familija pripadnih funkcija distribucije {Fp : 6 € [0,1]} odredenih distribucijom 4.2
pripadni je parametarski statisticki model.

Uocimo da distribuciju 4.2 moZemo aproksimirati distribucijom 4.1 ukoliko je

i—1
voXisie v
N—-(G—-1) N’
Rijedima receno, za veliki N i mali v, parametarski statisticki model temeljen na odabiru n eleme-
nata iz populacije velicine N bez vracanja prethodno izvucenih elemenata u tu populaciju mozZemo
aproksimirati parametarskim statistickim modelom temeljenim na odabiru n elemenata iz iste

populacije s vrac¢anjem prethodno izvucenih elemenata u tu populaciju.

4.2.2 Problem ocekivanja i varijance normalne distribucije

Za mnogo kvantitativnih slu¢ajnih pojava moze se pretpostaviti da imaju normalnu
distribuciju. Cinjenica je to koju se moze potkrijepiti centralnim grani¢nim teore-
mima. Naime, u centralnom grani¢nom teoremu (vidi poglavlje 3.5.2) navedeno je
da se suma n. j. d. slu¢ajnih varijabli koje imaju kona¢nu varijancu asimptotski

ponasa po zakonu normalne distribucije.

Te jake pretpostavke o nezavisnosti i jednakoj distribuiranosti slu¢ajnih varijabli
koje se sumiraju mogu se u velikoj mjeri relaksirati, a da zakljucak o asimptotski

normalnom ponaganju sume ostane istinit (vidi npr. [20]).

Kao posljedicu takvih rezultata imamo ¢injenicu da vrlo ¢esto pojave, ¢iji je slucajan
karakter rezultat sume puno slucajnih utjecaja koje ne mozemo posebno analizirati,
imaju distribuciju toliko blisku normalnoj distribuciji da u statistickoj analizi ne
mozemo primijetiti razlike izmedu stvarne distribucije i aproksimativne normalne

distribucije.

Za takve pojave provodimo statisticko zakljuc¢ivanje kao da su normalno distribu-

irane.

Primjer 4.28. Beskonacna traka pakira Secer u pakovanja na kojima je deklarirana neto masa
od 1 kg. Medutim, dovoljno preciznom vagom moguce je utvrditi da neto masa Seéera pokazuje
odstupanja od 1 kg. Po karakteru slucajne greske koja nastaje pri pakiranju Secera na tekucoj
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vrpci, mozZe se smatrati da masa Secéera u pakiranjima delariranim kao 1 kg zapravo ima normalnu
distribuciju.

Uzimangje jednog pakiranja i precizno vaganje rezultira podatkom koji je realizacija normalne slu-
cajne varijable s ocekivanjem p i varijancom o2. Uzimamo li s trake n pakiranja i vaZemo im
sadrzaj, imamo podatke (z1,x2,...,2n) koji su jedna realizacija m. j. d. slucajnog vektora

(X17X27---1X'n)-

Slu¢ajni vektor (X7, Xs,...,X,,) zovemo jednostavni slu¢ajni uzorak iz nor-
malne distribucije s parametrima p i 02, ako su Xi, X»,..., X,, nezavisne i

jednako distribuirane slu¢ajne varijable s distribucijom koja je N'(u, 02).

Ako je F{, ,2) funkcija distribucije normalne slu¢ajne varijable za dani (u, 0?), onda
je funkcija distribucije jednostavnoga slu¢ajnog uzorka iz te distribucije (zbog ne-

zavisnosti):
n
F(M)U2)($1, “ee ,a:n) = H F(M’U2)(in).
i=1

Dakle, statisticki model u okviru kojega se bavimo zaklju¢ivanjem o ocekivanju i

varijanci normalne distribucije jest familija funkcija distribucija
P = {F(u02 : (11,0%) € R x (0,00)}, (4.3)

a zovemo ga statisticki model jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka iz normalne

distribucije.

Uoc¢imo da je taj model P takoder indeksiran parametrom, ovoga puta dvodimen-

zionalnim (11, 0%), pa je i takav model parametarski.

Model slu¢ajnog uzorka iz normalne distribucije mozemo koristiti u mnogo praktic-
nih primjera.

Primjer 4.29. Prosjec¢nu godisnju kolic¢inu kise koja padne na odredenom podrucju ima smisla
promatrati kao slucajnu velidinu, tj. modelirati sluc¢ajnom wvarijablom. Naime, neka su X;, i €
{1,...,365}, slucajne varijable kojima modeliramo koli¢inu kiSe koja na promatranom podrucju
padne tijekom i-tog dana u meprijestupnoj godini. Tada prosjeénu kolicinu kiSe koja na tom
podrucju padne tijekom jedne neprijestupne godine modeliramo slucajnom varijablom

1 n
Y =— E Xi, m =365,
n
i=1

za koju zbog centralnog graniénog teorema mozZemo smatrati da ima normalnu distribuciju s para-
metrima p i o2. Dakle, ako raspolazemo podacima o prosjecnoj godisnjoj kolicini kise na nekom
podrucéju za 100 neprijestupnih godina, zapravo raspolaZemo jednom realizacijom slucajnog vektora
(Y1,...,Y100). Ako su istinite pretpostavke o nezavisnosti i jednakoj distribuiranosts slucajnih va-
rijabli Y1, ..., Y100, tma smisla u zakljudivanju o prosjecnoj godisnjoj kolidini kise na tom podrucju
koristiti statisticki model jednostavnoga slucajnog uzorka iz normalne distribucije s ocekivanjem

1 i varijancom o2.
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4.2.3 Jednostavna linearna regresija

Da bismo lakSe objasnili statisticki model, posluzit ¢emo se jednim primjerom.

Primjer 4.30. U jednom istrazivanju Zeli se odrediti ovisi li prosjecna dnevna potrosnja goriva
zaposlene osobe u Hrvatskoj, koja je vlasnik automobila i ima vozacku dozvolu, o udaljenosti
mjesta stanovanja osobe od radnog mjesta. Pod pojmom se "prosjec¢na dnevna potrosnja goriva"
ovdje podrazumijeva ukupna potrosnja goriva u godini dana podijeljena s 365.

Udaljenost mjesta stanovanja od radnog mjesta za svaku pojedinu osobu moZe se smatrati tocno
odredenom, tj. deterministickom veli¢inom. Medutim, prosjec¢nu dnevnu potrodnju goriva svakako
treba tretirati kao slucajnu velicinu. S obzirom na to da se radi o prosjecnoj potrodnji, zahvaljujuci
centralnom granié¢nom teoremu, za potrebe statistickog zakljucivanja mocéi éemo se osloniti na
¢injenicu da je ta veli¢ina normalno distribuirana.

Statisticki model za zakljudivanje o vezi izmedu deterministicke veli¢ine x (udaljenost mjesta
stanovanja od radnog mjesta) i slucagne veliine Yz (prosjeéna dnevna potro$nja goriva), izgradit
éemo u ovom primjeru postavljanjem linearne veze izmedu tih velidina:

Y =ax+b+ez, a,beR,

gdje e4 predstavlja slucajnu varijablu greske modela za dani x.

U navedenom primjeru, kao i u mnogim drugim primjerima sli¢nog tipa, prikuplja-

njem podataka u uzorak imamo n uredenih parova brojeva

(371’91)7 sy (:Enayn)

koji predstavljaju realizacije uredenih parova koje ¢emo oznaciti
(x17Y1)7 R (an,Yn)7

a kod kojih je druga komponenta slu¢ajna varijabla. Uo¢imo da sluc¢ajne varija-
ble iz tih parova, tj. Y7,...,Y, ne moraju biti jednako distribuirane. Naprotiv,
pretpostavka je da njihova distribucija ovisi o iznosu prve koordinate iz para.

Primjer 4.31. (automobili.xls)

Varijabla potrosnja baze podataka automobili.sta sadrZi podatke o potrosnji goriva movog modela
automobila pri brzini od 110 km/h za 300 nezavisnih mjerenja, dok varijabla mjerenje sadrzi vri-
jednosti nekog parametra izmjerenog na tehnickom pregledu tog automobila nakon takve vozZnje, a
za kojeg se pretpostavlja da bi kod tehnicki ispravnog automobila trebao biti linearno povezan s pro-
sjeénom potrodnjom automobila pri velikim brzinama. U kontekstu jednostavne linearne regresije
izmjerene vrijednosti varijable potrosnja oznacdavamo s x1,...x300, a izmjerene vrijednosti varija-
ble mjerenje oznacavamo s (yi,...,Y300) ¢ smatramo ih realizacijama nezavisnih sluéajnih varijabli
Y1,...,Y300 kojima modeliramo rezultate provedenih mgjerenja. Parove (z1,y1),..., (£300,Y300)
izmjerenih vrijednosti varijabli potrosnja ¢ mjerenje graficki prikazujemo dijagramom rasprienosti
(eng. scatterplot) 4.12.
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mjerenje
=
S

potrosnja

Slika 4.12: Dijagram rasprienosti za izmjerene vrijednosti varijabli potrosnja i mjerenje.

U postupku ¢emo modeliranja pretpostaviti sljedece:

o FY, = ax; +bzasvakii = 1,...,n, tj. ako je g; = Y; — ax; — b, onda je

Eé‘i =0.
e Y7,...,Y, jesu medusobno nezavisne i imaju istu varijancu, ozna¢imo je o2.
Ako je ¢ vektor € = [eq,...,e,]7, onda je matrica kovarijanci tog vektora

oblika 01 (I je oznaka za jediniénu matricu n-tog reda).

e Y},...,Y, sunormalno distribuirane slu¢ajne varijable. Dakle, Y; ~ N (az; +
b,a?).

Statisti¢ki model za zakljuéivanje o parametrima a, b i 02 definirat éemo koristenjem
familije dopustenih funkcija distribucije za slucajni vektor (Y7,...,Y,). Njegova
funkcija distribucije odredena je funkcijom gustoce

= () i
goeny ,a,0,0 = e 20 =
Y1 Yn o 11

( ; )n T i (yi—az;i—b)*
= (A i=1
V2mo

u kojoj su tri nepoznata parametra a,b i o2, dok su z1, . .., z, izmjerene vrijednosti

prve komponente uredenih parova podataka.

Takav statisticki model zovemo klasi¢an jednostavan linearan regresijski mo-
del.
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4.3 Procjena parametra

U parametarskim statistickim modelima osnovu statistickog zakljucivanja ¢ini za-
kljuGivanje o parametrima. Jedan je od osnovnih problema njihova procjena na
temelju realizacije uzorka iz danog statistickog modela. Za procjene parametra
koristimo procjenitelje.

Definicija 4.2. Neka je P = {Fp : § € © C R} parametarski statisticki model, 0
k-dimenzionalan parametar, a @ C R* prostor parametra, tj. skup svih dozvoljenih
vrijednosti nepoznatog parametra 0. Neka je (Xi,...,X,) slucajni vektor s distri-
bucijom iz P it : R — ©. Slucajni vektor T = t(X1,...,X,,) jest procjenitelj
za 6."

Primjer 4.32. U modelu je jednostavnoga slucajnog uzorka iz Bernoullijeve distribucije s para-

metrom p € [0, 1] relativna frekvencija jedinice jedan procjenitelj za p.

Primjer 4.33. U modelu jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka iz N (i, 0'2) oznacimo

n =1
9 1 <& _
n = _ Z(Xl - Xn)27
n
=1
1 < -
= S E s )

i=1

Tada je (Yn,gi) jedan procjenitelj za (p,02), a (Xn,S2) drugi procjenitelj za taj parametar.

Problem je kako izabrati funkciju ¢ procjenitelja u pojedinom statistickom modelu.
Takvim pitanjima bavi se matematicka statistika. Ovdje ¢emo samo navesti neko-
liko svojstava koja su vrlo pozeljna da ih procjenitelj parametra ima i intuitivno

ilustrirati zaSto su ta svojstva korisna.

Definicija 4.3. Neka je P = {Fp : 0 € ® C R¥} parametarski statisticki model,
0 k-dimenzionalan parametar. Procjenitelj T nepristran je ako za svaki 0 € ©
vrijedi

EyT = Eet(Xl,...,Xn) = 0.
Ukoliko je nepoznati parametar jednodimenzionalan, a predloZeni procjenitelj ne-
pristran, pozeljno je da takav procjenitelj ima $to manju varijancu. Naime, varijanca
je jedna mjera rasprSenosti oko ocekivanja pa je za ocekivati da ée se procjena s ve-

¢om vjerojatnoScéu realizirati u malim okolinama oko stvarne vrijednosti parametra

1Uo¢ite da distribucija procjenitelja ovisi o vrijednosti nepoznatog parametra . Da bi tu
&injenicu naglasili, vjerojatnost skupa {T € A} oznacavamo s Py{T € A}, a oCekivanje od T s
EgT.
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(tj. oCekivanja procjenitelja) ako je varijanca manja. Zbog toga, usporedujuéi dva
nepristrana procjenitelja, kazemo da je efikasniji onaj koji ima manju varijancu.
Osim toga, pozeljno je da varijanca nepristranog procjenitelja konvergira u nulu s
porastom veli¢ine uzorka pa za jednodimenzionalan parametar definiramo svojstvo

konzistentnosti sljede¢om definicijom.

Definicija 4.4. Neka je P = {Fp : 0 € © C R} parametarski statisticki model, a
0 jednodimenzionalan parametar. Procjenitelj T konzistentan je ako za pripadni

niz procjenitelja T,, = t(X1,...,Xy), n €N, za svakie >0 i 6 € O vrijedi
. TR
nh_)rr;o Py{|T,, — 0] > e} =0.

Primjer 4.34. Neko poduzeée sve svoje finalne proizvode rasporeduje po kvaliteti u tri skupine: I,
11 ¢ IIT kategoriju. Iskustveno je poznato da su vjerojatnosti da finalni proizvod bude I kategorije
i da finalni proizvod bude II kategorije jednake. Ovu vjerojatnost oznacimo s 0. Dakle, slucajna
varijabla koja opisuje kategoriju kvalitete proizvoda moZe se zadati na sljedeéi nacin:

¥ = 12 3 .
061—20

Parametar 6 moze primiti bilo koju vrijednost iz intervala [0,1/2] da bi ta sluéajna varijabla bila
dobro definirana. Problem koji se postavlja pred statisticara procjena je parametra 6 na temelju

n-dimenzionalnog slucajnog uzorka.

U skladu s prethodnim primjerom za ocekivati je da se relativna frekvencija neke kategorije moze
iskoristiti w svrhu procjene s obzirom da 6 ima znaclenje vjerojatnosti da se realizira proizvod
prve kategorije, ali takoder i vjerojatnost da se realizira proizvod druge kategorije. Tako se moZe
razmisljati o procjeniteljima:

f1 f2

lei? T2:77
n n

gdje je f1 frekvencija jedinice, a f2 frekvencija dvojke u uzorku.

Uoc¢imo da su oba procjenitelja nepristrana. Naime, f1 ~ B(n,0) i fo ~ B(n,0) pa je
EgTi = EgTo = 0.

MoZemo takoder izradunati © varijance:

nB(1l —0 0(1—¢6
Varg T :Varng = ( 3 ) = ( )
n n
Koristenjem se slabog zakona velikih brojeva lako vidi da su oba procjenitelja konzistentna. Na
temelju tih analiza ne moZemo preferirati niti jednog od navedenih dvaju procjenitelja. Medutim,

razmotrimo kao wvarijantu i procjenitelja koji je vezan uz relativnu frekvenciju treée kategorije

proizvoda (f3):
nel(o5)
2 n

S obzirom da je fz ~ B(n,1 —20), EgT3 =6, to je i nepristran procjenitelj za 6. Varijanca je

1 1 0
Varg Ts = Ey(T3 — 0)? = — Vary fz3 = —n(1 — 260)20 = 5

— (1 —20).
4n? an2" n( )
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Dakle, to je takoder konzistenatan procjenitelj. Usporedimo li varijance od T1 i To s varijancom
od T3 za svaki 8 € © in € N, vidimo da je

Varg T5(0,n) < Varg T1(0,n) = Varg T2(0, n),

pa je T efikasniji procjenitelj za 6 (slika 4.13). Napomenimo da taj rezultat mije meodekivan
s obzirom da procjenitelj T3 u sebi sadrzi informacije koje mose oba prethodna procjenitelja jer
vrijedi:

1
T3 = §(T1 +T2).

0.0025+F

0.0020

0.0015f Var T1(0), Var To(6)
0.0010} - Var T5(6)

0.0005F

: : : : 0
00 01 02 03 04 05

Slika 4.13: Varijance procjenitelja 77, T5 i T3 za n = 100.

4.3.1 Procjena proporcije

Neka je (X1,...,X,,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz Bernoullijeve distribucije

1
X:( 0 ),eepu
-y

Tada je relativna frekvencija jedinice, tj.

jedan nepristran i konzistentan procjenitelj za parametar 6 koji ima znacenje vje-

rojatnosti realizacije jedinice.

Zaista, s obzirom da slu¢ajna varijabla koja daje broj uspjeha u n nezavisnih Ber-
noullijevih pokusa ima binomnu distribuciju s parametrima n i 6, to je f; ~ B(n, ).
Vrijedi:

"o _

AL}
n

n

Konzistentnost je posljedica slabog zakona velikih brojeva.
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Primjer 4.35. Promotrimo igracu kockicu sa svojstvom da se pri jednom bacanju broj i €
{1,...,6} okrene s vjerojatnodéu p;, pri demu je

6
p; >0, Vie{l,...,6}, i Spi=1
=1

Zelimo procijeniti vierojatnost da se pri bacanju te kockice okrene Sestica, stoga oznacimo s 1
dogadaj "okrenula se Sestica”, a s 0 dogadaj "nije se okrenula Sestica”. U tom kontekstu rezultat

bacangja kockice modeliramo Bernoullijevom slucajnom varijablom

1
X = 0 s
1 —pe pe

gdje je pg nepoznati parametar kojega cemo procijeniti.

Pretpostavimo da smo kockicu bacili nezavisno sto puta zaredom. Realizaciju tih 100 bacanja mo-
deliramo slucagnim vektorom (X1, ...X100) Cije su komponente nezavisne i jednako distribuirane
kao slucagna varijabla X, tj. (X1,...X100) je jednostavni sluc¢ajni uzorak iz Bernoullijeve distri-
bucije s parametrom pe. Nadalje, pretpostavimo da se u tih 100 bacanja Sestica realizirala 17 puta.
To znaci da je realizacija slucajnog uzorka (X1,...X100) uredena 100-torka koja se sastoji od 17
jedinica i 83 nule. Slijedi da je relativna rekvencija pojavljivanja Sestice, broj 17/100, procjena
vjerojatnosti pe. Analogno bismo postupali pri procjeni bilo koje od preostalih vjerojatnosti p;,
ie{1,...,5}.

Primjer 4.36. (djelatnici.xls)
Varijabla dob baze podataka djelatnici.xls sadrZi informacije o godinama starosti za svakoga od
100 djelatnika iz reprezentativnog uzorka zaposlenika tvornice A. Oznacimo s 0 vjerojatnost da
je sluéajno odabrani djelatnik te tvornice stariji od 30 godina te procijentmo 0. Znamo da svaki
djelatnik te tvornice ima ili najvise 30 godina (oznaka 0) ili je stariji od 30 godina (oznaka
1) pa rezultat ispitivanja starosti u tom kontekstu moZemo modelirati Bernoullijevom slucajnom
varijablom
0 1

X = <1_0 6)7 0 € [0,1].
Prema tome, podatke iz varijable dob shvacamo kao jednu realizaciju jednostavnog slucajnog uzorka
(X1,...,X100) iz te Bernoullijeve distribucije i na temelju te realizacije parametar 6 procjenju-
jemo relativnom frekvencijom jedinica, tj. relativnom frekvencijom djelatnika iz uzorka koji su
starigi od 30 godina. Kako takvih djelatnika u uzorku ima 46, parametar 6 procjenjujemo brojem
46/100 = 0.46.

4.3.2 Procjena ocekivanja

Neka je (Xi,Xs,...,X,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz distribucije F},, gdje je
i € R nepoznato o¢ekivanje. Dakle, (X1, Xs,...,X,,) je vektor n. j. d. slu¢ajnih
varijabli iz distribucije F),. Pretpostavimo da varijanca distribucije F), takoder
postoji i ozna¢imo je sa o2.

Ako razmatramo problem procjene ocekivanja, mozemo iskoristiti aritmetic¢ku

sredinu uzorka
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koja je nepristran i konzistentan procijenitelj za ocekivanje. Naime,

0.2

Euyn =pu, Var, X, =—,
n

a konzistentnost slijedi iz slabog zakona velikih brojeva.

Primjer 4.37. Ocjenu znanja studenata nekog fakulteta na usmenom ispitu iz jednog kolegija
modeliramo diskretnom sluc¢ajnom varijablom X sa slikom R(X) = {1,2,3,4,5} 1 funkcijom dis-
tribucije Fy,, gdje je p mepoznato ocekivanje koje Zelimo procijeniti. Pretpostavimo da od svih
studenata fakulteta koji su ocijenjeni na usmenom ispitu tog kolegija odabiremo reprezentativan

uzorak od 65 studenata. Frekvencije ocjena na tom uzorku dane su tablicom frekvencija 4.1/.

’ ocjena ‘ frekvencija

1 7
2 7
3 15
4 20
5 16

Tablica 4.14: Tablica frekvencija ocjena studenata na usmenom ispitu iz jednog kolegija.

Ocjene prikupljene na uzorku, predstavijene kao uredena 65-torka, dine jednu realizaciju jednos-
tavnog slucajnog uzorka (Xi,...,Xes) iz distribucije F,. Procjenitelj za ocekivanje od X jest
slu¢agna varijabla Xes. Njezinu realizaciju na uzorku (z1,...,265) 0znacimo s Tes. Prema tome,
procjena ocekivanja slucajne varijable X na temelju tablice frekvencija 4.1/ jest

1-742-74+3-1544-20+5-16
Tes = + + 65+ + =~ 3.48.

Primjer 4.38. (kolokvij.xls)

U bazi podataka kolokvij.sta nalaze se rezultati dvaju kolokvija iz nekog kolegija (varijable kolok-
vij 1 i kolokvij 2) te ukupan broj bodova ostvaren na kolokvijima (varijabla bodovi ukupno) za
reprezentativan uzorak od 70 studenata koji su pristupili tim kolokvijima. Na svakom od kolokvija
bilo je moguée ostvariti najvise 100 bodova. Dakle, na obama kolokvijima bilo je moguce ostvariti
najvi§e 200 bodova.

Usmjerimo se na ukupan broj bodova ostvaren na obama kolokvijima. Njega modeliramo kontinu-
iranom slucajnom varijablom X s funkcijom distribucije Fy,, gdje je p nepoznato ocekivangje koje
Zelimo procijeniti.

Postignuti ukupni bodovi za promatrani uzorak od 70 studenata (podaci iz varijable bodovi _ukupno)
jedna su realizacija jednostavnog slucajnog uzorka (X1, ..., Xro) iz distribucije F,,. Prema tome,
procjenitelj X7o za ocekivanje od X realizira se aritmetickom sredinom podataka iz varijable bo-
dovi__ukupno, tj. procjena je ocekivanja od X T7g ~ 96.9.

Primjer 4.39. (djelatnici.xls)

Varijabla placa_prije baze podataka djelatnici.xls sadrzi iznos godisnje place za reprezentativan uzo-
rak od 100 djelatnika tvornice A. Godisnju plaéu djelatnika te tvornice modeliramo kontinuiranom
slucajnom varijablom X s funkcijom distribucije F,, gdje je p nepoznato ocekivanje koje Zelimo

procijeniti.
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Iznosi godisnjih placa za promatrani uzorak od 100 djelatnika (podaci iz varijable placa_prije)
jedna su realizacija jednostavnog slucajnog uzorka (X1, ..., X100) iz distribucije F,,. Prema tome,
procjenitelj X100 za ocekivanje od X realizira se aritmetickom sredinom podataka iz varijable
placa_prije, tj. procjena je oCekivanja od X Tioo ~ 24522.

4.3.3 Procjena varijance

Neka je (X1, Xo,...,X,) jednostavni sluc¢ajni uzorak iz distribucije Fy, gdje je 6 =
02 > 0 nepoznata varijanca. Dakle, (X1, Xa,...,X,) je vektor n. j. d. sluéajnih

varijabli iz distribucije Fyp. Oznacimo s p ocekivanje te distribucije.

Ako razmatramo problem procjene varijance, mozemo iskoristiti varijancu uzorka
n
i=1

Medutim, taj procjenitelj nije nepristran. Naime,

8= 2> (=K = 2 (K ) — (K — )
=1 i=1
= K S (R P = (K= ) DX - 10
Bududi da je
Z(Xn —)?=n(X, - p? Z(Xz —p) =n(Xp — p),

slijedi da je

=1
Dakle,
2 1 ) _ , , o
EgS, = g;Ed(Xi — )] = Ep[(Xy, — p)°] = —no* — —
tj.
— -1
EQSZ = n 0
n

Ako napravimo malu korekciju varijance uzorka i definiramo novog procjenitelja,

korigiranu varijanca uzorka

1 < —
52 = — Z(Xi - X,)%
=1




214 PROCJENA PARAMETARA

njegovo ocekivanje bit ¢ée upravo jednako varijanci obiljezja koje proucavamo, pa
¢emo tako dobiti zadovoljeno svojstvo nepristranosti.

Zaista,

2 N2\ _
EpS5 = FEy <n — 1Sn> =0. (4.4)

MoZe se pokazati (vidi npr. [21]) da je S2 ujedno i konzistentan procjenitelj.

Primjer 4.40. (kolokvij.xls)

Neka je X diskretna slucajna vrijabla iz primjera /.38 kojom smo modelirali ukupan broj bodova
studenta postignutih na dvama kolokvijima iz nekog kolegija. Znamo da je procjena océekivanja od
X dana s Tyg = 96.9. Za procjenu varijance koristimo standardne procjenitelje: varijancu uzorka
gio 1 korigiranu varijancu uzorka S$0' Za realizaciju uzorka iz funkcije distribucije od X, danu

Lo . =2 S .
u varijabli bodovi _ukupno, S realizira se procjenom
52, = 43.56,

a S?O procjenom
520 = 44.19.

Primjer 4.41. (djelatnici.xls)

Standardni tabliéni kalkulatori i programski paketi za statisticku analizu imaju ugradenu funkciju
za procjenu varijance definiranu na temelju korigirane varijance uzorka, tj. na temelju procjeni-
telja S2. Procijenimo na taj nacin varijancu neprekidne slucajne varijable X kojom modeliramo
godisnju placu zaposlenika u jednoj tvornici (primger 4.39). Za zabiljeZene vrijednosti slucajne
varijable X na uzorku od 100 zaposlenika te tvornice (varijabla placa_prije) korigirana varijanca
uzorka S%OO realizira se procjenom 3%00 ~ 26069208.1 = 5105.82.

4.3.4 Procjena funkcije distribucije

Neka je (X1, Xs,...,X,) jednostavmo sluc¢ajni uzorak iz nepoznate funkcije distri-
bucije F slucajne varijable X . Statisticki model takvog sluc¢ajnog uzorka ne mozemo
smatrati parametarskim s obzirom da familija dozvoljenih funkcija distribucije nije
indeksirana nepoznatim parametrom, nego je potpuno neodredena. Takav statis-

ticki model zvat éemo neparametarski.

U takvom modelu opisat ¢emo jedan nacin procjene funkcije distribucije F'. Preciz-

nije, za svaki pojedini 2 € R procjenu vrijednosti funkeije distribucije, F(z).

S obzirom da je F(x) po definiciji P{X; < z}, za svaki ¢ € {1,...,n} i za dani
zapravo imamo problem procjene vjerojatnosti uspjeha (uspjeh znadi da se realizirao

dogadaj {X; < z}) pa se moZemo posluziti rezultatima iz procjene proporcije.
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Dakle, neka je z fiksan realan broj, a F' funkcija distribucije slu¢ajne varijable X.

Definirajmo slu¢ajnu varijablu

1, X<z
Txsey = 0,X >z
Njezina je distribucija:
0 1
Iix<zsy = , F(x)e€l0,1].
&= =\ pla) o) (x) €10,1]

Uocimo da ovdje F'(x) igra ulogu parametra distribucije slucajne varijable It x<yy.

Iz problema procjene proporcije znamo da je dobar procjenitelj za parametar Ber-
noullijeve distribucije relativna frekvencija jedinice, a u slu¢aju varijable I x <,y to

je relativna frekvencija skupa {X < z}. Oznacimo

~ fix<a 1 &
Fla) = 5= = =3 v ey
i=1

Tada je

za, svaki pojedini z € R i
Var (F(z)) = ————=>,

pa mozemo govoriti o nepristranosti i konzistentnosti procjenitelja 13‘(99) za svaki
pojedini z € R. Tako definiran procjenitelj funkcije distribucije na temelju reali-

zacije jednostavnog slucajnog uzorka zove se empirijska funkcija distribucije.

Primjer 4.42. djelatnici.xls

Diskretna numericka varijabla rukovodstvo baze podataka djelatnici.xls iz primjera 4.5 prima vri-
jednosti iz skupa {0,1,..., N}, gdje je N najveéi moguéi broj godina radnog staza koje djelatnik
moZe provesti na rukovodeéoj poziciji. Frekvencije i relativne frekvencije zabiljeZenih vrijednosti
varijable rukovodstvo za djelatnike iz promatranog uzorka dane su w tablici 4.6. Procijenimo
Sfunkciju distribucije diskretne slucajne varijable X kojom modeliramo varijablu rukovodstvo. U tu

svrhu promotrimo kumulativne frekvencije zabiljeZenih vrijednosti te varijable (tablica 4.15).



216 PROCJENA PARAMETARA

’ rukovodstvo H frek. ‘ kumulativna frek. H rukovodstvo H frek. ‘ kumulativna frek.

0 20 0.20 8 3 0.87
1 15 0.35 9 3 0.9
2 13 0.48 10 2 0.92
3 10 0.58 11 2 0.94
4 12 0.7 12 1 0.95
5 10 0.8 13 1 0.96
6 1 0.81 14 2 0.98
7 3 0.84 17 2 1

Tablica 4.15: Tablica frekvencija i kumulativnih frekvencija svih zabiljeZenih vrijednosti varijable
rukovodstvo.

Iz tablice 4.15, preciznije, iz stupca s kumulativnim frekvencijama, slijedi da je procjena funkcije
distribucije slucajne varijable X, tj. njezina empirijska funkcija distribucije, definirana izrazom

0, <0
02 ,0<z<1
035,1<z<2
R 048 ,2<z<3
F(x

(z) 100 058 ,3<z<4
07 ,4<z2<5

I
058f--------

0481~

0.35r-¢

g

— L X
3 14 15 16 17 18 19

Slika 4.14: Empirijska funkcija distribucije slu¢ajne varijable X iz primjera 4.44.
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Primjer 4.43. Funkcija distribucije standardne normalne slucajne varijable definirana je pravi-

lom

xT
1
Fla)= /e—tQ/Q dt, z€R.
— 00

Graf te funkcije prikazan je na slici 2.20 u drugom poglavlju. U ovom cemo primjeru na te-
melju simuliranih vrijednosti iz standardne normalne distribucije (tj. simulirane realizacije n-
dimenzionalnog jednostavnog slucajnog uzorka iz standardne normalne distribucije) ilustrirati po-
nasanje procjene F za F u ovisnosti o veli¢ini uzorka.

Na temelju jedne simulacije 10 vrijednosti iz te distribucije dobili smo graf funkcije ﬁ‘(@ prikazan

na slici 4.15 (stepenasti graf).

e wB|NaaBle

Slrains

Slika 4.15: Grafovi funkcije distribucije i empirijske funkcije distribucije (n = 10) standardne

normalne slucajne varijable.

Grafovi empirijskih funkcija distribucije standardne normalne slucajne varijable za 30 i 100 si-

muliranih vrijednosti prikazani su na slikama /.16 1 /. 17.

1.0

Slika, 4.16: Grafovi funkcije distribucije i empirijske funkcije distribucije (n = 30) standardne

normalne slu¢ajne varijable.
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Slika 4.17: Grafovi funkcije distribucije i empirijske funkcije distribucije (n = 100) standardne
normalne slucajne varijable.

Koristenjem nekog programskog paketa simuliragte 1000 podataka iz standardne normalne distribu-
cije i skicirajte empirijsku funkciju distribucije. Usporedite ju sa stvarnom funkcijom distribucije.

Primjer 4.44. (djelatnici.xls)

Procijenimo funkciju distribucije neprekidne slucajne varijable X iz primjera 4.39 kojom mo-
deliramo godisnju plaéu djelatnika jedne tvornice. Varijabla placa prije sadrZi mnogo razlicitih
realizacija slucagne varijable X. Uoctmo da su frekvencije svih realizacija male. Empirijska funk-
ctja distribucije temeljena na svih 77 razli¢itih realizacija slucagne varijable X moZze se lako ocitati
koristenjem relativnih kumulativnih frekvencija. Tako, npr. F(18400) = 0.05 (tablica 4.16).

’ plaéa ‘ frekvencija ‘ kumulativna frekvencija ‘

16000 1 1
18100 1 2
18300 1 3
18400 2 5
24500 1 57
24600 4 61
42400 1 100

Tablica 4.16: Tablica kumulativnih frekvencija pla¢a djelatnika iz primjera 4.39.
4.3.5 Procjena parametara u jednostavnoj linearnoj regresiji

Ideja za procjenu parametara u linernom regresijskom modelu (poglavlje 4.2.3) te-

melji se na jednostavnom zahtjevu da treba minimizirati sumu kvadrata odstupanja
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eksperimentalnih od teorijskih vrijednosti.

Neka je (z1,y1),-- -, (Tn,yn) dana realizacija sluajnog uzorka iz regresijskog pro-
blema. Onda suyy,...,y, tzv. eksperimentalne vrijednosti, tj. realizacije slu¢ajnog
vektora (Y71, ...,Y,) kojega Zelimo opisati modelom

Yi=az;+b+¢e;, i=1,...,n, (4.5)

kao $to je navedeno u poglavlju 4.2.3. S obzirom da ¢; predstavljaju slucajne va-
rijable koje opisuju gresku modela, teorijske su vrijednosti y(x;) = ax; + b. Jedan

procjenitelj za nepoznati vektorski parametar (a,b) moze se dobiti minimizacijom

izraza
n
S(a,b) = Z(y(l"z‘) — i)
i=1
po (a,b) e R x R.
Uvedimo oznake:
X1 1
To 1
X = - ) ﬁ:[aab]‘ra y:[ylv"‘ayn]‘r~
Tp 1

RjeSenje je toga minimizacijskog problema

f=(x"x)"x"y. (4.6)

Uvrstimo li slu¢ajni vektor Y = [Y7,...Y,]” u izraz za 3 umjesto y, imamo procje-
nitelja za nepoznati parametar (.

Moze se pokazati da je tako definiran procjenitelj za 8 nepristran. Za dokaze i ostala
svojstva procjenitelja vidi npr. [21] ili [29].

Primjer 4.45. (automobili.xls)

Baza podataka automobili.xls opisana je u primjeru 4.12. U istom primjeru opisano je i zna-
cengje izmgerenih vrijednosti varijabli potrosnja i mjerenje u jednostavnom linearnom regresijskom
modelu: x1,...x300 prosjecne su potrosnje promatranog tipa automobila pri vozZnji po autocesti br-
zinom 110 km/h (varijabla potrosnja), a y1,...,ysoo0 realizacije su sluéajnog vektora (Y1, ...,Y300)
kojim modeliramo rezultate mjerenja nekog parametra na tehnickom pregledu tog automobila na-
kon te vozZnje, a za kojega se pretpostavija da bi kod tehnicki ispravnog automobila trebao biti
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linearno povezan s prosje¢nom potrosnjom automobila pri velikim brzinama. Uvrstavanjem po-
dataka iz baze automobili.xls w izraz /.6 i primjenom nekog statistickog softvera moZemo dobiti

procjene parametara a i b regresijskog modela 4.5 u ovom primgjeru:
@=12138, b=2.349.

Slijedi da modelom odreden rezultat mjerenja promatranog parametra na tehnickom pregledu tog

automobila nakon voZnje u opisanim wvjetima racunamo pomocu pravila

y(z) =@z +b = 2.138z + 2.349.

4.4 Procjena parametra pouzdanim intervalom

U ovom poglavlju pretpostavit éemo da je statisticki model za podatke parametar-
ski s jednodimenzionalnim parametrom 6 kojega Zelimo procijeniti. Parametar
procjenjujemo koriStenjem procjenitelja T. S obzirom da je parametar jednodi-
menzionalan, procjenitelj je sluéajna varijabla. Procjena je na temelju podataka
samo jedna realizacija procjenitelja. Koristeéi distribuciju procjenitelja u danom
statistickom modelu moguée je dobiti i druge informacije o stvarnoj vrijednosti

procijenjenog parametra, ne samo jedan broj koji predstavlja procjenu.

U ovom poglavlju opisat ¢emo koncept procjene parametra pouzdanim interva-
lom i interpretaciju takve procjene te ilustrirati procjenu pouzdanim intervalom na

nekoliko primjera.

Pouzdani interval za procjenu parametra po svojoj definiciji nije interval s realnim
brojevima kao granicama nego interval kojemu su granice slu¢ajne varijable pa ga

mozemo zvati slué¢ajni interval.

Definicija 4.5. Neka je v € (0,1), a sluéajni vektor (X1,...,X,) s distribucijom
iz parametarske familije P = {Fy : 6 € © C R} neka odreduje statisticki model. Ako
postoje dva procjenitelja D = d(X4,...,X,) i G = g(X1,...,X,) za paramear 0 sa

svojstvima:
o d(xy,...,xn) < g(x1,...,2y), za sve (z1,...,2,) € R(X1,...,Xn),
e Py{D <0< G} >, za svel €0,
onda kazemo da je slucajni interval [D, G| pouzdani interval za 6 pouzdanosti .

Kao $to se moze prepoznati iz definicije, pouzdani interval odreduje se na temelju
zahtjeva da se stvarna vrijednost parametra nalazi u slu¢ajnom intervalu s vjero-

jatnoséu barem .
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Ako na temelju podataka izra¢unamo realizacije procjenitelja D i G koji su granice
sluéajnog intervala, dobit éemo obican interval s realnim brojevima kao granicama.
Dakle, realizacija slu¢ajnog intervala obi¢an je interval realnih brojeva. Iz definicije
pouzdanog intervala pouzdanosti « jasno je da ¢e, pod pretpostavkom adekvatnosti
statigti¢kog modela, u priblizno 100y % slucajeva izrac¢unati interval realnih brojeva

sadrzavati stvarnu vrijednost parametra.

Dakle, interval pouzdanosti v jest sluc¢ajni interval, tj. granice su mu slucajne va-
rijable. Jedna realizacija intervala pouzdanosti 7, odredena na osnovu podataka
(realizacije slu¢ajnog vektora statistickog modela), obican je interval realnih bro-
jeva. Uobicajneno je u praksi i tu realizaciju pouzdanog intervala takoder zvati
pouzdani interval. Medutim, vaZno je znati razliku izmedu pouzdanog intervala kao

sluéajnog intervala i njegove realizacije - obi¢nog intervala realnih brojeva.

U nastavku ilustriramo postupak odredivanja pouzdanih intervala na nekoliko pri-
mjera. Zainteresirani Citatelj vise o tom problemu mozZe pronaéi u literaturi koja
opSirnije obraduje teme iz matematicke statistike kao npr. [2], [9], [16], [21], [22],
[24].

4.4.1 Procjena ocekivanja pouzdanim intervalom za velike
uzorke

Neka je (X1,...,X,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz zadane distibucije, ozna¢imo je

F,,, za koju je poznata varijanca i iznosi o2, a ocekivanje je i i Zelimo ga procijeniti

iz jedne realizacije uzorka.

Aritmeti¢ka sredina uzorka X, jest jedan nepristran i konzistentan procjenitelj za
oCekivanje. Osim toga, na temelju centralnog grani¢nog teorema poznato je da

standardizirana aritmeticka sredina, tj.

ima asimptotski standardnu normalnu distribuciju. Oznag¢imo sa Z ~ N (0,1). Ko-
riStenjem tih rezultata konstruirat ¢emo pouzdani interval za ocekivanje na temelju

jednostavnoga slu¢ajnog uzorka iz distribucije F),.

Neka je v € (0, 1) izabrana pouzdanost i z, broj za koji vrijedi

P{lz| <z} =~.
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Uoc¢imo da vrijednost 7 predstavlja povrsinu ispod grafa funkcije gustoée standardne

normalne distribucije nad intervalom [—z,, z,] (slika 4.18), tj.

2y
1 e
P{‘Z|§Z’Y}:E/e 2 de = .
-

f()

P{lz] £

Ry Ay
Slika 4.18: Vjerojatnost P{|Z| < z,}.

S obzirom da distribuciju od %\/ﬁ moZzemo dobro aproksimirati standardnom

normalnom distribucijom za velike n, vrijedi:

X, — _
PM{—ZWSM\/ESZW}ZPM{XTL—ZW
o
Dakle, vrijedi:
— fo o N
Pu.opne Xn_z'yﬁvxn"rzvﬁ ~,

pa slucajmi interval [Yn — Zvﬁ’yn + zvﬁ} moZzemo smatrati pouzdanim inter-

valom za p pouzdanosti v ukoliko imamo veliku veli¢inu uzorka n.

Postupak procjene o¢ekivanja pouzdanim intervalom na temelju realizacije (21, . .., x,)
jednostavnog slu¢ajnog uzorka iz distribucije s varijancom o2, tj. standardnom de-

vijacijom o, mozemo opisati sljedeé¢im koracima:
- odrediti broj z, za koji vrijedi da je P{|Z| < z,} = v, gdje je Z ~ N(0,1),
- izrac¢unati interval po formuli

(4.7)

Tn —

g _ ag
zWﬁ’ Tn +Z’Yﬁ .
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Interval ¢e izraunat tim postupkom u priblizno 100v% slucajeva sadrZati stvarnu

vrijednost ocekivanja pu.

U praksi najéeSée ne znamo stvarnu vrijednost standardne devijacije o. S obzirom
da je taj rezultat izveden za velike uzorke, moze se takoder dokazati da ¢ée kori-
Stenje procjenitelja za standardnu devijaciju (korijena korigirane varijance uzorka)
umjesto standardne devijacije u izvodu formule za pouzdani interval, dati analognu
asimptotsku distribuciju. Iz tog se razloga u praksi koristi procjena standardne

devijacije umjesto stvarne vrijednosti standardne devijacije ako je ona nepoznata.

Primjer 4.46. (kolokvij.xls)

Baza podataka kolokvij.sta ukratko je opisana u primjeru 4.38. Procijenimo intervalom pouzda-
nostt v = 0.95 ocekivanje diskretne slucajne varijable X kojom modeliramo ukupan broj bodova
ostvaren na tim dvama kolokvijima. Da bismo izracunali realizaciju traZenog intervala pouzda-

nosti, trebaju nam sljedece vrijednosti
n =70, T70~96.9, s70~44.19, 20.95 = 1.96,

gdje su T7o © s70 redom procjene ocekivanja i varijance slucajne varijable X. Koristenjem izraza
4.7 slijedi da je traZeni interval
[86.36,107.44].

Procjena istog ocekivanja intervalom pouzdanostiy = 0.97 zahtijeva poznavanje vrijednosti zg.97 ~

2.17. TraZena je realizacija intervala pouzdanosti v = 0.97 interval
(85.19,108.61].

Uoc¢imo da se za veéu vrijednost v interval pouzdanosti realizira Sirim intervalom realnih brojeva
nego za manju vrijednost -y.

Primjer 4.47. (djelatnici.xls)
Procijenimo intervalom pouzdanosti v = 0.97 ocekivanje neprekidne slucajne varijable iz primjera
4.39 kojom modeliramo godidnju placu djelatnika jedne tvornice (varijabla placa_prije). Da bismo

izracunali realizaciju traZenog intervala pouzdanosti, trebaju nam sljedece vrijednosti
n = ].007 T100 ~ 245227 5100 ~ 51058, 20.97 =~ 2177

gdje su T100 ¢ S100 Tedom procjene ocekivanja i varijance slucajne varijable X odredene u primje-
rima 4.39 1 4.4 1. Koristenjem izraza 4.7 slijedi da je traZeni interval

[23414, 25630].

4.4.2 Procjena proporcije pouzdanim intervalom za velike
uzorke

U statistickom modelu koji smo nazvali "problem proporcije" zakljuc¢ujemo o vjero-
jatnosti da se realizira broj 1 na temelju n-dimenzionalnoga jednostavnog slu¢ajnog

uzorka iz Bernoullijeve distribucije.
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Nepristran i konzistentan procjenitelj koji u tu svrhu koristimo jest relativna frek-

vencija jedinice, tj.
h

n

Sli¢no prethodnom poglavlju, centralni grani¢ni teorem ovdje omoguéuje odrediva-
nje asimptotske distribucije standardizirane relativne frekvencije jedinice, pa ¢emo

na temelju tog rezultata konstruirati pouzdani interval za proporciju.

Neka je (X1, ...,X,) jednostavni slucajni uzorak iz Bernoullijeve distribucije s pa-
rametrom 6 € (0,1). Tada je
h_1¢
1
J1 _ 2N x.
P IR

Osim toga, f1 ~ B(n,#), pa je

Egéie, Vareﬁ:w_
n n n

Prema centralnom grani¢nom teoremu sada slijedi da slu¢ajna varijabla

L9

vn 91— 0)

ima asimptotski standardnu normalnu distribuciju. Oznacimo sa Z ~ N(0,1) i 2,

Lo
=iy

odaberimo kao u prethodnom poglavlju, tj. P{|Z| < z,} = v. Sada vrijedi:
Nejednadzba
Loy

< zw}.
|ﬁ,m <&

bit ¢ée zadovoljena ako je 6 € [61,02], gdje su 0; i 0, rjeSenja jednadzbe

2
0%(n+22) — 0(2f1 + 22) + % =0.

Pod pretpostavkom da je n velik, u rjeSenjima je te kvadratne jednadzbe n mnogo

vedi od z, pa se zanemarivanjem clanova koji sadrze Z?v dobije:
fi 1f fi fi Lf f

6~ 1L 1= g a L gy
L= T A nn( n)’ 2 nJrZﬂy nn( n)
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Za danu je realizaciju toga jednostavnog sluc¢ajnog uzorka uobicajeno relativnu frek-
venciju jedinice oznaciti s p, a relativnu frekvenciju nule s §. Koristenjem takvih
oznaka i dobivenih rezultata navodimo postupak za racunanje pouzdanog intervala
proporcije na temelju realizacije jednostavnoga slu¢ajnog uzorka iz Bernoullijeve

distribucije:
e odrediti broj z, za koji vrijedi da je P{|Z| < z,} = v, gdje je Z ~ N(0,1),

e izraCunati interval po formuli:

R pq pq
e T AVl (4.8)

Primjer 4.48. Neka je X diskretna slu¢ajna varijabla kojom modeliramo ocjene znanja studenata
jednog fakulteta na usmenom ispitu iz nekog kolegija (primger 4.37). Procijenimo intervalom
pouzdanosti v = 0.95 proporciju studenata koji usmeni ispit poloZe ocjenom izvrstan. Ovdje se
realizacija ocjene izvrstan smatra "uspjehom”, a realizacija bilo koje druge ocjene "neuspjehom”,

pa iz tablice 4.1 slijedi da je

.16 i1 16 49
P=% 17 T 65 65
Kako je n = 65, a z0.95 =~ 1.96, primjenom izraza /.8 slijedi da je realizacija traZenog intervala
pouzdanosti interval

[0.14,0.35].

Primjer 4.49. (kolokvij.xls)

Neka je X diskretna sluéajna varijabla kojom modeliramo ukupan broj bodova studenta ostvaren na
dvama kolokvijima iz nekog kolegija (primger 4.38). Procijenimo intervalom pouzdanosti v = 0.95
proporciju studenata koji su na kolokvijima ukupno ostvarili barem 100 od moguéih 200 bodova.
Owdje se ukupan broj bodova veéi ili jednak 100 smatra "uspjehom”, a ukupan broj bodova manji
od 100 "neuspjehom”, pa iz podataka dostupnih u varijabli bodovi ukupno slijedi da je

39 39 31
=" ~056, g=1— — =" ~0.44.
70 70 70
Kako je n = 70, a z9.95 =~ 1.96, primjenom izraza /.8 slijedi da je realizacija traZenog intervala
pouzdanosti interval

[0.44, 0.68].

Primjer 4.50. (djelatnici.xls)
Neka je X neprekidna slucajna varijabla iz primgjera 4.39 kojom modeliramo godisnju placu dje-
latnika jedne tvornice. Procijenimo intervalom pouzdanosti v = 0.98 proporciju djelatnika koji
godisnje zaraduju vise od 30000. Owdje se realizacija godisnje place veée od 30000 smatra "uspje-
hom", a realizacija godisnje place mange ili jednake 30000 "neuspjehom”. Iz podataka za varijablu
placa_prije slijedi da je

p=0.16, ¢=1-0.16 =0.84.

Buduéi da je n = 100, a z0.98 = 2.33, primgenom izraza /.8 slijedi da je traZeni interval

[0.075,0.245].
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4.5 Testiranje statistickih hipoteza

Opcenito, cilj je testiranja hipoteze odlu¢iti o istinitosti ili neistinitosti slutnje koju
zovemo hipoteza. Statisticka hipoteza slutnja je koja se odnosi na statisticki
model.

Primjer 4.51. O proporciji pusaca izabranog lokaliteta moZe se zakljucdivati na temelju reprezen-
tativnog uzorka koji predstavija jednu realizaciju jednostavnog slucajnog uzorka iz Bernoullijeve
distribucije s parametrom 6 € (0,1). Nepoznati je parametar 6 upravo proporcija puSacéa popula-
cije. Jedna je slutnja/hipoteza koju moZemo testirati npr. da je proporcija pusaca u toj populaciji
manja od 20%.

Postupak testiranja hipoteza uvijek pocinje prevodenjem slutnje koja nas zanima u
statisticku hipotezu. To znadi formiranje statistickog modela u okviru kojega ¢emo
zakljucivati i izricanje hipoteze u terminima koji se odnose na odabrani statisticki
model. S obzirom da je statisticki model P familija funkcija distribucije koje su
dozvoljene prilikom zakljué¢ivanja o zadanom problemu, o¢igledno je da postavljena
hipoteza zapravo odreduje jedan podskup od P. U prethodnom je primjeru statis-
ticki model odabran, a hipotezu mozemo iskazati kao podskup distribucija modela

za koji vrijedi nejednakost 6 < 0.2.

Statisticku hipotezu standardno oznac¢avamo s H. Testirati hipotezu znaci donijeti

odluku o tome ho¢emo 1i H odbaciti ili ne.

Odluku u postupku testiranja hipoteza donosimo na temelju odabranog kriterija i
realizacije uzorka. Odabrati kriterij zapravo znaci definirati pravilo za odbacivanje
hipoteze. S obzirom da se odluka donosi na temelju realizacije slu¢ajnog vektora
(X1,...,X,) statistickog modela, pravilo mora biti iskazano u terminima tog slu-

¢ajnog vektora . U tu svrhu koristimo pojam "statistika".

Definicija 4.6. Neka je (X1,...,X,) slucajni vektor statistickog modela P na te-
melju kojega donosimo zakljucke i neka jet : R(X1,...,X,) — R¥ zadana funkcija.
Slucajni vektor/varijablu T = t(X1,...,X,) zovemo statistika za taj statisticki
model.

Uoc¢imo da je i procjenitelj jedna statistika, ali s dodatnim zahtjevom na skup

vrijednosti funkcije ¢.

Sli¢no kao kod definiranja pouzdanih intervala za procjenu nepoznatog parametra,
kod odabira pravila za testiranje hipoteza koristimo svojstva statistike kao slucaj-
nog vektora/varijable, a prilikom donoSenja odluke koristimo odabranu statistiku i

pravilo te realizaciju statistike na podacima.
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Pravilo po kojemu odbacujemo postavljenu hipotezu podijelit ¢e skup svih moguéih
realizacija slucajnog vektora statistickog modela na dva disjunktna dijela. Uob-
¢ajeno ih oznaavamo s C, i Cf, pri ¢emu je C, dio koji odgovara odbacivanju
postavljene hipoteze. C. zovemo kriti¢no podrucdje.

S obzirom da postavljena hipoteza H izdvaja podskup distribucija iz statistickog
modela P, uobi¢ajeno je uvesti i drugu hipotezu u postupku testiranja. Ta hipoteza
obuhvatit ¢e sve one distribucije koje nisu sadrzane u H. Zbog toga Cesto govorimo o
testiranju dviju hipoteza u statisti¢kom testu. Jednu od njih zovemo nul-hipoteza
i oznacavamo s Hg, a drugu alternativna hipoteza i oznacavamo s H;. Alter-
nativna hipoteza jest ona koju prihvacamo u sluc¢aju odbacivanja nul-hipoteze. Za
statisticki model P vrijedi:

P =HogUH;.

4.5.1 Pogreske statistickog testa

Odluka koja je donesena statistickim testom moze biti pogresna ili ispravna. Pritom

se mogu dogoditi dva tipa pogresne odluke:

pogreska I. tipa:  odbaciti H, ako je ona istinita,
pogreska II. tipa: ne odbaciti Hy ako je H; istinita.

Vjerojatnosti pogreske prvog tipa i pogreske drugog tipa ovise o stvarnoj distribu-
ciji sluajne varijable o kojoj testiramo hipotezu, tj. te su vjerojatnosti zapravo
funkcije koje distribuciji iz P pridruzuju broj, ali one nisu definirane na istoj do-
meni. Vjerojatnost pogreske prvog tipa moze se ra¢unati za svaku distribuciju iz
Ho, dok se vjerojatnost pogreske drugog tipa racuna za svaku distribuciju iz H;.
Tlustrirajmo taj postupak na primjeru.

Primjer 4.52. Pretpostavimo da Zelimo zakljucivati o proporciji pusaca izabranog lokaliteta na
temelju jednostavnoga slucajnog uzorka iz Bernoullijeve distribucije s parametrom 6 € (0,1) (pri-
mgjer 4.51). Neka je P = {Fy : Fp Bernoullijeva, 0 € (0,1)} pripadni statisticki model. Taj model
parametarski je, pa i hipoteze moZemo izraZavati u terminima parametra. Imamo slutnju da je
proporcija pudaca manja od 20%. Statisticka hipoteza koja opisuje ovu slutnju jest podskup od P
za koji vrijedi 8 < 0.2. Dakle,

Ho: 60 <0.2

Hq: 60 >0.2.

Za taj parametarski model podjela P na Ho © H1 ekvivalentna je podjeli skupa dozvoljenih vrijed-
nosti parametra (0,1) na dva dijela: (0,0.2] i (0.2,1). Vjerojatnost pogreske prvog tipa i vjerojat-
nost pogreske drugog tipa sada moZemo promatrati kao funkcije od nepoznatog parametra. Ako je
odabran postupak za odbacivanje nul-hipoteze, znadi da je definirano kriticno podrucje Cyr, pa se
te funkcije mogu definirati na sljedeéi nacin:
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- wjerojatnost pogreske prvog tipa a:

a:(0,0.2] = [0,1], a(f) = Pp{(X1,...Xn) € Cr},
- vjerojatnost pogreske drugog tipa B:

B8:(0.2,1) — [0,1], B(0) = Po{(X1,...Xn) € C5}.

U prehodnom primjeru uo¢imo da se funkcija 5 moze prikazati kao

B(0) =1 — Pp{(X1,... Xp) € C, ).

Objedinjeni prikaz obiju funkcija vjerojatnosti pogreske postize se definiranjem
funkcije jakosti testa.

Funkcija jakosti testa, u oznaci 7, definirana je za svaku distribuciju iz P (od-
nosno za svaku dozvoljenu vrijednost parametra ako je statisticki model parametar-
ski) kao

7(F) = Pp{(X1,...,Xn) € C;.}, F€P,

odnosno za parametarski statisticki model
w(0) = Po{(X1,...,Xp) € C,}, 0 € O.

Uoc¢imo da je
a(F)=n(F), VYF €H,,

B(F)=1-n(F), VFeH,.

Tlustrirajmo primjerom funkciju jakosti testa i njezinu vezu s vjerojatnostima po-
greske.
Primjer 4.53. U problemu zakljucivanja o proporciji pusaca na nekom lokalitetu (primgjeri /.51 1
4.52) Zelimo testirati hipotezu da je proporcija puSaca manja od 20%. Statisticki model i hipoteze
opisant su u primgjeru 4.52.

Ho: 60 <0.2

Hi: 6>0.2
Odaberimo sljedece pravilo odbacivanja nul-hipoteze:

C.: odbacit éemo nul-hipotezu ako je relativna frekvencija pusaca u uzorku veda od 22%.

Uz standardnu oznaku f1 za frekvenciju pusaca, funkcija je jakosti za takav test dana izrazom
7T(0) = F’g{(}(l7 .. .,Xn) (S Cr} =Py {ﬁ > 0.22} .
n
Pod pretpostavkam statistickog modela znamo da je f1 ~ B(n,0). Dakle, vrijedi:

Py {% > 0.22} =Pp{fr>022m}= Y (Z)G’“(l -0 r.

k>0.22n
Graf te funkcije za n=100 prikazan je slikom 4.19.



STATISTIKA 229

0.8r

0.6-

0.4

0.2r

; ; ; ; X
0.2 0.4 0.6 0.8

Slika 4.19: Funkcija jakosti testa za kriti¢no podrucje % > 0.22.

S obzirom da je w(0.2) = 0.261067, vidimo da je maksimalna vjerojatnost pogreske prvog reda

max () = 0.261067,
0cHo

dok je maksimalna vjerojatnost pogreske drugog reda za tako definirano kriticno podrucje

max B(O) =1-0.261067 = 0.738933
0cH

Odabirom drugog kriticnog podrudja tako da granicu za odbacivanje nul-hipoteze pomaknemo u
veée vrijednosti, npr.

C.: odbacit éemo nul-hipotezu ako je relativna frekvencija pusaca u uzorku veda od 30%,

moZemo smanjiti maksimalnu vjerojatnost pogreSke prvog tipa, ali ée se povecati maksimalna
vjerojatnost pogreske drugog tipa. Grafovi funkcija jakosti testa za oba navedena kriticna podrudja
i n = 100 prikazani su slikom 4.20.

y
A
08/
08¢ ~  fn>022
04l _ fi/n> 0.3
02/
‘ ‘ ‘ y

0.2 0.4 0.6 0.8

Slika 4.20: Funkcije jakosti testa za kriticna podrugja &2 >0.221 22 > 0.3 .
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Za novo je kriticno podrucje

max () = 0.00605934
cHo

max 3(6) =1 — 0.00605934 = 0.993941.
0eH

Poveéanje maksimalne vjerojatnosti jedne pogreske ako zelimo smanjiti maksimalnu
vjerojatnost druge pogreske, ilustrirano prethodnim primjerom, nije neuobi¢ajno.
Dapace, moze se pokazati da je nemoguée odabrati kritiéno podruéje koje bi mi-
nimiziralo maksimalnu vjerojatnost obiju pogreSaka po svim moguéim kriti¢nim
podrucjima. Zbog toga se odabir kritinog podruéja vrsi tako da se dopusta is-
trazivac¢u izbor maksimalne vjerojatnosti pogreske prvog tipa koju zeli prihvatiti.
Te se vrijednosti se uglavnom biraju izmedu brojeva 0.01, 0.05 ili 0.1. Odabrana
maksimalna vjerojatnost pogreske prvog tipa zove se razina znacajnosti testa
ili nivo signifikantnosti testa i standardno oznacava s «. Uz izabranu razinu
znacajnosti testa, test se dizajnira uz nastojanje da se maksimalna vjerojatnost po-
greSke drugog tipa ucini $to manjom. Dakle, maksimalna je vjerojatnost pogreske
drugog tipa temelj za teorijsku analizu testa i odabir test-statistike i najéeSée se
ne iskazuje u primjeni testa. Primjena se oslanja na ¢injenicu da je odabrani test

kreiran kao optimalan za dani skup pretpostavki.

Uzimajuéi u obzir da ¢emo biti u moguénosti birati maksimalnu vjerojatnost po-
greSke prilikom odbacivanja nul-hipoteze, to je informacija koju u primjeni testa
referiramo. Npr. reéi ¢emo da odbacujemo nul-hipotezu na nivou znacaj-
nosti «, tj. da odbacujemo nul-hipotezu uz vjerojatnost najvise a da smo pri tome
pogrijesili. Ako pravilo testa primijenjeno na podatke sugerira da ne odbacimo
nul-hipotezu, prilikom primjene testa obi¢no nemamo dostupnu informaciju koliko
iznosi maksimalna vjerojatnost da smo pogrijesili. Zato éemo tada reéi kako podaci

ne podupiru tvrdnju da Hg treba odbaciti.

Takav neravnopravan odnos izmedu nulte i alternativne hipoteze prilikom kreiranja
statisti¢kog testa upucuje na Cinjenicu da nije svejedno kako smo izbrali nultu i
alternativnu hipotezu i pripadni test. Ukoliko je moguée, uputno je u primjeni
birati statisticki test kojemu alternativna hipoteza odgovara tvrdnji koju Zelimo
dokazati.

Tako je teorija odabira optimalne test-statistike vrlo razvijena (vidi npr. [18], [2],
[21]) ovdje se neéemo baviti metodama za odabir optimalnih statistika za testiranje
hipoteza odabranog modela. U nastavku samo ilustriramo intuitivohu metodu oda-
bira postupka za testiranje hipoteza na nekoliko primjera bez analize maksimalne

vjerojatnosti pogreske drugog tipa. Zainteresirani ¢itatelj vise o tom problemu moze
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pronadi u literaturi koja opSirnije obraduje teme iz matematicke statistike kao npr.
[21, (91, [16], [21], [22], [24].

4.5.2 Testiranje hipoteze o ocCekivanju za velike uzorke

U ovom poglavlju ilustrirat ¢emo jedan od statisti¢kih testova koji mozemo koristiti
prilikom testiranja hipoteza o iznosu ocekivanja distribucije slu¢ajne varijable na
temelju koje je formiran statisti¢ki model jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka. Problem

ilustriramo sljede¢im primjerom.

Primjer 4.54. Pretpostavimo da Zelimo provjeriti je li ocekivana vrijednost vremena cekanja u
redu studentske menze u vrijeme rucka veéa od pet minuta. U tu svrhu, od sto slucajno izabranih
studenata koji odlaze na rucak u studentsku menzu prikupljamo podatke o vremenu cekanja. Tako
dolazimo do podataka (z1,...,z100). Na temelju tih podataka aritmetickom sredinom procijenili
smo ocekivanje slucajne varijable iz koje potjecu podaci - procjena je iznosila 6.5 minuta. Znajudci
iz prethodnih proucavanja te slucajne varijable da je njezina varijanca 25, Zelimo testirati slutnju

da je ocekivano vrijeme cekanja vece od 5 minuta.

Test kojim moZemo testirati takvu slutnju izvest ¢emo na temelju statistickog mo-
dela jednostavnog slu¢ajnog uzorka (Xi,..., X)) iz distribucije F' kojoj je poznata

2

varijanca i iznosi 0°, a o¢ekivanje u jest nepoznato.

Postavimo nultu i alternativnu hipotezu na sljede¢i nacin:

Ho: = po
Hi: > po-

Ako je Hq istinita hipoteza, a uzorak velik, onda je distribucija artmeticke sredine
uzorka priblizno normalna s o¢ekivanjem jq i varijancom o2 /n (centralni grani¢ni

teorem!). Dakle, pod pretpostavkom je istinitosti nul-hipoteze distribucija od

X, -
7 =2 B

g

priblizno standardna normalna i o¢ekuje se realizacija od Z’ blizu ili manje od nule
(slika 4.21). Uocimo primjerice da se realizacije vece ili jednake 1.64 pojavljuju s

vjerojatnoséu priblizno 0.05, tj. da je

P{Z' >1.64} ~ 0.05.
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v f(@)

P{Z >1.64} =0.05

T
1.64

Slika 4.21: Povrsina ispod grafa funkcije gustoce standardne normalne distribucije

nad intervalom [1.64, c0).

Pretpostavimo da se u nasem slucaju Z’ realizirala brojem 2. U uvjetima istini-
tosti hipoteze Hy ofekujemo realizacije od Z’ bliske 0 ili manje od 0. Veéi iznosi
realizacija od Z’ idu u prilog alternativnoj hipotezi, ali to ne zna¢i da se ne mogu
dogoditi i ako je Hy istinita hipoteza. Naime, ako je Hj istinita hipoteza, vjerojat-
nost da se sluc¢ajna varijabla Z’ realizira brojem vec¢im ili jednakim 2 iznosi priblizno
P{Z > z}.

Sada zaklju¢ujemo na sljedeé¢i nacin. Ako je H, istinita hipoteza, realizacije veée ili
jednake Z mogu se pojaviti, a vjerojatnost je za to priblizno P{Z > z}. Dakle, ako
odbacimo nul-hipotezu, vjerojatnost je da ¢emo time pogrijesiti najvise P{Z > z}.
Ukoliko je taj broj manji od standardno prihvaéenih vrijednosti za maksimalnu
vjerojatnost pogreske prvog tipa (tj. nivoa znacajnosti testa), hipotezu Hy mozemo
odbaciti. U suprotnom kazemo da nemamo dovoljno argumenata za odbacivanje
hipoteze Hy.

Na sli¢an bismo nac¢in bismo proveli postupak testiranja u sluéaju da je alternativna
hipoteza oblika H; : it < po. Tada vjerojatnost p = P, {Z' <2} ~ P{Z <2}, Z ~
N (0, 1), usporedujemo s razinom znacajnosti o, koja je u tom slu¢aju povrsina ispod
grafa funkcije gustoce standardne normalne distribucije nad intervalom (—o0, z,]
(slika 4.22).
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P{Z < z,}

x
Ra

Slika 4.22: Povrsina ispod grafa funkcije gustoce standardne normalne distribucije

nad intervalom (—o0, z4].

Objasnjeni postupak opéenito zapisujemo na sljedeéi naéin:

e Nul-hipoteza:
Ho: p= po,

o Test-statistika: o
Xn — Mo
o/vn

Ovdje je n veli¢ina uzorka, X,, aritmeti¢ka sredina uzorka, a o poznata stan-

7 =

dardna devijacija.

e U uvjetima istinitosti nul-hipoteze ocekujemo da je realizacija od Z’ (ozna-
¢it ¢emo je 2) blizu ili veéa od 0 jer varijabla Z’ ima priblizno standardnu
normalnu distribuciju. Ako ozna¢imo Z ~ A(0,1), na osnovu realizacije 2

statistike Z’ na podacima moZzemo odrediti takozvanu p-vrijednost kao:
p = P{Z > z}, ako je alternativna hipoteza oblika H; : p > po,
p = P{Z < %}, ako je alternativna hipoteza oblika H1 : u < po.
e Tako izra¢unatu p-vrijednost usporedujemo s razinom znacajnosti o. U slu-
¢aju da je p < a, odbacujemo nul-hipotezu na razini znacajnosti a. Ako je

p > a, zaklju¢ujemo da nemamo dovoljno informacija koje bi poduprle odluku

o odbacivanju nul-hipoteze.

Treba napomenuti da je pretpostavka o poznatoj varijanci iz te procedure nerealna

za primjene. S obzirom da je taj rezultat izveden za velike uzorke, moze se takoder
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dokazati da ée koristenje korigirane varijance uzorka umjesto varijance u izvodu
formule za test-statistiku dati analognu asimptotsku distribuciju. Iz tog se razloga
u praksi koristi procjena za varijancu umjesto stvarne vrijednosti varijance ako je

ona nepoznata.

Primjer 4.55. (kolokvij.xls)

Promotrimo ponovno diskretnu slucajnu varijablu X kojom modeliramo ukupan broj bodova koje
je student ostvario na dvama kolokvijima iz nekog kolegija. Iz primjera /.38 znamo da je procjena
njezinog ocekivangja realan broj 96.9. Koristenjem istih podataka testirajmo hipotezu da je oceki-
vani ukupni broj bodova ostvaren na tim dvama kolokvijima manji od 100. U tu svrhu postavimo
statisticke hipoteze na sljedeéi nacin:

Ho : p =100,

Hi: p < 100.
Da bismo donijeli odluku na nivou znacajnosti a = 0.05, radunamo vrijednost 2 test-statistike Z'
temeljenu na podacima iz varijable bodovi_ukupno:

T70 — MO _ 96.9 — 100 _
57()/\/ 70 44.19/\/ 70

Odavde upotrebom kalkulatora vjerojatnosti slijedi da je pripadna p-vrijednost

—0.59.

2=

p=P{Z < 2} =0.28,

Sto je veée od zadane razine znacajnosti o = 0.05. Zakljucujemo da, na razini znacajnosti o =
0.05, ne moZemo turditi da je ocekivani ukupni broj bodova ostvaren na tim dvama kolokvijima

mangi od 100.

Primjer 4.56. (djelatnici.xls)

Neka je X neprekidna slucajna varijabla iz primjera 4.39 kojom modeliramo godisnju placu dje-
latnika jedne tvornmice. U primjeru 4.39 pokazali smo da je Tioo = 24522 procjena njezinog
ocekivanja, a w primjeru 4.41 da je 3%00 = 26069208.1 procjena varijance na temelju odabranog
uzorka.

Zelimo provjeriti je li ocekivanje od X veé od 23000 na razini znacajnosti o = 0.05. U tu svrhu
postavljamo statisticke hipoteze:

Ho : p = 23000,
Hy: p > 23000.

Da bismo donijeli odluku, racunamo vrijednost 2 test-statistike Z' na temelju podataka za varijablu

placa_prije.
. 100 — MO 24522 — 23000
zZ = =

= ~ 2.98
$100/10 1/26069208.1/10

Odavde upotrebom kalkulatora vjerojatnosti slijedi da je pripadna p-vrijednost

p=P{Z>3}=0.0014,

Sto je manje od zadane razine znacajnosti a = 0.05. Stoga zakljucujemo da, na nivou znadajnosti
a = 0.05, prihvaéamo alternativnu hipotezu, tj. turdimo da je ocekivanje godisnje place djelatnika
u promatranoj tvornici veée od 23000.
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4.5.3 Testiranje hipoteze o proporciji za velike uzorke

O proporciji ¢emo, u ovom primjeru statistickog testa, zaklju¢ivati na temelju n-
dimenzionalnoga jednostavnog slu¢ajnog uzorka iz Bernoullijeve distribucije. Neka

je sluéajni pokus modeliran Bernoullijevom slu¢ajnom varijablom s tablicom distri-

01
X:< >, pe(0,1), ¢g=1—p.

ap

bucije

Testirat éemo hipotezu o vrijednosti parametra p koji ima znacenje vjerojatnosti re-
alizacije "uspjeha" (tj. jedinice) u jednom izvodenju danog pokusa. U tom postupku
koristimo relativnu frekvenciju realiziranih "uspjeha" (jedinica) kao procjenitelja za

vjerojatnost p i oznadavamo ju s p.

Postavimo nultu hipotezu na sljedeéi nacin:

Ho: p=po-

Iskoristimo test-statistiku X
P —Po

/ Po(1—po) i

U uvjetima istinitosti nul-hipoteze centralni grani¢ni terem garantira da slu¢ajna

7 =

varijabla Z’ ima priblizno standardnu normalnu distribuciju za velike n. Ako je
Z ~ N(0,1), na osnovu realizacije Z na nasem uzorku mozemo odrediti p-vrijednost
kao:

e p = P{Z > %} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p > po,
e p = P{Z < %} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p < po.

Tako izracunatu p-vrijednost usporedujemo s razinom znacajnosti . U slucaju da
je p < «, na razini znacajnosti « odbacujemo nul-hipotezu Hy. Ako je p > «,
nemamo dovoljno informacija koje bi poduprle odluku o odbacivanju nul-hipoteze.

Veli¢ina uzorka za provodenje tog testa treba biti najmanje takva da interval

[po—3 /po(ln—Po)mO_i_?) /Po(ln—po)l

ne sadrzi ni O ni 1.
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Primjer 4.57. Iskoristimo podatke o ocjeni studenata na usmenom dijelu ispita izabranog kolegija
iz primgera 4.37. Zanima nas je li proporcija studenata koji taj usmeni ispit polaZu ocjenom
izurstan manja od 0.2. Iz tablice 4.1/ znamo da je relativna frekvencija studenata koji su ispit
polozili izvrsnom ocjenom p = 0.16. Postavijamo statisticke hipoteze:

Ho: p=0.2,
Hi: p<O0.2.
Da bismo donijeli odluku, racunamo vrijednost 3 test-statistike Z':
. 0.16 — 0.2
2= ——=-0.88.

/0.16(1—0.16)
65

Odavde slijedi da je pripadna p-vrijednost

p=P{Z < 2} =0.19,
Sto je vece od zadane razine znacajnosti « = 0.05. Zakljucujemo da na razini znacajnosti o = 0.05
ne mozZemo poduprijeti hipotezu da je proporcija studenata koji taj usmeni ispit polaZu ocjenom
izvrstan manja od 20%.
Primjer 4.58. (kolokvij.xls)
Vratimo se bazi podataka kolokvij.xls i testirajmo je li proporcija studenata koji su na kolokvijima

ostvarili ukupno barem 100 bodova veéa od 50% na razini znacajnosti o = 0.05. Iz primjera /.49
znamo da je relativna frekvencija takvih studenata p = 0.56, pa su statisticke hipoteze oblika

Ho : p=0.5,
Hi: p>0.5.
Racunamo vrijednost 3 test-statistike Z':
z2= 956 ~ 0.5 = 1.004.

0.25
70
Odavde slijedi da je pripadna p-vrijednost
p=P{Z>%}=0.16
Sto je vece od zadane razine znacajnosti o« = 0.05. Stoga zakljucujemo da ne odbacujemo nul-

hipotezu na razini znacajnosti o = 0.05, tj. na nivou znacajnostt o« = 0.05 ne mozZemo tvrditi da
je vise od 50% studenata ostvarilo barem 100 bodova na kolokvijima.

Primjer 4.59. (djelatnici.xls)

Vratimo se primgeru 4.39 i testiragmo je li proporcija zaposlenika koji imaju godisnju placéu manju
od 30000 veca od 75% na razini znacajnosti a = 0.05. Iz tablice frekvencija za varijablu placa_prije
vidimo da je relativna frekvencija takvih djelatnika p = 0.86, pa su statisticke hipoteze oblika

Ho : p=0.75,
Hi: p>0.75.
Racunamo vrijednost 2 test-statistike Z':
P 0.86 — 0.75 — 954,

/0.75(1—0.75)
100
Odavde slijedi da je pripadna p-vrijednost
p=P{Z > 2} = 0.0055,
Sto je manjge od zadane razine znacajnosti o = 0.05. Stoga zakljuéujemo da odbacujemo nul-

hipotezu na razini znacajnosti a = 0.05, tj. na razini znacajnosti oo = 0.05 moZemo tvrditi da vise
od 75% djelatnika te tvornice ostvaruje godisnju plaéu manju od 30000.
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4.5.4 Testiranje hipoteze o jednakosti ocekivanja

Do sada prezentirani testovi kreirani su na temelju najjednostavnijega statistickog
modela, tj. modela jednostavnog slu¢ajnog uzorka iz zadane jednodimenzionalne
distribucije. U ovom poglavlju navodimo dva testa koja se na prvi pogled ne ukla-

paju u takav model, ali se, prikladnim pristupom problemu, mogu svesti na njega.
Zavisni uzorci

Za ilustraciju problema navodimo prvo primjer.

Primjer 4.60. Farmaceutska tvrtka Zeli testirati ucinkovitost novog lijeka na smanjenje razine
triglicerida u krvi. U tu svrhu odabire osobe u reprezentativnu skupinu za testiranje i izvodi
mjerenje razine triglicerida prije uzimaja lijeka. Iste osobe koriste lijek u zadano vrijeme. Nakon

toga se ponovo mjeri razina triglicerida. Dobiveni podaci prikazani su sljedecom tablicom:

pacijent ‘ prije ‘ poslije

1 T 1
2 2 Y2
n Tn Yn

Istrazivaci bi htjeli dobiti odgovor na pitanje dolazi li do promgjene razine triglicerida nakon uzi-

manja lijeka.

Analogni problemi pojavljuju se ¢esto u primjenama. KaZemo da u takvim sluca-

jevima analiziramo istu karakteristiku (varijablu) prije i nakon tretmana.

Statisticki model za zakljuc¢ivanje mozemo postaviti koristenjem slu¢ajnog vektora
tako da parove (x;,y;), % = 1,...,n, smatramo medusobno nezavisnim realizacijama
sluéajnog vektora (X,Y), gdje komponenta X opisuje varijablu na populaciji prije
tretmana, a Y varijablu na populaciji nakon tretmana. Tako nastao sluc¢ajni uzorak
(X1, Y1), (X2,Y2),...,(X,,Ys)) niz je nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih
vekotra ¢ije komponente X; 1Y, i € {1,...,n}, ne moraju biti nezavisne, $to kom-
plicira statisticki model. Medutim, problem analize razlika u distribuciji varijable
prije i poslije tretmana moZe se postaviti i tako da formiramo slu¢ajnu varijablu
razlike:
D=X-Y.

Ako je ocekivanje slucajne varijable D razli¢ito od nule, to je svakako dokaz da su
razlike u distribuciji izmedu X i Y bitne. U tu svrhu proSirimo tablicu podataka
novom varijablom "razlike" i promatramo statisti¢ki model jednostavnoga slu¢ajnog

uzorka iz distribucije sluc¢ajne varijable D.
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br | tretman 1 | tretman 2 razlike
€1 Y1 di =x1— 10
2 €2 Y2 dy =21 — Y2
n T, Yn dp =21 — Yn
Postavimo hipotezu:
HO CUpD = 0.

Ukoliko je uzorak dovoljno velik, u poglavlju 4.5.2 opisali smo proceduru za tes-
tiranje te hipoteze u kombinaciji s alternativnom hipotezom pup > 0 ili up < 0.
U tom slu¢aju za varijancu od D mozemo koristiti korigiranu varijancu uzorka iz

distribucije od D, kao $to je navedeno u poglavlju 4.5.2.

Primjer 4.61. (djelatnici.xls)

U bazi podataka djelatnici.xls raspolaZemo podacima o godisnjim plaéama za uzorak od 100 djelat-
nika jedne tvornice (tvornice A). Varijabla placa prije sadrzi iznose godisnjih placa za djelatnike
iz uzorka prije reorganizacije poslovnog sustava, a varijabla placa_poslije iznose godisnjih placa za
isti uzorak djelatnika nakon reorganizacije. Buduéi da se ovdje radi o istom uzorku djelatnika cije
godisnje place pratimo prije i poslije reorganizacije posla, kaZemo da se radi o zavisnim uzorcima.
Oznacimo s XU slucajnu varijablu kojom modeliramo godisnju placu djelatnika tvornice A prije
reorganizacije, a s X2 sluéajnu varijablu kojom modeliramo godisnju placu djelatnika te tvornice
poslije reorganizacije. Zanima nas razlikuju li se na nivou znacajnosti o = 0.05 ocekivanja plaéa
djelatnika te tvornice prije i poslije reorganizacije posla. Prije nego postavimo potrebne statisticke
hipoteze, procijenimo, na temelju realizacija jednostavnih sluéajnih uzoraka iz distribucija od X )
i X3 ocekivanja i varijance od XV, X2 § D = X1 — X(2) | Procjene su dane u tablici /.17.

slu¢ajna varijabla | procjena ocekivanja | procjena varijance

x @) 24522 26069208.1
x(2) 24986.85 26252789.5
D —464.85 116302.63

Tablica 4.17: Procjene ocekivanja i varijance slu¢ajnih varijabli X(1) i X (2),

Postavimo statisticke hipoteze:

Ho: up =0,
Hi: pp < 0.

Da bismo donijeli odluku o tome odbacujemo li na nivou znacajnosti a = 0.05 nul-hipotezu ili
ne, racunamo vrijednost 2 test-statistike Z' temeljem procjena ofekivanja i varijance slucajne

varijable D i vrijednosti po = 0:
—464.85

—— = —13.63.
v/116302.63/10

2=
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Odavde, upotrebom kalkulatora vjerojatnosti, slijedi da je pripadna p-vrijednost
p=P{Z <3} <1078,

Sto je manje od zadanog nivoa znacajnosti a = 0.05, stoga odbacujemo nul-hipotezu na nivou
znacajnosti o« = 0.05 ¢ prihvaéamo alternativnu hipotezu, tj. tvrdimo da je ocekivanje godisnje
plaée djelatnika tvornice A prije reorganizacije bilo manje od océekivanja godisnje place djelatnika

iste tvornce nakon reorganizacije.

Nezavisni uzorci

Za ilustraciju problema prvo navedimo jedan primjer.

Primjer 4.62. Ured za kvalitetu na nekom fakultetu Zeli provjeriti je li doslo do bitne promjene
u distribuciji ocjene iz kolegija Matematika 1 koju su ostvarili studenti generacije 2009./2010. u
odnosu na generaciju 2008./2009. U tu svrhu prikuplja podatke o ocjenama na uzorcima studenata
1 modelira ocjenu iz tog kolegija kao sluéajnu varijablu i to X za generaciju 2008./2009., a 'Y za
2009./2010. Takoder, pretpostavlja da su X i Y nezavisne slucajne varijable. Prikupljeni podaci
o ocjenama (x1,...,Zn) % (Y1,--.,Ym) realizacije su jednostavnih slucajnih uzoraka iz distrbucije

od X, odnosno iz distribucije od Y.

Statisticki model opisan u tom primjeru sastoji se od distribucija slu¢ajnog vek-
tora (X1, Xs,...,X,,Y1,Ys,...,Y,,) nezavisnih, ali ne nuzno jednako distribuira-
nih slu¢ajnih varijabli. Medutim, prvi dio vektora, tj. (X1, Xo,...,X,) jest jed-
nostavni slucajni uzorak iz distribucije slucajne varijable X, dok je drugi dio,

(Y1,Y2,...,Y,,), jednostavni slu¢ajni uzorak iz distribucije slu¢ajne varijable Y.

Jednostavan na¢in potvrde postojanja razlike u distribucijama potvrda je postojanja
razlike u o¢ekivanjima tih distribucija. Ovdje éemo navesti jedan test kojim mozemo

testirati upravo takve hipoteze, tj. hipoteze o razlici u oc¢ekivanjima.

U tu svrhu pretpostavimo da su veli¢ine uzoraka (n i m) velike te uoc¢imo da su

X, iY,, dvije slu¢ajne varijable s asimptotski normalnim distribucijama. Osim
J— J— J— 2 J— 2 J— J—

toga, E(X,,) = pux, dok je E(Y,,) = py, Var X,, = X VarY,, = 2> a X, iV,

nezavisne su slucajne varijable.

Neka je D = X,, — Y ,,,. Uoé¢imo da je

o3 o2
ED=pux —py, VarD = =X 4 X
n m

Sada mozemo testirati slutnju o postojanju razlika u ocekivanjima koristenjem dis-
tribucije sluc¢ajne varijable D. Postavimo statisticku hipotezu:

HoZ/LDZO.
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Statisticka teorija dokazuje da, u uvjetima istinitosti Hg, standardizirani oblik slu-

¢ajne varijable D, tj. slu¢ajna varijabla
7' =
n m

ima asimptotski standardnu normalnu distribuciju. Ukoliko varijance nisu unaprijed
poznate (Sto je u praksi slucaj), moramo modificirati Z’ kori§tenjem varijance uzorka

kao procjenitelja za varijancu, pa koristimo statistiku

D
)
/5% | 5%
R

koja takoder ima asimptotski standarnu normalnu distribuciju ako je Hg istinita

Z// —

hipoteza.

Koristenjem statistike Z” testiramo hipotezu Hg u kombinaciji s alternativnom
hipotezom Hi:up > 0 ili Hi:up < 0 analognim postupkom kao u poglavlju 4.5.2.

Primjer 4.63. (djelatnici.xls)

U bazi podataka djelatnici.xls raspolaZemo podacima o godisnjim plaéama za uzorke od po 100 dje-
latnika iz dviju konkurentskih tvornica - tvornice A (varijable placa _prije ¢ placa _poslije, pogledati
primger 4.61) i tvornice B (varijabla placa_konkurencija). Buduéi da se radi o uzorcima djelatnika
iz dviju razli¢itih tvornica, zakljucujemo da se radi o nezavisnim uzorcima.

Oznacimo ponovno s X1 ¢ X(2) slucajne varijable kojima modeliramo godisnje plaée djelatnika
tvornice A prije i poslije reorganizacije posla, redom, te s Y slucajnu varijablu kojom modeliramo
godidnju placu djelatnika tvornice B. U varijablama placa_prije, placa_poslije i placa_konkurencija
sadrzane su realizacije jednostavnih slucajnih uzoraka (Xp), R X{é%), (Xf), R X{g%) 1 (Y1,...Y100)
iz distribucija slucajnih varijabli X(l), X@ 4 Y, redom. Zanima nas razlikuju li se, na nivou
znacajnosti a = 0.01, ocekivangje place djelatnika tvornice A prije reorganizacije posla od ocleki-
vanja plaée djelatnika tvornice B. PotraZimo takoder i odgovor na analogno pitanje za ocekivanje
plaée djelatnika tvornice A nakon reorganizacije.

Procjene ocekivanja i varijance slucajnih varijabli X ¢ X2) dane su u tablici 4.17. Procjene
ocekivanja i varijanci slucajnih varijabli Y, D1 = Yglo)o —Yi00 i D2 = Y%)o — Y100 dane su u
tablici 4.18.

slucajna varijabla | procjena ocekivanja | procjena varijance

Y 25432.24 316895.23
Dy —910.24 26386103.33
Do —445.39 26629684.73

Tablica 4.18: Procjene oéekivanja i varijanci slu¢ajnih varijabli Y, D1 i Da.

Postavimo statisticke hipoteze:
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Ho: pup, =0,
Hi: pp,; <0,

gdje je i € {1,2}. Da bismo donijeli odluku o tome odbacujemo li na nivou znacajnosti a = 0.01
nul-hipoteze ili ne, racunamo vrijednosti 3; test-statistike Z' na temelju procjena odekivanja i
varijanci slucajnih varijabli D1 i Da:

N —910.24 . —445.39

A 71.77, 20 = ————— = —0.86.

V26386103.33 V26629684.73

Odavde, upotrebom kalkulatora vjerojatnosti, slijedi da su pripadne p-vrijednosti redom
p1 = P{Z < 21} = 0.078, p2 = P{Z < 22} = 0.39.

Buduéi da je p2 veéi od 0.01 na nivou znacajnosti o« = 0.01, ne mozZemo turditi da je ocekiva-
nje godisnje placée djelatnika tvornice A nakon reorganizacije manje od odekivanja godisnje place
djelatnika tvornice B. Osim toga, p1 je takoder veéi od 0.01, pa takvu tvrdnju me moZemo podu-
prijeti niti ako usporedujemo godisnje place djelatnika tvornice A prije reorganizacije s godisnjim
plaéama djelatnika tvornice B. Uodimo da pa itma vedu "teZinu" od p1 u meodbacivanju hipoteze
Ho.

4.6 Zadaci

Zadatak 4.2. (tlak.xls)
Baza podataka tlak.xls sadrzi podatke o krvnom tlaku dobivene anketiranjem reprezentativnog

uzorka pacijenata jedne lije¢nicke ordinacije:
varijable spol i dob sadrZe informacije o spolu i broju godina za svakog ispitanika,
varijable sistolicki-tlak i dijastolicki-tlak sadrze vrijednosti sistolickog i dijastolickog tlaka za svakog
ispitanika,
varijabla tlak klasificira vrijednosti sistolickog i dijastolickog tlaka u tri kategorije: N - nizak tlak,
O - normalan tlak, P - poviSen tlak,

varijabla puls sadrzi broj otkucaja srca u minuti (puls) za svakog ispitanika,

varijabla opce-stanje sadrzi subjektivnu ocjenu (u standardnoj skali od 1 do 5) vlastitog zdravs-
tvenog stanja svakog ispitanika.
Na temelju podataka sadrzanih u toj bazi rijeSite sljedece zadatke.

a) Odredite tablice frekvencija i relativnih frekvencija, nacrtajte i proanalizirajte histograme
frekvencija i relativnih frekvencija te kruzni dijagram s prikazom relativnih frekvencija za
podatke sadrzane u varijabli opce-stanje. Kolike su frekvencija i relativna frekvencija ispi-
tanika koji su svoje opc¢e zdravstveno stanje ocijenili barem ocjenom 47
Rjesenje: 39 ispitanika, tj. njih je 78% svoje opée zdravstveno stanje ocijenilo barem ocje-
nom 4.

b) Odredite tablice frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u varijabli opce-
stanje posebno za kategoriju ispitanika Zenskog spola i kategoriju ispitanika muskog spola
te nacrtajte pripadne histograme frekvencija i relativnih frekvencija. Takoder, nacrtajte
histograme frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u varijabli opce-stanje
kategorizirane po vrijednostima varijable tlak (N, O, P). Proanalizirajte dobivene histo-

grame.
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Odredite i ukratko protumacite sljede¢e numericke karakteristike podataka sadrzanih u
varijabli dob: aritmetic¢ku sredinu, medijan, donji i gornji kvartil, mod, raspon i standardnu
devijaciju. Je li mod jedinstven? Koliko iznosi maksimalno odstupanje podataka sadrzanih
u varijabli dob od njihove aritmeticke sredine? Nacrtajte i detaljno proanalizirajte kutijasti
dijagram na bazi medijana za podatke sadrzane u varijabli dob. ObrazloZite svoj odgovor.
Rjesenje: Tso = 40.22, Tmin = 11, by = 23, xf, = 43, 275 = 51, Tmaa = 83, s50 = 17.69.

Nacrtajte i detaljno proanalizirajte kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke sadrzane
u varijabli dob. Obrazlozite svoj odgovor.

Crtanjem i analizom kutijastog dijagrama na bazi medijana neosjetljivog na striece vri-
jednosti i kutijastog dijagrama na bazi medijana osjetljivog na strsece vrijednosti donesite
zaklju¢ak o tome pojavljuju li se medu podacima sadrzanima u varijabli puls striec¢e vri-
jednosti ili ne. Ako ste se uvjerili u njihovo postojanje, koristenjem kategoriziranih tablica
frekvencija odredite sve prisutne strieée vrijednosti medu podacima u varijabli puls. Kako
biste neutralizirali njihov utjecaj na numericke karakteristike podataka?

Rjesenje: strsece su vrijednosti varijable puls 800 i 1006.

Zadatak 4.3. (glukoza.xls)

Baza podataka (glukoza.xls) za reprezentativan uzorak pacijenata jedne internisticke klinike sadrzi

informacije o dobi (varijabla dob), koncentraciji glukoze u krvi (varijabla koncentracija) i tome

je li izmjerena koncentracija glukoze normalna ili povisena (varijabla kategorija: N - normalna

koncentracije, P - poviSena koncentracija). RijeSite sljedece zadatke i sva rjeSenja interpretirajte

u kontekstu promatranog problema.

a)

g)

Procijenite proporciju pacijenta promatrane klinike koji su stariji od 30 godina te proporciju
pacijenata starih barem 50 ali manje od 60 godina.

RjeSenje: proporcija je pacijenta starijih od 30 godina 90/102 = 0.88, a proporcija pacijenata
starih barem 50, ali manje od 60 godina jest 21/102 = 0.21.

Intervalom pozdanosti 95% procijenite proporciju pacijenata koji imaju poviSenu koncen-
traciju glukoze u krvi.
Rjesenje: [0.61,0.79].

Procijenite ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slucajne varijable kojom modeli-
ramo koncentraciju glukoze u krvi pacijenata.
RjeSenje: T102 = 7.69, 52y, = 0.75, s102 = 2.78.

Intervalom pozdanosti 95% procijenite oéekivanu koncentraciju glukoze u krvi pacijenata.
Rjesenje: [7.15,8.24].

Mozete li na nivou znacajnosti a = 0.01 tvrditi da je proporcija pacijenata koji imaju
poviSenu koncentraciju glukoze manja od 0.87 Koji ste test koristili i zasto?
Rjesenje: p = 0.0044.

Mozete li na nivou znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je ocekivana koncentracija glukoze u krvi
veéa od normalne, tj. 6 mMol/L? Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.

Mozete li na nivou znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je ocekivana dob pacijenata koji imaju
povisenu koncentraciju glukoze u krvi veé¢a od ocekivane dobi onih koji imaju normalnu

koncentraciju glukoze? Koji ste test koristili i zasto?
Rjesenje: p = 0.59.
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Zadatak 4.4. (zdravlje.xls)
Baza podataka zdravlje.xls sadrzi neke podatke o zdravstvenom stanju reprezentativnog uzorka
stanovnika jednog mjesta:

varijable godine i spol sadrze podatke o starosti u godinama i spolu ispitanika;
varijabla zdravlje sadrzi subjektivne ocjene vlastitog zdravstvenog stanja ispitanika;

varijabla broj-pregleda sadrzi informacije o ukupnom broju zdravstvenih pregleda svakog ispita-
nika u tekucoj kalendarskoj godini;

varijabla dodatno-zdravstveno sadrzi podatke o dodatnom zdravstvenom osiguranju svakog ispi-

tanika (1 - ispitanik je dodatno osiguran; 0 - ispitanik nije dodatno osiguran);

varijabla cijena sadrZi cijenu u kunama najskupljeg zdravstvenog pregleda svakog ispitanika (u
tekucoj kalendarskoj godini).

Rijesite sljedece zadatke i sva rjeSenje interpretirajte u kontekstu promatranog problema.

a) Procijenite proporciju stanovnika promatranog mjesta koji su svoje zdravstveno stanje oci-
jenili ocjenom vec¢om od dva, ali manjom of pet.
RjeSenje: proporcija stanovnika koji su svoje zdravstveno stanje ocijenili ocjenom ve¢om od
dva, ali manjom od pet 30/51 = 0.59.

b) Intervalom pozdanosti 97% procijenite proporciju stanovnika koji nemaju dodatno zdravs-
tveno osiguranje.
Rjesenje: [0.59, 0.86].

¢) Procijenite o&ekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable kojom modeli-
ramo subjektivnu ocjenu zdravstvenog stanja stanovnika.
RjeSenje: T51 = 3.27, s2, = 1.36, s51 = 1.17.

d) Intervalom pozdanosti 95% procijenite o¢ekivanu ocjenu zdravstvenog stanja stanovnika.
Rjesenje: [2.95, 3.6].

e) Mozete li na razini znacajnosti « = 0.01 tvrditi da je proporcija stanovnika koji imaju
dopunsko zdravstveno osiguranje manja od 0.157 Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.421.

g) Mozete li na nivou znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je oc¢ekivana dob stanovnika koji nemaju
dopunsko zdravstveno osiguranje manja od ocekivane dobi onih koji imaju dopunsko zdrav-
stveno osiguranje? Koji ste test koristili i zagto? Sto zakljucujete ako za razinu znacajnosti
testa uzmete a = 0.01 i zasto?

Rjesenje: p = 0.03.

Zadatak 4.5. (matematika.xls)

Baza podataka (matematika.xls) sadrzi podatke prikupljene anketiranjem reprezentativnog uzorka
studenata jedne generacije nakon odrzanih predavanja, vjezbi, kolokvija te usmenog ispita iz jednog
matematickog kolegija. Prikupljeni podaci organizirani su na sljede¢i nacin:

varijabla prosjek sadrzi podatke o prosje¢noj ocjeni na studiju za svakog od anketiranih studenata,

varijabla polozeno za svakog anketiranog studenta sadrzi informaciju o tome je li polozio usmeni

ispit iz promatranog kolegija (oznaka 1) ili nije (oznaka 0),

varijable predavanja i vjezbe sadrZe informaciju o redovitosti pohadanja nastave iz promatranog
kolegija (oznaka 1 - student s p/v nije nikada izostao, oznaka 2 - student je s p/v izostao
samo jednom, oznaka 3 - student je s p/v izostao barem dva puta),
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varijable tezina_kolegija i materijali sadrze subjektivne ocjene (u standardnoj skali od 1 do 5)

promatranih studenata za tezinu kolegija i dostatnost dostupnih materijala za pripremanje
ispita iz promatranog kolegija.

Rijesite sljedece zadatke i sva rjeSenja interpretirajte u kontekstu promatranog problema.

a)

Procijenite proporciju studenata ¢ija je prosje¢na ocjena na studiju veéa od tri.
RjeSenje: proporcija studenata ¢ija je prosje¢na ocjena studiranja veéa od tri jest 42/49 =
0.86.

Intervalom pozdanosti 95% procijenite proporciju studenata &ija je prosjecna ocjena na
studiju najvise tri.

Rjesenje: [0.045,0.24].

Procijenite oc¢ekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable kojom modeli-
ramo prosje¢nu ocjenu na studiju kojeg pohadaju ispitanici.

RjeSenje: Tag = 3.98, 529 = 0.565, s49 = 0.752.

Intervalom pozdanosti 95% procijenite o¢ekivanu prosje¢nu ocjenu na studiju kojeg poha-
daju ispitanici.

Rjesenje: [3.76,4.19].

Mozete 1i na razini znacajnosti a = 0.01 tvrditi da je proporcija studenata koji su redovito
pohadali predavanja ve¢a od 0.77 Koji ste test koristili i zasto?

RjeSenje: p = 0.413.

Zadatak 4.6. (komarci.xls)
Baza podataka komarci.xls sadrzi dio rezultata proucavanja komaraca u jednom modévarnom po-

drudju (dostupni su podaci za 210 mjerenja na istoj lokaciji):

varijable brojM i brojZ redom sadrze broj muskih i zenskih jedinki komaraca uhvaéenih u klopku;

varijabla mjesec sadrzi mjeseCevu mijenu (M - mladak, U - ustap) za svako mjerenje;

varijabla doba-dana sadrzi doba dana u kojem je mjerenje obavljeno (P - predveéerje, N - no¢, S

- svitanje);

varijabla svjetlost sadrzi tip osvjetljenja pri mjerenju;

varijabla temperatura sadrzi temperaturu zraka pri kojoj je mjerenje izvrseno;

varijabla rel-vlaznost sadrzi relativnu vlaznost zraka za vrijeme mjerenja.

Rijesite sljedece zadatke i sva rjeSenja interpretirajte u kontekstu promatranog problema.

a)

Procijenite proporciju mjerenja u kojima je izbrojeno manje od 50 muskih jedinki komaraca
te proporciju mjerenja u kojima je izbrojeno vise od 50 Zenskih jedinki komaraca.
Rjesenje: proporcija mjerenja u kojima je izbrojeno manje od 50 muskih jedinki komaraca
jest 202/210 = 0.962, a proporcija je mjerenja u kojima je izbrojeno vise od 50 Zenskih
jedinki komaraca je 39/210 = 0.186.

Intervalom pozdanosti 95% procijenite proporciju mjerenja u kojima je izbrojeno barem 50,
ali manje od 100 zenskih jedinki komaraca.
Rjesenje: [0.022,0.083].

Procijenite ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable kojom modeli-
ramo temperaturu zraka tijekom jednog mjerenja.

Rjesenje: T210 = 21.89, s2;, = 6.76, s210 = 2.6.
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d) Intervalom pozdanosti 97% procijenite ofekivanu temperaturu tijekom jednog mjerenja.
Rjesenje: [21.51,22.29].

e) Mozete li na nivou znacajnosti & = 0.05 tvrditi da je proporcija mjerenja u kojima je
izbrojeno manje od 50 muskih jedinki komaraca vec¢a od 0.957 Koji ste test koristili i zasto?
Rjesenje: p = 0.2.

f) MozZete li na nivou znacajnosti o = 0.01 tvrditi da je oekivani broj muskih jedinki komaraca
izbrojenih u mjerenju manji od 20?7 Koji ste test koristili i zasto?
Rjesenje: p = 0.99.

g) MoZete li na nivou znacajnosti o = 0.05 tvrditi da se ocekivani broj muskih jedinki komaraca
izbrojenih u jednom mjerenju razlikuje od ocekivanog broja Zenskih jedinki izbrojenih u
jednom mjerenju? Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.009.

Zadatak 4.7. (gradjevina.xls)
Baza podataka gradjevina.xls sadrzi neke informacije o reprezentativnom uzorku koji se sastoji od
100 srednje velikih gradevinskih poduzeéa u jednoj tranzicijskoj zemlji:

varijabla godina osnivanja za svako od 100 poduzec¢a iz uzorka sadrzi godinu kada je poduzece
osnovano,

varijable zaposleni2007, zaposleni2008 i zaposleni2009 sadrZze podatke o broju zaposlenika u tih
100 poduzeca u 2007., 2008. i 2009. godini,

varijabla prosjecna starost sadrzi prosjecnu dob zaposlenika u 2009. godini,

varijable motivacija_ placa i napredovanje redom sadrze subjektivne ocjene kadrovske sluzbe podu-
zeta o tome u kolikoj je mjeri visina plac¢e motivacijski faktor za uspjesno obavljanje posla te
u kolikoj mjeri uspjesno obavljanje poslovnih zadataka utje¢e na moguénost napredovanja
na bolje radno mjesto unutar poduzeca,

varijable placa2007, placa2008 i placa2009 sadrze iznose prosje¢nih pla¢a zaposlenika u 2007.,
2008. i 2009. godini,

varijable troskovi2007, troskovi2008 i troskovi2009 sadrze iznose troskova poduzeéa u 2007., 2008.
i 2009. godini,

varijable prihodi2007, prihodi2008 i prihodi2009 sadrze iznose ostvarenih prihoda u 2007., 2008. i
2009. godini,

Rijesite sljedece zadatke i sva rjeSenja interpretirajte u kontekstu promatranog problema.

a) Odredite tipove i pripadne skupove vrijednosti slu¢ajnih varijabli kojima modeliramo broj
zaposlenika, njihovu prosje¢nu dob, prosjeénu godi$nju pla¢u zaposlenika u poduzeéu, go-
disnje troskove poduzeca te godisnje prihode poduzeca.

b) Procijenite vjerojatnost da slu¢ajno odabrano srednje veliko gradevinsko poduzece u pro-
matranoj zemlji ima viSe od 50 zaposlenika u 2007., 2008. te 2009. godini?
Rjesenje: proporcije su 0.83 za 2007., 0.93 za 2008. te 0.95 za 2009. godinu.

¢) Procijenite ocekivanje i varijancu slu¢ajne varijable kojom se modelira prosje¢na placa za-
poslenika u srednje velikom gradevinskom poduzeéu u toj zemlji u 2009. godini.
RjeSenje: T190 = 600.13, s100 = 194.63.
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Kategorizirajte podatke kojima raspolazete te odlucite ima li smisla modelirati prosje¢nu
godisnju pla¢u u 2009. godini kao normalnu sluc¢ajnu varijablu. Ako smatrate da ima, kori-
Stenjem normalne distribucije s procijenjenim vrijednostima ocekivanja i varijance odredite
vjerojatnost da je u 2009. godini u slu¢ajno odabranom poduzeéu srednje veli¢ine u toj
zemlji prosje¢na placa bila visa od 500 eura. Istu vjerojatnost izracunajte i koristenjem
procijenjene (empirijske) distribucije te slu¢ajne varijable te usporedite rezultate.

Rjesenje: Iz histograma relativnih frekvencija vidimo da normalna distribucija nije prikladna
za modeliranje tih podataka, a to sugeriraju i izraCunate trazene vjerojatnosti: iz empirijske
distribucije te sludajne varijable, ozna¢imo ju s X, slijedi da je P(X > 500) = 0.66, a ako
X modeliramo kao N(600.13,194.632), slijedi da je P{X > 500} = 0.3.)

Intervalom pouzdanosti 95 % procijenite proporciju srednje velikih gradevinskih poduzeca u
toj zemlji u kojima je prosje¢na mjeseCna placa veca od aritmeticke sredine placa zabiljeZenih
u varijabli placa2009.

Rjesenje: [0.343,0.537].

Procijenite oc¢ekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable kojom modeli-
ramo prosje¢nu pla¢u u 2009. godini.
Rjesenje: T190 = 600.13, s%oo = 37879.1, s100 = 194.63.

Intervalom pouzdanosti 95 % procijenite ocekivanje slu¢ajne varijable kojom se modelira
prosjeCna mjese¢na plac¢a zaposlenika u 2009. godini.
Rjesenje: [561.51,638.75].

MozZete li na razini znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je proporcija zaposlenika koji u 2009.
godini imaju plac¢u visu od oéekivane manja od 0.57 Koji ste test koristili i zasto?
Rjesenje: p = 0.12.

Mozete li na razini zna¢ajnosti a = 0.05 tvrditi da je ocekivana plac¢a u 2009. godini veéa
od 650 eura? Koji ste test koristili i zasto?
RjeSenje: p = 0.012.

Mozete li na razini znac¢ajnosti a = 0.05 tvrditi da postoji razlika u ocekivanoj prosje¢noj
pla¢i u gradevinskim poduzeéima srednje veli¢ine u toj zemlji u 2008. i 2009. godini pod
pretpostavkom da razlike prosje¢nih plac¢a u 2008. i 2009. godini moZemo modelirati nor-
malnom sluc¢ajnom varijablom? Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.164.

Mozete li na razini znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je proporcija srednje velikih gradevinskih
poduzeca u toj zemlji, koja imaju viSe od 150 zaposlenih, veéa za 2009. nego za 2008. godinu?
Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.4245.
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