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Minimalni polinom
radni nerecenzirani materijal za predavanja

Definicija 2.75. Neka je A € M, (F). Minimalni polinom matrice A je normirani
polinom najmanjeg stupnja kojeg A ponistava tj. normirani polinom p4 za koji vrijedi:

1) 27\ 7é 07

iii) ako za polinom p vrijedi p(A4) = 0 tada je
st(p) > st(fia)-

Opcenito, za A € M,,(F) je st(pa) < n.

Propozicija 2.76.[Jo$ neka svojstva minimalnog polinoma)

a) Svaki polinom p stupnja veéeg od stupnja minimalnog polinoma kojeg A ponisti
dijeljiv je s pa.

b) Nultocke svojstvenog polinoma su i nultocke minimalnog polinoma.
Ako A ima sve jednostruke svojstvene vrijednosti onda je

pa = ka,
s tim da moramo paziti da je 4 normiran.
c¢) Sli¢ne matrice imaju isti minimalni polinom.

d) Ako je V konacnodimenzionalan vektorski prostor, onda za svaki linearni operator
A € L(V) postoji jedinstven minimalni polinom.

(Dokaz. Bez dokaza, dokaz se nece ispitivati na usmenom dijelu ispita.)

Napomena 2.77. Bitno je istaknuti da minimalni polinom realne matrice ima realne
koeficijente i kad se A promatra u M, (C), tj.kao specijalan slu¢aj kompleksne matrice.

Teorem 2.78. Ako je A blok trokutasta matrica s dijagonalnim blokovima Aq, As, ..., A,

tada je svojstveni polinom od A jednak umnosku svojstvenih polinoma dijagonalnih blo-
kova, A;:
ka(A) = ka, (Akay(A) -+ ka, ().
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Ako je A blok dijagonalna matrica s dijagonalnim blokovima Aq, Ao, ..., A, tada je mini-

malni polinom od A jednak najmanjem zajednickom visekratniku minimalnih polinoma
dijagonalnih blokova.
(Dokaz. Bez dokaza, kao $to je receno, ovaj je teorem koristan u praksi.)

Jordanova forma matrice

Kao sto smo vidjeli, neke se matrice ne mogu dijagonalizirati, ali se zato svaka matrica
nad algebarski zatvorenim poljem moze prikazati u tzv. Jordanovoj formi.

Jordanova forma matrice je blok dijagonalna matrica

-, -

Ji |

koja na dijagonali ima tzv. osnovne Jordanove blokove (Jordanove klijetke) Sto su matrice
oblika

A1
A1

A1
Ai

odnosno matrice koje na dijagonali imaju svojstvene vrijednosti polazne matrice, to¢no

iznad glavne dijagonale su jedinice i sve ostalo su nule.

Jordanova forma matrice je usko vezana s pojmovima koje smo obradili prethodno, a
vezani su uz spektar matrice te smo to ilustrirali sljede¢im primjerom.

Primjer 2.79. Za danu matricu

21 0 0 0
02 0 0 O
A=100 =5 1 0
00 0 -5 0
00 0 0 =5

odredite svojstveni i minimalni polinom, svojstvene vrijednosti te algebarsku i geometrij-
sku kratnost svake od njih.



MO87 Linearna algebra 2 3

Rjesenje. Na predavanju, kao i za sve preostale navedene primjere u nastavnim materi-
jalima.

Napomenimo da smo pri rjeSavanju prethodnog primjera koristili Teorem 2.78. te smo za-
kljucili da geometrijska kratnost neke svojstvene vrijednosti \;, pored toga Sto predstavlja
broj linearno nezavisnih vektora pridruzenih svojstvenoj vrijednosti \; takoder predstavlja
broj blokova u Jordanovoj formi matrice koji pripadaju svojstvenoj vrijednosti \;; alge-
barska kratnost svojstvene vrijednosti \; govori koliko se puta ta svojstvena vrijednost
pojavljuje na dijagonali matrice koja predstavlja Jordanovu formu.

Takoder, ako je

EaAN) = A=A oA =), L+l =mn, st(ka) =n
[LA()\):(A—/\l)ml"'(A—)\k)mk, mlgll,...,mkglk

vrijedi da je matrica A dijagonalizibilna ako i samo ako je m; = --- = my = 1, gdje m;
predstavljaju dimenziju najvece Jordanove klijetke za svojstvenu vrijednost ;.

Dakle, iz Jordanove forme matrice mozemo procitati i svojstveni i minimalni polinom.

Teorem 2.80. Ako matrica A € M,,(F) ima k linearno nezavisnih svojstvenih vektora,

tada je ona slicna matrici koja ima Jordanovu formu sa k osnovnih Jordanovih blokova,
tj. postoji matrica M € GL(n,F) takva da je

o -

M™YAM = J = J;

Ji |
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Unitarni prostori.

Definicija 3.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Skalarni produkt na V' je
preslikavanje
(,): VXV T

koje ima sljedeca svojstva:

r,xy >0, YreV;

e

r,y) = alr,y), VYaecF Va,yeV;

)«
) (
U3) (z1 +22,y) = (w1, y) + (x2,y), V1,20, €V
)«
) ¢

z,y) = (y,x), Vr,yeV.

Napomena 3.2.

(a) Ocito, svojstva U3) i U4) iz definicije skalarnog produkta povlace

(1zy + apx,y) = aa{w1,y) + az(xe,y),
Vay,as € F,Va, 20,y €V

te se lako vidi da vrijedi i
<Zazxz7y> :Zaz<xzay>7 Vn € N,\V/OZZ G]F,\V/l’z,y eV.
i=1 i=1

Zato se kaze da je skalarni produkt linearan u prvom argumentu.

(b) Svojstva U3) i U4), a takoder i prethodna opaska, reflektiraju se i na drugi argument
preko svojstva U5). Ocito vrijedi

(T, 1th + aoye) = (@, 1h) + a2(x,y2), Vou,a0 €F, Va,y1,y2 €V,

<%Z%‘yi> :Zm<x>yz>> VHEN,VO@' EF,VJE,yiEV
=1 i=1

Kako skalari s drugog argumenta izlaze kompleksno konjugirani, kaze se da je ska-
larni produkt antilinearan u drugom argumentu. Naravno, ako je prostor V realan,
skalarni produkt je linearan u obje varijable.

(c) (z,0) = (z,y—vy) = (z,y) — (x,y) = 0,Vz € V. Jasno je da vrijedii (0,y) = 0,Vy €
V.
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(d) Uoc¢imo da i u kompleksnom slucaju, premda su vrijednosti skalarnog produkta
op¢enito kompleksni brojevi, uvjet Ul) iz definicije zahtijeva da produkt (z, z) bude
realan, cak nenegativan, za sve vektore x.

Definicija 3.3. Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt zove se unitaran
prostor.

Primjer 3.4.

a) U R™ (standardni) skalarni produkt je definiran s

<(£C1, s 7$n)7 (yh cee 7yn)> = zj;xzyz

Uz ovako zadan skalarni produkt R™ je unitaran prostor.

b) U C" (standardni) skalarni produkt je definiran s
(1, 0), (Y1y - Yn)) = szy
i=1

c) UR?jesa
((z1,72), (Y1, 42)) = 3T1Y1 + 4T2Y2

definiran skalarni produkt. Provjerili na predavanju.

d) U M, (F) (standardni) skalarni produkt je definiran s
(4, B) = tr(B"A),

pri ¢emu je matrica B* hermitski adjungirana matrici B. Za realne matrice hermit-
sko adjungiranje svodi na transponiranje.

Teorem 3.5. (Cauchy-Schwarz-Buniakowski nejednakost) Neka je V' unitaran

(7, y)| <\, 2)\/ (Y, )

za sve x,y iz V. Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori x i y linearno zavisni.

prostor. Tada je

(Dokaz. Bez dokaza, poopéenje tvrdnje koju ste iskazali na LA1.)
Definicija 3.6. Neka je V' unitaran prostor. Norma na V' je funkcija

|-]: V=R

definirana s
[z]| = \/(z, z).
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Definicija 3.7. Neka je V' unitaran prostor. Kazemo da je vektor x € V normiran ako
je [lzfl = 1.

Propozicija 3.8. Norma na unitarnom prostoru V' ima sljedeca svojstva:

(N1) ||z|| =0, VzeV;

(N2) ||z|]| =0« = =0;

(N3) ||az|| = |a|||z|, Vo€ F VreV;
(N4) lz +yl < llzll +[lyll, Vz,yeV.
(

Dokaz. Na predavanju (N1)-(N3). Za ocjene 3 i vise.)



