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Konac¢nodimenzionalni vektorski prostori.
radni nerecenzirani materijal za predavanja

Pojam vektorskog prostora

Osnovne algebarske strukture

Definicija 1.0. Neka je G neprazan skup te + binarna operacija na G (s + ¢emo
oznacavati binarnu operaciju zbrajanja). Binarna operacija na G je preslikavanje

+: GxG— G,
tj.
(a,b) »a+beG, za abeQG.
Kazemo da je ureden par (G, +) grupa ako vrijede sljedeéa svojstva:

(1) (Asocijativnost) (o + ) +v=a+ (B+7), Vo,B,7€G.

(2) (Postojanje neutralnog elementa) postoji e € G sa svojstvom o +e = e + a =
a, Ya € G. S obzirom na binarnu operaciju zbrajanja, neutralni element je 0.

(3) (Postojanje inverznog elementa) za svaki o € G postoji 5 € G tako da je a + 3 =
S+ a = 0, gdje je 0 (nula) neutralni element za zbrajanje. Takav element [
nazivamo inverzni element od «. Inverzni element od «, s obzirom na binarnu
operaciju zbrajanja je —a.

Najcesce ¢e nas zanimati grupe s jos jednim dodatnim svojstvom:
(4) (Komutativnost) o+ 5=+ «a, Va,p € G.

Kazemo da je uredeni par (G, +) Abelova grupa ako vrijede prethodna 4 svojstva.

Primjer. Svaka od sljedec¢ih tvrdnji je detaljno obrazlozena na predavanju:

a je grupa.
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(f) (Q,-) nije grupa.
(g) (Q\{0}> ')a (R\{O}’ ')’ (C\{0}> ) su Abelove grupe, kao i (Q7 +)a (Rv +)> ((C7 +)'

(h) Skup vektora sa zbrajanjem je Abelova grupa.

Definicija 1.1. Neka je [F neprazan skup na kojem su zadane binarne operacije zbrajanja
+:FxF — FimnoZenja - : F x F — F. Uredenu trojku (F,+,-) zovemo poljem ako
vrijedi:

1) a+(B+7y)=(a+B)+7, Vo,B,7€F;

2) postoji 0 € F sa svojstvom a+0=04+a =«a, VaecT,;

3) za svaki a € F postoji —a € F tako da je o + (—a) = —a+ a = 0;

4) a+pB=p+a, Va,pBeT;

(1)
(2)
(3)
(4)
(5) a(B7) = (@f)y, Ve,p,v€F;
(6) postoji 1 € F\ {0} sa svojstvom 1-a=a-1=a, YacT;
(7)
(8)
(9) @

7) za svaki o € F, a # 0 postoji =t € F tako da je aa™! = a™ta = 1;

8) aff = pa, Va,p €T,

Prethodnu definiciju mozemo zapisati i na sljede¢i nacin:

Definicija 1.1. Neka je [F neprazan skup na kojem su zadane binarne operacije zbrajanja
+:F xF — Fimnozenja - : F x F — F. Kazemo da je uredena trojka (IF, +, -) polje ako
vrijedi:

(1) (F,+) je Abelova grupa.
(2) (F\{0},-) je Abelova grupa.

(3) (Mnozenje je distributivno u odnosu na zbrajanje) a(f+7v) = af+avy, Va,B,7 €

Primjer. Primjetimo (iz prethodnog primjera) da su uredene trojke (Q, +,-), (R, +, ),
((C’ +, ) pOIje'
Definicija 1.2. Neka je V neprazan skup na kojem su zadane binarna operacija zbrajanja

+:V x V — V i operacija mnozenja skalarima iz polja F, - : F x V — V. Kazemo da je
uredena trojka (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F ako vrijedi:
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(1) a+(b+c)=(a+b)+c, VabcelV,
(2) postoji 0 € V sa svojstvoma+0=0+4+a=a, VaeV;
(3) za svaki a € V postoji —a € V takav da je a + (—a) = —a+a = 0;

4) a+b=b+a, VabelV,

(
()
(6) (a+pP)a=aa+ fa, Va,BeF, VaeV,;
(7) ala+b) =aa+ab, YaeF, Va,beV;
(8)

l-a=a, VYaelV.

Napomena 1.3.
(a) operacije na vektorskom prostoru su preslikavanja

(b) priroda elemenata skupa V je irelevantna. Elementi vektorskog prostora nazivaju
se vektori.

(¢) F morze biti bilo koje polje, no najvazniji su slucajevi vektorskih prostora sagradenih
nad poljem realnih ili kompleksnih brojeva. Vektorski prostori nad poljem R nazi-
vaju se realni vektorski prostori; za one nad poljem C kazemo da su kompleksni.
Elemente polja zovemo skalarima.

d) veéina tvrdnji bit ¢e iskazana simultano za oba slucaja i tada ¢e u iskazima stajati
simbol F

(e) formalno se govori o uredenoj trojci (V, +, ) nad poljem F, no kada je iz konteksta
jasno o kojim je operacijama i o kojem polju rijec¢, pisat ¢emo jednostavno V'

Napomena 1.4.
(a) svojstvo (2) u definiciji govori o postojanju neutralnog elementa za zbrajanje
(b) uvjet (3) nalaze postojanje suprotnog elementa
(c) svojstvo (5) zovemo kvaziasocijativnost

(d) svojstva (6) i (7) zovu se distributivnost mnozenja prema zbrajanju skalara, odnosno
vektora

(e) uvjeti iz definicije su medusobno nezavisni
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Propozicija 1.5. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F. Tada
(1) Za a € Fia eV vrijedi aa = 0 ako i samo ako je o = 0 ili a = 0;
(2) (—a)a=a(—a) =—(aa), YaeF, VaeclV;
(3) ala—b) =aa—ab, VaelF, VabeV;
4) (« = pB)a=aa— Pa, Va,peF, VYaeV.

(Dokaz. Na predavanju je detaljno dokazana trvdnja (1). Ostale tvrdnje nisu dokazane
te je na usmenom dijelu ispita potrebno znati samo iskaz tih tvrdnji.)



