MO87 Linearna algebra 2 1

Konac¢nodimenzionalni vektorski prostori.
radni nerecenzirani materijal za predavanja

Potprostor

Korolar 1.42. Neka potprostori L i M konac¢nodimenzionalnog prostora V' ¢ine direktnu

sumu. Tada je
dim(L + M) = dim L + dim M.

(Dokaz. Na predavanju; za ocjene 4 i 5, radi se o zadnjem (malom) dijelu dokaza s
prethodnog predavanja.)
Definicija 1.45. Neka je V' vektorski prostor te neka je L potprostor od V. Potprostor

M prostora V' se naziva direktan komplement od L u V' ako vrijedi
L+M=V.

Iz definicije je jasno da su u svakom vektorskom prostoru V' dva trivijalna potprostora V'

i {0} direktni komplementi jedan drugog, tj.
V4{0}=V.

Teorem 1.46. (Egzistencija direktnog komplementa za proizvoljan potprostor

danog kona¢nodimenzionalnog prostora)

Neka je V' konac¢nodimenzionalan vektorski prostor i L njegov potprostor. Tada postoji
direktan komplement od L u V.

(Dokaz. Bez dokaza.)

Primjer. Pokazite da je skup

W = {(21, 22, 73) € R®: 20y — 29 + 523 = 0}

potprostor od R? te mu odredite jednu bazu i dimenziju te direktan komplement za taj
potprostor.

(Rjesenje. Na predavanju.)

Napomena 1.47. U proizvoljnom vektorskom prostoru niti jedan netrivijalni potprostor

nema jedinstven direktan komplement.
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Kvocijentni potprostori

V' vektorski prostor, ne nuzno kona¢nodimenzionalan, M potprostor od V'

o definiramo binarnu relaciju ~ na V' formulom

r~y<=zcr—yeM zycV
» Relacija ~ je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna (vidi dokaz na predavanju), dakle,
to je relacija ekvivalencije na V'

e zax €V s [z] oznacavamo klasu ekvivalencije odredenu vektorom z, odnosno
] ={y eV 1z ~y}

e x nazivamo reprezentantom ili predstavnikom ove klase ekvivalencije.

o klase ekvivalencije za ovako uvedenu relaciju mozemo i preciznije opisati:
vrijedi
[x] =2+ M, VreV,

pri ¢emu x + M oznacava skup {x +a : a € M}

Definicija 1.48. Neka je M potprostor prostora V. Svaki skup oblika
r+M={r+a : aeM}, z€V,

naziva se linearna mnogostrukost u smjeru potprostora M. Skup svih linearnih mnogos-
trukosti u smjeru potprostora M oznacava se s V/M i naziva kvocijentni skup ili kvocijent
(prostora V' po potprostoru M).

Teorem 1.49. Neka je V' vektorski prostor nad poljem I, te neka je M potprostor od
V. Tada je uz operacije

(x+M)+y+M)=(x+y)+M, z,yeV

alr+M)=ax+M, a€cF, zeV,

kvocijentni skup V/M vektorski prostor nad F.
(Teorem je dan bez dokaza; dakle dokaz se necde traziti na usmenom dijelu
ispita.)
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Linearni operatori

Primjer 2.1. (Simetrija ravnine M u odnosu na prvu koordinatnu os) Ako je P € M
proizvoljna tocka s koordinatama (1, x2), onda je njena osnosimetricna slika obzirom na

prvu koordinatnu os tocka P’ s koordinatama (z1, —x5).

P=(z1,20)

0 €1 Ty

P'=(z1, —2)

Primjer 2.2. (Centralna simetrija ravnine M u odnosu na ishodiste O koordinatnog
sustava) Ako je P € M proizvoljna tocka s koordinatama (z1, z5), onda je njena centralno
simetri¢na slika u odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava tocka P’ s koordinatam

(—I‘l, —I'Q).

P-=(xq,23)

P'= (=21, —x2)

Primjer 2.3. (Homotetija ravnine M u odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava)
Ako je P € M proizvoljna tocka s koordinatama (x1, z5), onda je njena homoteti¢na slika
u odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava tocka P’ s koordinatama (Az1, Aza), A € R.

A>0 A<O0

P
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Primjer 2.4. (Ortogonalna projekcija ravnine M na prvu koordinatnu os) Ako je P € M
proizvoljna tocka s koordinatama (z1,zs), onda je njena ortogonalna projekcija na prvu
koordinatnu os tocka P’ s koordinatama (z1,0).

Primjer 2.5. (Rotacija ravnine M za kut ¢ oko ishodista O koordinatnog sustava) Ako
je P € M proizvoljna tocka s koordinatama (z1, xs), moze se pokazati da rotacijom za kut
¢ oko ishodista O koordinatnog sustava dobivamo tocku P’ s koordinatama (z; cosp —
Tg SiN @, 21 SiN © + 5 COS ).

Definicija 2.6. Neka su V' i W vektorski prostori nad istim poljem F. Preslikavanje
AV — W zove se linearan operator ako vrijedi

Alaz + By) = Az + BAy,  Vz,y €V, Va,BcF.
Napomena 2.7.
(a) Definiciona jednakost
Alaz + By) = aAz + SAy, Ve,y eV, Va,B e€F,
naziva se linearnost preslikavanja A. Odavde odmah slijedi
Az +y) = Az + Ay, Ve,yeV
(ako se uzme a = 5 = 1), te

Alar) = aAx, VeeV, VaeF
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(ako se uzme B = 0). Ova se svojstva zovu aditivnost i homogenost. Dakle, svaki
je linearan operator aditivno i homogeno preslikavanje.

(b) Svaki linearan operator nulvektor prevodi u nulvektor:

A0 = 0.
(Dokaz. Na predavanju.)

(c) Ako je A:V — W linearan operator, metodom matematicke indukcije pokazuje se
da tada vrijedi i

- - VneN, Vr,...,z, €V,
o A e
i=1 i=1 e O &L

Cesto se zato kaze da linearni operatori postuju linearne kombinacije.
Propozicija. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
(a) A:V — W je linearan operator.

(b) Za svaki A € Fiz,y € V vrijedi A(Ax +y) = Az + Ay.

(c) A je aditivan i homogen.
(Dokaz. Na predavanju. Za ocjene 3 i vise.)

Dakle, mozemo zakljuciti

linearan operator <= aditivan i homogen operator



