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Slutajan pokus i prostor elementarnih dogadaja
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Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti koji se ne definiraju, vec¢
obja3njavaju primjerima su pokus (eksperiment) i njegov ishod
(elementarni dogadaj).

Ako pod odredenim uvjetima promatramo neki pokus, uoavamo
da ishod moZe biti: determiniran (jednozna¥no odreden), ili
nedeterminiran (nije jednozna&no odreden), tj. slu¢ajan je
(stohastitan).
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Slutajan pokus i prostor elementarnih dogadaja
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Primjer 1.

Na raspolaganju imamo kutiju u kojoj se nalazi 10 bijelih kuglica.
Promotrimo pokus koji se sastoji od izvlaenja dviju kuglica iz
kutije. Sto moZete reéi o boji izvulenih kuglica?

Primjer 2.

Promotrimo pokus koji se sastoji od zagrijavanja odredene koli¢ine
vode pod normalnim atmosferskim tlakom na temperaturu od
100°C. Rezultat ovog pokusa jednoznaéno je odreden uvjetima u
kojima se pokus odvija, a sastoji se od promjene agregatnog stanja
vode (iz tekuéeg u plinovito stanje).
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Slutajan pokus i prostor elementarnih dogadaja
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Za dogadaje opisane u Primjerima 1 i 2 kazemo da su
determinirani dogadaji. Medutim, postoje pokusi &iji ishodi nisu
jednoznaéno odredeni, ali ukazuju na skup mogudih ishoda. Takve
pokuse nazivamo slu€¢ajnim pokusima. Uvjete u kojima se oni
odvijaju moraju biti to¢no opisani i mora se to¢no znati $to
registriramo kao ishod pokusa. Slijedi nekoliko primjera:
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Slutajan pokus i prostor elementarnih dogadaja
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Primjer 3.

Promotrimo bacanje pravilno izradenog novéi¢a i pri tome
registrirajmo je li ishod bacanja pismo (P) ili glava (G). Ukoliko je
nov&i¢ pravilan (tj. ima oblik pravilnog valjka) i napravljen je od
homogenog materijala (tj. teZite mu se nalazi u sredistu pravilnog
valjka), pri bilo kojem izvodenju pokusa ne moZemo sa sigurno¥¢u
tvrditi da ¢e pasti pismo ili glava. Dakle, rezultat bacanja novciéa
nije jednoznaéno odreden uvjetima u kojima se odvija. Na osnovu
toga zaklju€ujemo da je bacanje pravilnog nov¢ica slu¢ajan pokus
&iji su mogudi ishodi elementi sljedeeg dvoclanog skupa {P, G}.
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Slutajan pokus i prostor elementarnih dogadaja
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Definicija 1.
Svaki ishod slu€ajnog pokusa je jedan elementarni dogadaj i
obi¢no se oznalava slovom w. Skup svih moguéih ishoda nekog

slu¢ajnog pokusa (tj. elementarnih dogadaja) naziva se prostor
elementarnih dogadaja i oznadava se s €.

Definicija 2.

Neka je dan konadan prostor elementarnih dogadaja

Q ={wi,...,wn}. Ako je A C Q, onda kaZemo da je A slu€ajni
dogadaj ili samo dogadaj. Smatramo da se dogadaj

A ={wa1,...,wa} C Q realizirao ako se u pokusu realizirao bilo
koji od ishoda w,; € A, i=1,...,r.
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Slutajan pokus i prostor elementarnih dogadaja
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Primjedba 1.

Ako je 2 konacan, skup svih moguéih dogadaja nekog slu€ajnog
pokusa je skup P(€2). Primijetimo da je Q € P(Q) i da Q sadrzi
sve moguce ishode. Zbog toga za 2 kaZzemo da je siguran
dogadaj. Nasuprot tome, () € P(Q2) ne sadrZi nikakav ishod pa je
() nemogué¢ dogadaj.

Elementarni dogadaji iz Primjera 3 su P ='palo je pismo’ i

G ='pala je glava’, a prostor elementarnih dogadaja je skup
Q={P,G}.
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Zadaci
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Zadatak 1.
Konstruirajte prostor elementarnih dogadaja za sljedece slu¢ajne
pokuse:

a) uzastopno bacanje pravilno izradenog nov¢ica dva puta,

b) uzastopno bacanje pravilno izradene igrace kockice dva puta,

c) uzastopno bacanje pravilno izradene igrace kockice n puta,
neN,

d) slu€ajan izbor delegacije od dva ¢lana iz skupa osoba
{A,B,C,D,E, F}.
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Zadaci
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Zadatak 2.

Sluajan pokus sastoji se od istovremenog bacanja pravilno
izradenog novéica i pravilno izradene igrace kockice, pri éemu se
kao ishod registriraju pojava pisma ili glave na nov&iéu i broj na
gornjoj strani kockice, redom. Modelirajte prostor elementarnih
dogadaja.

Uvod u vjerojatnost i statistiku Vjezbe 1.



Zadaci
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Zadatak 3.

U kutiji se nalaze Cetiri papirica numerirana brojevima 1, 2, 3, i 4.
Iz kutije se na slu¢ajan nacin izvladi po jedan papiri¢ i to:

a) bez vradanja, b) sa vraéanjem,

sve dok se ne izvuce papiri¢ na kojem je neparan broj. Ako se kao
ishod ovog slu¢ajnog pokusa registriraju izvuéeni brojevi,
modelirajte pripadni prostor elementarnih dogadaja.
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Zadatak 4.

Strijelac gada cilj oblika kruZzne mete polumjera R, pri ¢emu se
mjeri udaljenost od mjesta pogotka do sredista mete. Modelirajte
pripadni prostor elementarnih dogadaja.
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Zadaci
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Zadatak 5.

Strijelac gada metu 4 puta pri ¢emu se registriraju i pogoci i
promasaji. Modelirajte prostor elementarnih dogadaja i sljedece
dogadaje:

a) A ='gadanje je zapocelo promasajem’,

b) B ='rezultat svih gadanja je isti’,
c) C ='cilj je pogoden 2 puta’,
d) D ='cilj je pogoden barem 2 puta’.
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Osnove algebre skupova
000000

Osnovni pojmovi |

Definicija 3.
1. Skup A je podskup skupa B (A C B) ako je svaki element
skupa A ujedno element i skupa B.
2. Skup A jednak je skupu B ako je AC Bi BC A.

3. Unija skupova A i B je skup
AUB={weQ:weAVwe B}

4. Presjek skupova A i B je skup
ANB={weQ:weAAwe B}.

5. Razlika skupova A i B je skup
A\B={weQ:weAAw¢ B}.

6. Simetri¢na razlika skupova A i B je skup
AAB =(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\A).
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Osnove algebre skupova
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Osnovni pojmovi |l

Definicija 4.
7. Komplement skupa (dogadaja) A C Q je skup
AC = {w € Q:w ¢ A} kojeg nazivamo suprotan dogadaj
dogadaja A.

8. Komplement prostora elementarnih dogadaja je prazan skup,
tj. Q¢ = (). Cijeli prostor elementarnih dogadaja Q nazivamo
siguran dogadaj, a njegov komplement nemogu¢ dogadaj.

9. Kona&na unija skupova (dogadaja) A1, Az, ... A, € Q je skup:

A1UA2U...UA,,:UA,-
=1

={weQ:weAVweAV...Vwe A}
={weQ:3ie{l,2,...,n} td weA}
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Osnove algebre skupova
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Osnovni pojmovi |ll

Definicija 5.
10. Konakan presjek skupova (dogadaja) A1, Az,... A, C Q je
skup:
An...NA=)A
i=1

={weQ:weAANweEeAAN...\wEA}
={weQ weA,Vie{l,2,...,n}}.
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Osnove algebre skupova
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Osnovna svojstva skupovnih operacija

AUB=BUA

ANB=BnNA KOMUTATIVNOST
(AUB)UC=AU(BUC)
(ANB)NC=ANn(BNC) ASOCIJATIVNOST

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQ)
AU (Bm C) = (AU B)O(AU C) DISTRIBUTIVNOST

(AUB)® = AN B¢
(ANB)C = ASUBC® DE MORGANOVI ZAKONI

QNGB W =
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Osnove algebre skupova
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Zadatak 6.

Neka je © prostor elementarnih dogadaja pridruZzen nekom
slu¢ajnom pokusu, te neka su A, B i C dogadaji (A,B,C C Q).
Pomoc¢u dogadaja A, B i C izrazite sljedeCe dogadaje:

a) realizirao se samo dogadaj A,

o

realizirali su se dogadaji Ai B,

0O

realizirala su se sva tri dogadaja,

o

realizirao se barem jedan od dogadaja A, Bi C,

D

f

g
h

)

)

)

) realizirao se to¢no jedan od dogadaja A, Bi C,

) realizirali su se barem dva od dogadaja A, Bi C,
) realizirali su se to¢no dva od dogadaja A, B i C,
) realizirali su se najviSe dva od dogadaja A, Bi C,
)

nije se realizirao niti jedan od dogadaja A, B i C.

Uvod u vjerojatnost i statistiku Vjezbe 1.



Osnove algebre skupova
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Zadatak 7.

Medu studentima prisutnim na nekom predavanju slu¢ajno se bira
jedan student. Pomo¢u dogadaja:

@ A = student je muskog spola,
@ B = student je nepusad,
@ C = student Zivi u studentskom domu.

izrazite sljede¢e dogadaje:

a) student je muskog spola, nepusal je i Zivi u studentskom
domu,

b) Kada ¢e vrijediti AN BN C = A?
c) Kada ¢e vrijediti C¢ C B?

d) Kada ¢e vrijediti A© = B? Vrijedi li nuzno ova skupovna
jednakost ako su svi studenti muskog spola pusaci?
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Vjerojatnost kao relativna frekvencija i zadaci
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Bududi rezultat slu¢ajnog pokusa ne moZzemo sa sigurnoscéu
predvidjeti, ponavljanje takvog pokusa nekoliko puta rezultira
razli¢itim ishodima.

Definicija 6.

Frekvencija dogadaja A, oznaimo ju sa np, je broj pojavljivanja
realizacije A u n ponavljanja odgovarajuceg slu¢ajnog pokusa.
Relativna frekvencija dogadaja A je kvocijent frekvencije ng i
broja ponavljanja sluajnog pokusa n, dakle broj “A.

Primjedba 2.

Iz posljednje definicije je otito da je ng € Ng, 0 < na < n.
Dijeljenjem te nejednakosti s n dobijemo vaZno svojstvo relativne
frekvencije 0 < 74 < 1.
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Vjerojatnost kao relativna frekvencija i zadaci
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Primjer 4.

Promotrimo pokus bacanja pravilno izradenog nov¢i¢a kojem je
pridruZzen dvo€lani prostor elementarnih dogadaja Q2 = {P, G}.
Prirodno pitanje koje ovdje postavljamo je kolika je vjerojatnost
da Ce se realizirati pismo. Pojam vjerojatnosti jo§ nismo definirali i
ovdje ga shvaéamo intuitivno kao broj koji daje ocjenu moguénosti
jedne od realizacija. Bez puno razmisljanja vecina ljudi odgovara
da je traZena vjerojatnost % Ovaj odgovor temelji se na sljede¢im
iskustvenim &injenicama:

@ Znamo da je nov&i¢ pravilan te da su 3anse (izgledi) realizacije
pisma i glave jednaki. Sansu shvaéamo kao omjer
vjerojatnosti da ¢e se neki dogadaj realizirati, i vjerojatnosti
da se taj isti dogadaj nece realizirati. Tako su 3anse realizacije
pisma (ili glave) jednake 1: 1.

Uvod u vjerojatnost i statistiku Vjezbe 1.



Vjerojatnost kao relativna frekvencija i zadaci
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@ Ako isti pokus ponovimo n € N puta (n velik broj), iskustvo
nas uti da se pismo i glava realiziraju priblizno jednak broj

puta. Odatle slijedi da je np =~ 5 i ng =~ 3 te da su relativne
frekvencije realizacije pisma i glave "2 = f¢ ~ % Stoga je
razumno uzeti % kao vjerojatnost pojavljivanja pisma (ili

glave) pri jednom bacanju nov¢ica.
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Vjerojatnost kao relativna frekvencija i zadaci
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Zadatak 8.

Provedite kratki slu¢ajan pokus bacanja pravilno izradene igrace
kockice i statisti¢kim pristupom uodite da je vjerojatnost realizacije
bilo kojeg elementarnog dogadaja iz pripadnog 2 jednaka %.

Primjer:

broj | 1[2|3|4]5]6
frekvencija [ 12 | 11 [ 9] 10| 10 | 8
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Vjerojatnost kao relativna frekvencija i zadaci
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Primjedba 3.

Prethodnim zadatkom uvjerili smo se da se relativne frekvencije
pojedinih ishoda slu¢ajnog pokusa nakon velikog broja ponavljanja
pokusa grupiraju oko fiksnog broja kojeg prihvacamo kao
vjerojatnost pojavljivanja te realizacije u jednom ponavljanju
pokusa. To svojstvo relativnih frekvencija nazivamo statisti¢ka
stabilnost relativnih frekvencija.
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Vjerojatnost kao relativna frekvencija i zadaci
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Definicija 7.
Ako ishodi slu¢ajnog pokusa imaju svojstvo statisti¢ke stabilnosti
relativnih frekvencija, tada se vjerojatnost dogadaja A vezanog

uz taj pokus definira kao broj P(A) oko kojeg se grupiraju relativne
frekvencije 74 tog dogadaja za velik broj ponavljanja pokusa n.

Primjedba 4.

Prethodna definicija je klasi¢na definicija vjerojatnosti a
posteriori, tj. definicija temeljena na iskustvu. Uo¢imo da
mozemo pisati P(A) = limp_o “4 te da je 0 < P(A) < 1.

n
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Vjerojatnost kao relativna frekvencija i zadaci
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Zadatak 9.

Upotrebom rezultata prethodnog zadatka odredite vjerojatnost
dogadaja B ='pri bacanju kockice realizirao se paran broj’. U
kakvom su odnosu vjerojatnosti dogadaja B i C, gdje je C ='pri
bacanju kockice realizirao se neparan broj'.
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