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1 Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost dogadaja

Monty Hall problem - ”Koze i auto”

Pretpostavite da igrate igru u kojoj birate izmedu trojih vrata (oznac¢imo ih
vrata Br. 1, vrata Br. 2 i vrata Br. 3). Iza jednih vrata je auto, a iza preostalih
vrata nalaze se koze. Ako izaberete vrata Br. 1, voditelj igre, koji zna iza kojih
vrata se nalazi auto, otvorit ¢e ili vrata Br. 2 ili vrata Br. 3 - primjerice vrata
Br. 3 iza kojih on zna da se nalazi koza. Nakon toga ¢e vas pitati: ”Zelite li
promjeniti vas izbor, tj. izabrati vrata Br. 27”. Hocete li promjeniti izbor?
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(¢) Vjerojatnosti bez sudjelovanja vo- (d) Vjerojatnosti sa sudjelovanjem
ditelja voditelja



Osnovni pojmovi

e Vjerojatnosni prostor (2, F, P) je precizno definiran matematicki model
slu¢ajnog pokusa u ¢ijim okvirima svakom dogadaju A € F pridruzujemo
njegovu vjerojatnost.

e Ako pretpostavimo da se tijekom provodenja sluc¢ajnog pokusa realizirao
neki dogadaj B, tada ta informacija moze uzrokovati promjenu vjerojat-
nosti ostalih dogadaja vezanih uz taj pokus.

e Ako se radi o promjeni vjerojatnosti dogadaja vjerojatnosni prostor (2, F, P)
postaje neadekvatan model naseg slucajnog pokusa te zato pokusu pri-
druzujemo novi matematicki model.

Primjer 1.

Promotrimo slucajan pokus koji se sastoji od bacanja pravilno izradene
igrace kockice. Odredimo:

a) vjerojatnost da je rezultat bacanja kockice neparan broj,
b) vjerojatnost da je rezultat bacanja kockice prost broj,

c) vjerojatnost da je rezultat bacanja kockice neparan broj ako je poznato
da je rezultat prost broj.

Rjesenje: prostor elementarnih dogadaja je skup
Q=1{1,2,3,4,5,6}.

a) A = {rezultat bacanja kockice je neparan broj} = {1,3,5}. Prema klasi¢noj
definiciji vjerojatnosti slijedi:
kE(A) 3 1

PA) =15 =53

b) B = {rezultat bacanja kockice je prost broj} = {2,3,5}. Prema klasi¢noj
definiciji vjerojatnosti slijedi:
k(B) 3 1

PB) =10 =53

¢) Pretpostavimo da je rezultat bacanja kockice prost broj, tj. da se reali-
zirao jedan od elemenata skupa B. Ova informacija mijenja nas stupanj
uvjerenja da je rezultat bacanja kockice neparan broj, tj. da se realizirao
dogadaj A. Prije ove informacije znali smo da se pri bacanju kockice moze
realizirati bilo koji element skupa 2. Ova dodatna informacija ukazuje na
¢injenicu da se mozZe realizirati samo neki element skupa B (tj. da re-
zultat pokusa moze biti samo prost neparan broj), pa skup B preuzima
ulogu prostora elementarnih dogadaja. Prema tome, ako znamo da se pri
bacanju kockice realizirao prost broj, dogadaj A ¢e se dogoditi samo ako
se pri bacanju realizira ili broj 3 ili broj 5. Dakle, dogadaj C je sljededi:

C={3,5} =ANB.



Primjenom klasi¢ne definicije vjerojatnosti sa skupom B kao prostorom
elementarnih dogadaja slijedi:

k(AN B)
_k(AnB)  k(Q)  P(ANDB)
Pe) = kKB) ~  k(B) —  P(B) P(A|B)
k(Q)
U nagem slucaju je
" k(AnB) 2
P(A|B) = TB) =3

Primjedba 1.

Vjerojatnost P(A|B) nazivamo vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se do-
godio dogadaj B.

Definicija 1.

[UVJETNA VJEROJATNOST| Neka je (€, F, P) vjerojatnosni prostor i neka
su A i B proizvoljni dogadaji (podskupovi od Q) takvi da je P(B) > 0. Uvjetna
vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se dogodio dogadaj B je broj iz segmenta
[0,1] kojeg oznacavamo sa P(A|B), a definira se na sljedeéi nacin

P(ANB)
PE) W

P(A[B) =
Primjedba 2.

[NEZAVISNOST DOGADAJA] Ako su A i B moguéi ishodi nekog slucajnog
pokusa smatramo ih nezavisnima ako vjerojatnost realizacije dogadaja A ne
ovisi o realizaciji dogadaja B, tj. ako vrijedi

P(A|B) = P(A),
i obrnuto, tj. P(B|A) = P(B).
Definicija 2.

[NEZAVISNOST DOGADAJA] Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka
su A i B proizvoljni dogadaji (podskupovi od Q). Kazemo da su dogadaji A i
B nezavisni ako vrijedi
P(A|B) = P(A).

Primjedba 3.
Iz definicije uvjetne vjerojatnosti (izraz (1)) lako slijedi da je

P(ANB) = P(A|B) - P(B). 2)



Ako su dogadaji A i B nezavisni, tj. ako je P(A|B) = P(A) iz izraza (2) slijedi:
P(AnB)=P(A)- P(B). (3)

Dakle, ako su dogadaji A i B nezavisni, vjerojatnost njihovog presjeka jednaka
je produktu njihovih vjerojatnosti. Obratno, iz izraza (3) dijeljenjem sa P(B),
uz pretpostavku da je P(B) > 0, slijedi

Pty = 5 = PlAlB),

§to po definiciji znadi da su dogadaji A i B nezavisni.

Definicija 3.

[NEZAVISNOST DOGADAJA| Dogadaji A i B su nezavisni ako vrijedi:

P(ANB) = P(A) - P(B).

2 Zadaci

Zadatak 1.

Sluéajan pokus sastoji se od bacanja pravilno izradenog novci¢a tri puta za
redom. Zelimo naéi vjerojatnost dogadaja A uz dani dogadaj B kada su Ai B
sljedec¢i dogadaji:

e A = {glava je pala vi3e puta nego pismo},

e B = {prvo je palo pismo}.

Zadatak 2.

Iz kutije u kojoj se nalazi m crvenih i n zelenih kuglica na slu¢ajan nacin
izvuceno je k kuglica. Uz pretpostavku da su sve izvucene kuglice iste boje,
kolika je vjerojatnost da su sve zelene?

Zadatak 3.

Slucajan pokus sastoji se od slu¢ajnog odabira obitelji koja ima dvoje djece
(uz pretpostavku da su vjerojatnosti rodenja kéerke i sina jednake (8to priblizno
odgovara stvarnoj situaciji), te da znamo redoslijed radanja djece u obitelji).
Treba provjeriti jesu li sljede¢i dogadaji nezavisni:

e A = {u obitelji je barem jedna kéerka},

e B = {u obitelji su jedna kéerka i jedan sin}.



3 Formula potpune vjerojatnosti

Formula potpune vjerojatnosti

Formulu potpune vjerojatnosti dogadaj A rastavljamo na realizacije uz dogadaje
Hy,Hs,..., H,, koji su medusobno disjunktni i u uniji ¢ine ¢itav prostor ele-
mentarnih dogadaja 2.

Definicija 4.

Dogadaji Hy, Ha, ..., H, u vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P) ¢ine potpunu
familiju ili potpun sustav dogadaja ako vrijedi:

e H,#0, Vie{l,2,...,n}
o HiNH; =0, i#j

=1

Primjedba 4.

Konaé¢na familija skupova {Hy, Ha, ..., H,} je jedna PARTICIJA skupa Q.

Primjedba 5.

Elemente potpunog sustava dogadaja {Hi, Ha,...,H,} zovemo HIPOTE-
ZAMA. Vrlo je vazno imati na umu da se hipoteze medusobno isklju¢uju (di-
sjunktne su) i da se u svakom izvodenju sluc¢ajnog pokusa totno jedna od njih
mora dogoditi.

Teorem 1.

FORMULA POTPUNE VIEROJATNOSTI Neka je {Hqy, Ho, ..., H,} potpun sus-
tav dogadaja u vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P). Tada za proizvoljan dogadaj
A € F vrijedi:

P(A) =Y P(H;)- P(A|H;).

i=1

Zadatak 4.

Cilj se gada iz tri topa. Topovi pogadaju cilj nezavisno jedan od drugoga
s vjerojatnoséu 0.4. Ako jedan top pogodi cilj unistava ga s vjerojatnoséu 0.3,
ako ga pogode dva topa unistavaju ga s vjerojatnoséu 0.7, a ako ga pogode tri
topa uniStavaju ga s vjerojatnoséu 0.9. Nadite vjerojatnost unistenja cilja.

Zadatak 5.

Imamo dvije kutije. U prvoj se nalazi a bijelih i b crnih kuglica, a u drugoj
c bijelih i d crnih kuglica. Iz prve kutije na slu¢ajan na¢in biramo k kuglica, a
iz druge m kuglica. Ovih (k + m) kuglica izmijesamo i stavimo u treéu kutiju.



a) Iz treée kutije na sluéajan naé¢in izvucemo jednu kuglicu. Kolika je vjero-
jatnost da ona bude bijele boje?

b) Iz trece kutije na slu¢ajan nacin izvucemo tri kuglice. Kolika je vjerojat-
nost da je barem jedna kuglica bijele boje?

Zadatak 6.

Na usmenom ispitu iz Uvoda u vjerojatnost i statistiku ponudeno je 10
pitanja od kojih je student naucio njih n, 0 < n < 10. Student ¢ée poloziti
ispit ako bude to¢no odgovorio na dva slu¢ajno odabrana pitanja ili ako to¢no
odgovori na jedno od njih i na treée, dodatno postavljeno pitanje. Na koliko
pitanja student treba znati to¢no odgovoriti da bi s vjerojatnoséu veéom od 0.8
polozio ispit?

Zadatak 7.

Koristeci uvjetnu vjerojatnost i formulu potpune vjerojatnosti napravite ma-
tematicku formulaciju Monty Hall problema. Rijesite problem i opravdajte in-
tuiciju s pocetka vjezbi.

4 Bayesova formula

Bayesova formula

e Pretpostavimo da nam je zadan potpun sustav dogadaja {Hy, Ha, ..., Hp,}
te da su nam poznate vjerojatnosti svih hipoteza H;, i € {1,2,...,n}.

e Nadalje pretpostavimo da je pokus izveden i da se realizirao dogadaj A.

e Uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz svaku od hipoteza H;, dakle vjero-
jatnosti P(A|H;), takoder su nam bile poznate prije izvodenja pokusa.

e Sada je prirodno postaviti pitanje o iznosu vjerojatnosti hipoteza H;,

i € {1,2,...,n}, nakon izvodenja pokusa, tj. uz poznatu ¢injenicu da se
realizirao dogadaj A. Dakle, zanimaju nas uvjetne vjerojatnosti P(H;|A),
1€{1,2,...,n}.

Teorem 2.

BAYESOVAH FORMULA: Neka je {H;, Hs, ..., H,} potpun sustav dogadaja
na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) i neka je A € F takav da je P(4) > 0.
Tada Vi € {1,2,...,n} vrijedi:
P(H;) - P(A|H; P(H;) - P(A|H;
Pt = LU PCR) UL PO
le(Hj) - P(A[Hj)
‘7:

IThomas Bayes (1702. - 1761.), britanski matematicar.



5 Zadaci

Zadaci

Zadatak 8.

Ptica slijec¢e u slucajno izabrano gnijezdo od ukupno tri gnijezda koja su joj
na raspolaganju. Svako gnijezdo sadrzi dva jaja i to: u prvom gnijezdu su oba
jaja zdrava, u drugom je jedno zdravo i jedno pokvareno, a u tre¢em su oba
jaja pokvarena. Nadite vjerojatnost da ptica sjedi na pokvarenom jajetu. Ako
je sjela na pokvareno jaje, kolika je vjerojatnost da sjedi u drugom gnijezdu?

Zadatak 9.

Neki izvor emitira poruke koje se sastoje od znakova 0 i 1 koji se Salju
nezavisno. Vjerojatnost emitiranja znaka 1 je 0.6, a vjerojatnost emitiranja
znaka 0 je 0.4. Na izlazu iz komunikacijskog kanala 10% znakova se pogresno
interpretira. Ako je primljena poruka 101, kolika je vjerojatnost da je ona i
poslana?

Zadatak 10.

Iz kutije u kojoj se nalazi n kuglica na slu¢ajan nacin izvlacimo jednu kuglicu.
Kolika je vjerojatnost da ¢e ta kuglica biti bijela, ako su sve pretpostavke o
prethodnom broju kuglica u kutiji jednako vjerojatne? Nakon Sto je izvucena
bijela kuglica, kolika je vjerojatnost da su sve kuglice u kutiji bijele?

Zadatak 11.

Kocka A ima 2 plave i 4 zute strane, a kocka B ima 5 plavih i 1 zZutu stranu.
Baca se asimetrican nové¢i¢ kod kojeg se glava realizira s vjerojatnoscu %, a
pismo s vjerojatnoséu % Ako se pojavi glava, baca se kocka A, a ako se pojavi
pismo baca se kocka B.

a) Izracunajte vjerojatnost da se pri bacanju kocke pojavi plava boja.

b) Slu¢ajan pokus ponavljamo n puta (prvo bacamo novéié, a zatim odgova-
raju¢u kocku). Ako se u n bacanja plava boja pojavila n puta, izratunajte
vjerojatnost da je kocka A bacena bar jednom.

Zadatak 12.

Na raspolaganju imamo 3 Sesira s kuglicama. U prvom SeSiru nalaze se 5
crnih, 2 plavih, 6 crvenih i 4 zelene kuglice. U drugom SeSiru nalaze se 3 crne, 4
plave i 5 zelenih kuglica. U trecem Sesiru nalazi se 6 crvenih, 6 plavih i 3 zelene
kuglica. Na slucajan nacin odabiremo jedan SeSir i iz njega na slucajan nacin
odjednom izvlac¢imo tri kuglice. Kolika je vjerojatnost da smo izvukli jednu
plavu i dvije crvene kuglice? Ako smo izvukli jednu plavu i dvije crvene kuglice,
kolika je vjerojatnost da smo odabrali treéi Sesir?
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