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1 Neprekidne slucajne varijable

Definicija 1.
Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Funkciju X: Q — R za koju vrijedi
o {weN: X(w) <z}eFzasvakiz € R,

e postoji nenegativna funkcija f: R — R takva da je

PUweQ: X(w) <a}) = P(X <a) = / () dt.

zovemo apsolutno neprekidna slucajna varijabla na €2 ili samo neprekidna slucajna
varijabla. Funkciju f zovemo funkcija gustoée vjerojatnosti slucajne varijable X ili
samo funkcija gustoée slucajne varijable X.

Napomena 1.
Funkcija gustoée neprekidne slucajne varijable ima dva bitna svojstva:

1. nenegativnost: f(z) >0, Vz € R,

oo

2.  mnormiranost: / f(z)dz = 1.

e Sljedeéi primjer pokazuje na koji nacin zadajemo neprekidne slucajne vari-
jable.

Primjer 1.

Tocka se bira na slucajan nacin unutar intervala [a,b]. Neka je X slucajna
varijabla koja se realizira realnim brojem pridruzenim izabranoj tocki iz intervala
[a,b]. Tada je vjerojatnost da totka bude izabrana unutar nekog podintervala [a, x]
intervala [a, b]

Pla< X <z)= /I fx(t)dt.

Vidimo da je R(X) = [a,b]. Kako R(X) nije diskretan (konacan ili prebrojiv)
skup, X je neprekidna slucajna varijabla. Zadajmo sada funkciju gustoce slucajne
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Slika 1: Funkcija gustoce vjerojatnosti fx slucajne varijable X za a = —-21ib= 2.

varijable X: kako se tocka na slu¢ajan nacin bira unutar intervala [a, b] logi¢no je
definirati fx(z) = 0 za = ¢ [a,b], dok za x € [a,b] funkciju gustoée fx mozemo
zadati na razliGite nacine:

a) jedan od pristupa temelji se na pretpostavci da je vjerojatnost proporcionalna
duljini podintervala (uniformni pristup), pri ¢emu normalizacijsku konstantu
mozemo odrediti iz uvjeta normiranosti od fx - neka je fx : R — Ry zadana
s

_ bia , x € [a,b]
fX(’”)_{ 0 . z¢[ad]

Primjerice, za a = —21 b =2 je

(14, ze]-2,9
fX("”)—{ 0 . wd[-22]

b) pokazali smo da se funkcijom gx : R — Ry definiranom formulom

[ K(4-2°) =z€[-2,2]
gx(z) = { 0 ,inace
moze zadati vjerojatnost, a iz uvjeta normiranosti slijedi da je K = 3/32.

Tada je i funkcijom

gx(x):{ H@—2%) ze[-272

0 ,inace
zadana funkcija gustoée vjerojatnosti slu¢ajne varijable X.

Primjerice, koristeéi funkciju fx vidimo da je
1
P(-2<X<1)= / fx(t)dt =3/4.
—2

Ako za ra¢unanje vjerojatnosti koristimo funkciju gustoée gx dobivamo da je

1

P(-2<X<1)= / gx (t)dt = 27/32.

-2
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Slika 2: Funkcija gustoée vjerojatnosti gx slucajne varijable X.

2 Zadaci

Zadatak 1.

Za zadane realne funkcije realne varijable odredite vrijednost nepoznate kons-
tante k tako da svaka od njih bude funkcija gustoée neke neprekidne slucajne
varijable:

kx , 0<z<1
a) f(z) = { 0 inace
kcos2x , —w/4<z<m7/4
b) g(x) = { 0 inaé/e /
ke™3® | x>0
b) h(z) = { 0 in;ée

d) skicirajte grafove funkcija f, g i h.

3 Funkcija distribucija diskretne slucajne varijable

Definicija 2.

Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je X : Q — R diskretna slu¢ajna
varijabla zadana tablicom distribucije

X:((L'l i) X3 Tn )

p1 pg p3 e pn e

Funkciju F': R — [0, 1] koja realnom broju x pridruzuje vjerojatnost da realizacija
dane slucajne varijable bude manja ili jednaka tom broju, tj.

Flz)=P{weQ: X(w)<a})=P(X <z)= > P(X =),

nazivamo funkcija distribucije diskretne slu¢ajne varijable X.

Napomena 2.

Uoc¢imo da je funkcija distribucije diskretne sluc¢ajne varijable stepenasta funk-
cija, tj. funkcija sa skokovima vrijednosti u tockama x;, dok na intervalu [x;, T;41)



prima stalno istu vrijednost koja je jednaka F(z;).

4 Zadaci

Zadatak 2.

Pretpostavimo da provodimo slu¢ajan pokus koji se sastoji od istovremenog ba-
canja dvaju pravilno izradenih nov¢ica: jedne kovanice od 2 kn i jedne kovanice od
5 kn. Slucajna varijabla X :  — R definirana je kao funkcija koja svakom ishodu
slu¢ajnog pokusa pridruzuje sumu vrijednosti kovanica na kojima se nakon baca-
nja realiziralo pismo. Odredite distribuciju ove slucajne varijable te izracunajte
sljedeée vjerojatnosti: P(X < z), P(X < z), P(X > z) i P(X > x) za neki po
volji odabran z € R?

Zadatak 3.

Odredite gustoéu i funkciju distribucije slu¢ajne varijable X iz prethodnog
zadatka, te ih graficki prikazite.

Zadatak 4.

Iz kutije u kojoj se nalazi 7 kuglica numeriranih brojevima od 1 do 7 na slucajan
se nacin izvlace istovremeno tri kuglice (koje su numerirane brojevima i,j,k €
{1,...,7}). Odredite distribuciju, gustoéu i funkciju distribucije slucajne varijable
X definirane pravilom

X({i,j,k}) = max{i,j, k}, i,5,k €{1,...,7}.

Zadatak 5.

U smjeru kretanja automobila nalaze se redom tri semafora koji rade neza-
visno jedan od drugog. Na svakom se s vjerojatnoséu p = 0.5 pojavljuje crveno i
s vjerojatnoséu g = 0.5 zeleno svjetlo. Slu¢ajnom varijablom X modeliramo broj
semafora pored kojih prolazi automobil do prvog zaustavljanja. Odredite distri-
buciju, gustocu i funkciju distribucije diskretne sluc¢ajne varijable X.

Zadatak 6.

Grafove funkcija gustoée i funkcija distribucije za slu¢ajne varijable u Zada-
cima 3 i 4 nacrtati za domacu zadacu te proanalizirati neprekidnost tih funkcija.

5 Funkcija distribucije neprekidne slucajne varijable

Definicija 3.

Neka je X : 2 — R neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoée f. Funk-
ciju distribucije F': R — [0, 1] slucajne varijable X definiramo na sljedeéi nacin:

Fx(z) = P(X < z) = / F(t)dt.



Napomena 3.

Sljede¢u formulu, koja se temelji na razlici vrijednosti funkcije distribucije ne-
prekidne slucajne varijable u rubnim tockama intervala, koristimo za izra¢unavanje
vjerojatnosti pripadnosti realizacije neprekidne sluc¢ajne varijable X nekom inter-
valu I C R:

Pla< X <b)=P(X €{a,b]) = P(X € (—o0,b] \ (—00,al])
=P(X <b) - P(X <a)=Fx(b) — Fx(a)

6 Zadaci

Zadatak 7.
Zadana je funkcija gustoce slucajne varijable X:

, 0<z<1
, 1<z <2
, inace

fz) =

O Wit |

Izra¢unajte funkciju distribucije sluc¢ajne varijable X, te skicirajte grafove funkcije
gustoce i funkcije distribucije.

Zadatak 8.

Neka je X neprekidna sluc¢ajna varijabla zadana funkcijom gustoée

2r , 0<z<1
f(‘r)*{ 0 , inace

a) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X i skicirajte njezin graf,

b) Izracunajte P(0.25 < X < 2).

Zadatak 9.

Neka je X neprekidna slu¢ajna varijabla zadana funkcijom gustoée

flz) = { cos2x , x€[-7m/4,m/4)

0 , inace
a) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X i skicirajte njezin graf,

b) Izracunajte P(0 < X < 7/8).

Zadatak 10.

Unutar kruga radijusa R na sluc¢ajan nacin biramo tocku. Odredite funkciju
distribucije i funkciju gustocée slucajne varijable koja se realizira udaljenoséu te
slucajno odabrane tocke od sredista kruga. Napomena: promatrajte krug radijusa



R sa sredistem u ishodiStu koordinatnog sustava.

Zadatak 11.

Svakog radnog dana osoba autobusom odlazi na posao. Autobusi na stanicu dolaze redovito
svakih pet minuta. Trenutak dolaska osobe na stanicu smatramo sluc¢ajnim trenutkom izmedu
dolaska dvaju uzastopnih autobusa. Vrijeme koje protekne od dolaska osobe na stanicu do
dolaska prvog sljedeceg autobusa (vrijeme ¢ekanja) modeliramo slucajnom varijablom X za
koju je poznato da je vjerojatnost da osoba autobus ¢eka najviSe & vremena proporcionalna
tom vremenu cekanja x.

a) Odredite funkciju distribucije i funkciju gustoée slucajne varijable X.
b) Odredite vjerojatnost da osoba autobus ceka

— manje od dvije minute,

— vise od tri minute,

— manje od dvije minute ili barem tri minute,

— barem dvije, ali manje od tri minute.

Zadatak 12.

Na stroju koji proizvodi bakrenu zicu povremeno dolazi do smetnji koje uzro-
kuju nepravilnost na dijelu zice proizvedenom u trenutku smetnje. Duljinu zice
(u metrima) izmedu dviju uzastopnih nepravilnosti mozemo modelirati slu¢ajnom
varijablom s funkcijom gustocée

fx(x):{k:(l—&bx)* , x>0

, <0
a) Odredite vrijednost konstante k.
b) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X.

¢) Kolika je vjerojatnost da se nepravilnost na zici pojavi izmedu 0.4 i 0.45
metara?
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