NAPOMENA
Radi jednostavnosti prikaza kod slika nekih ploha nisu naznacene to¢no koordi-
natne osi ve¢ samo smjerovi u kojima idu.

1 Valjkaste (cilindri¢ne) plohe

a) Izvodnica je paralelna s osi OZ i prolazi kroz krivulju
F(z,y)=0, 2=0
Tada je jednadzba plohe opéenito dana sa F(x,y) = 0. (nedostaje z)
b) Izvodnica je paralelna sa osi OX i prolazi kroz krivulju
F(y,z)=0, 2=0
Tada je jednadzba plohe opéenito dana sa F(y,z) = 0 (nedostaje x)
¢) Izvodnica je paralelna sa osi OY i prolazi kroz krivulju
F(z,2)=0,y=0
Tada je jednadzba plohe opéenito dana sa F'(x,z) = 0 (nedostaje y)
PRIMJERI
1.KRUZNI VALJAK
2?2 442 =

(primijetimo da u jednadzbi nema varijable z, pa je to a) slucaj)
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U presjeku sa bilo kojom ravninom paralelnoj ravnini z = 0 imamo kruznicu
polumjera a




2. KRUZNI VALJAK

Y ——
Ovu jednadzbu mozemo zapisati i u obliku

1, o 1

T — = = -

(@ =35)"+y =7

Izgled ove plohe isti je kao u prethodnom slucaju, samo §to je ona pomaknuta u

koordinatnom sustavu po x osi za vrijednost % Presjek sa bilo kojom ravninom
oblika z = ¢ je kruznica polumjera 3 sa sredistem u tocki (3,0, ¢)

y

3. ELIPTICKI VALJAK

iy
a? 0

Jednadzba ne sadrzi z pa je ovo opet slucaj a) tj. izvodnice su paralelne osi OZ.
X y

y
U presjeku sa bilo kojom ravninom paralelnoj ravnini z = 0 imamo elipsu s
poluosima a i b.
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3. PARABOLICKI VALJAK

z+y2:4

Jednadzba ne sadrzi « pa je ovo slucaj b) tj. izvodnice cu paralelne osi OX.

Yy

U presjeku sa bilo kojom ravninom paralelnoj ravnini x = 0 imamo parabolu
2
z=—-y"+4




2
)

b)

c)

Stozaste(konusne) plohe (s vrhom u ishodistu)

Zelimo pronadi jednadzbu stozaste plohe éije izvodnice(pravci) prolaze
kroz ishodiste koordinatnog sustava i kroz tocke krivulje

F(Z’,y):O, z=1

Na toj krivulji odaberimo proizvoljnu toc¢ku Ty(xo, 3o, 1). Jednadzba iz-
vodnice (pravea) kroz tocke O(0,0,0) i Ty(xo, yo, 1) glasi

Dakle vrijedi:

T =2zrg = To =

Y=2Yyo = Yo =

Kako tocka Tp(zo,yo, 1) lezi na krivulji mora vrijediti F(zp,y0) = 0 pa
dobivamo opéi oblik jednadzbe stozaste plohe

F(f,y)zo
z Z

Jednadzba stozaste plohe ¢ije izvodnice prolaze kroz i ishodiste i kroz tocke
krivulje

F(z,z)=0, y=1

je opcéenito dana sa

Jednadzba stozaste plohe ¢ije izvodnice prolaze kroz i ishodiste i kroz tocke
krivulje
F(y,z)=0, =1

f(23)-

je opéenito dana sa

PRIMJERI
1. KRUZNI STOZAC

22 — a2(x2 4 y2)

Korjenovanjem gornje jednadzbe dobivamo

z = tav/22 + y?

U presjeku s ravninama z = +a je kruznica

I2+y2:1



Jenadzba za dio kruznog stosca koji se nalazi iznad ravnine z = 0 je

z = ay/z?% + y?

a za dio kruznog stoSca koji se nalazi ispod ravnine z = 0 je

z = —ay/x2 + 2.

2.ELIPTICKI STOZAC

Korjenovanjem gornje jednadzbe dobivamo

U presjeku s ravninama

imamo elipsu

+ K, K # 0 imamo elipsu oblika

Opéenito presjeku sa bilo kojom ravninom z

3. KRUZNI STOZAC

2 + 72

z=2—



V(0,0,2)

Y



3 Rotacijske plohe

a)Jednadzba rotacijske plohe koja nastaje rotacijom krivulje z = f(y) oko osi
0Z.

Neka je p = y/22 4+ y? udaljenost proizvoljne tocke T'(x,y, z) rotacione plohe od
osi OZ. Tada je jednadzba rotacijske plohe kojoj je os OZ os rotacije dana sa

z=flp) = f(Vz*+y?)

ili opéenito sa
F(z,2> +y*) =0

b) Jednadzba plohe koja nastaje rotacijom krivulje x=1£(z) (ili f(y)) oko osi OX
je dana sa
z=f(p) = F(Vy?* +2?)

ili opéenito sa
Fz,y* +2%) =0

¢) Jednadzba plohe koja nastaje rotacijom krivulje y=f(x) (ili f(z))oko osi OX

je dana sa
z = f(p) = f(Va* +2?)

ili opcenito sa

PRIMJERI
1. SFERA ili kuglina ploha

Primijetimo da sfera moze nastati rotacijama polukruznica (ili kruznica) oko
sve tri osi

2. ROTACIJSKI PARABOLOID

z=a(z*+y*) a>0



X

Ova ploha nastaje rotacijom krivulje z = ay? (ili rotacijom z = ax?) oko osi
0Z.
3. ROTACIJSKI (KRUZNI) STOZAC

y—3=ar24 22
Ova rotacijska ploha nastaje rotacijom pravca y = 3 + =, x > 0 oko osi OY.

Z A




4 Jednadzbe nekih ploha

a) ELIPTICKI PARABOLOID

U presjeku sa ravninom = = 0 i sa bilo kojom njoj paralelnom ravninom imamo
parabolu (za = 0 to je parabola z = ¥ ).

U presjeku s ravninom y = 0 i sa bilo kojom njoj paralelnom ravninom imamo
2
parabolu (za y = 0 ta je parabola jednaka z = 7).

U presjeku za bilo kojom ravninom oblika z = ¢, ¢ > 0 je elipsa (posebno, za
2
z =1 to je elipsa 2—2 + ).

b) HIPERBLICKI PARABOLOID(ili sedlasta ploha)

U presjeku s ravninama oblika y = ¢ su parabole z = g—z - 2—2 U presjeku s

) 2 2 . .

ravninama x = c su parabole z = & — ¥%;. U preskjeku s ravninama z = ¢ su
. . 2 2 a2 2

hiperbole oblika 25 — % =cc> 01 % — & = —cc <0.

Primjer 1.




Primjer 2.
z=uzy

Ovo je takoder jednadzba hiperbolickog paraboloida. To je ploha iz primjera
1, samo zarotirana za 45°. (znamo da je npr. hiperbola zy = 1 zarotirana
hiperbola x? — y? = 1 za kut od 45°)

c¢) ELIPSOID(troosi)

£E2 y2 22

E + be + 07 =1
Ako je a > b > ¢ > 0 tada kaZemo da je a velika poluos, b srednja poluos i ¢
mala poluos elipsoida.

Ako su dvije poluosi jednake, npr. a > b = ¢ > 0 tada dobijemo tzv. rotacijski
elipsoid.

Ako su sve tri poluosi jednake dobivamo sferu ili kuglinu plohu.

d) JEDNOPLOSNI TROOSI HIPERBOLOID
Ako u jednadzbi troosog elipsoida na lijevoj strani stavimo bilo gdje samo je-
dan predznak minus(-) dobivamo jednadzbu jednoplosnog troosog hiperboloida.
Ako je a = b dobivamo jednoplosni rotacijski hiperboloid.
Primjer
2 2 22
a2 2
Primjetimo da u presjeku s ravninama z = ¢ imamo elipsu s (posebno za z=0
to je elipsa s poluosima a i b). U presjeku s ravninom = 0 imamo hiperbolu,
te u presjeku s ravninom y = 0 imamo hiperbolu.

=1

Primjer
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e) DVOPLOSNI TROOSI HIPERBOLOID Ako u jednadzbi troosog elip-
soida na lijevoj strani stavimo bilo gdje dva predznake minus(-) dobivamo jed-
nadzbu dvoplosnog troosog hiperboloida.
Primjer:
2 2 2
B

a b2 2
U presjeku sa ravninama oblika = K imamo hiperbolu, u presjeku sa rav-
ninama oblika y = K imamo hiperbolu i u presjeku sa ravninama oblika z =

+K, K > ¢ imamo elipsu.
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