Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku

Materijali iz Funkcija vise varijabli
Ekstremi funkcija vise varijabli
Definicija 1 Funkcija w = f(x1,...,2,) u tocki T(aq,...,a,) ima
a) lokalni minimum f(aq,...,a,) ako za svaku tocku T'(ay +dx1, . .., an +dxy,), T' # T iz dovoljno male
okoline tocke T vrijedi nejednakost

() > f(T),
tj. kada je totalni prirast funkcije f u tocki T, Af = f(T") — f(T) > 0.
b) lokalni maksimum f(ay,...,a,) ako za svaku tocku T'(ay + dxy,...,an + dxy,), T' # T iz dovoljno
male okoline tocke T vrijedi nejednakost
F(T) < F(T),
tj. kada je totalni prirast funkcije f u tocki T, Af = f(T") — f(T) < 0.
¢) nema ekstrema ako Af mijenja predznak u tocki T.

NUZAN UVJET POSTOJANJA EKSTREMA

Ako diferencijabilna funkcija u = f(x1,...,2,) ima ekstrem u tocki T, tada nuzno vrijedi:
of of of
T)=0 T)=0, ... T)=0 1
Lmy=o Lm=o ... Lao=o o

sto je pak ekvivalentno sa df (x1,...,2,)(T) = 0.
Rjesavanjem sustava jednadzbi (1) dobivamo tocke Ti,T5, ..., T, koje zovemo stacionarnim tockama.
One su kandidati za tocke ekstrema.

DOVOLJNI UVJETI EKSTREMA
Prvi nacin. Neka je T'(aq, ..., a,) stacionarna tocka funkcije u = f(x1,...,2n), tj. df (x1,...,2,)(T) = 0.
Ako u nekoj dovoljno maloj okoliko tocke T' vrijedi

(1) d*f(ai,...,a,) >0 za (dz1)* + - + (dz,)? > 0, tada funkcija f ima minimum u tocki 7.
(2) d*f(a1,...,an) < 0za (dv1)? + -+ + (dx,)? > 0, tada funkcija f ima maksimum u tocki 7.

(3) d*f(a1,...,a,) mijenja predznak za (dz1)? + --- + (dz,)? > 0, tada funkcija f nema ekstrem u

tocki T

(4) d*f(a1,...,an) > 0ilid®f(a1,...,a,) < 0za (dx1)?+- -+ (dz,)? > 0, tj. kada za neku kombinaciju
diferencijala d?f(a1,...,a,) moze biti jednak nuli, tada nema odluke (moramo dodatno ispitati
ekstreme).

(5) ako u tocki T vrijedi df (a1, . ..,an) = 0,d*f(a1,...,an) =0,...,d" L f(a1,...,a,) =0,d" f(ay,...,a,) #
0, tada:

— za n neparan, T nije tocka ekstrema
— za n paran, T je tocka ekstrema i to :
(i) T je totka minimuma ako je d” f(a1,...,a,) >0
(ii) T je tocka maksimuma ako je d" f(a1,...,a,) <0
(6) ako je d*f(ay,...,a,) =0 za (dz1)* + -+ + (dz,)? > 0, tada nema odluke.

Drugi nacin. Neka je T'(aq,...,a,) stacionarna tocka funkcije u = f(x1,...,x,). Pridruzimo drugom
diferencijalu funkcije racunatom u tocki T' matricu

aij; aiz -+ Aip
0% f
) Qi = )7
al'i(i).%‘j
apl  Ap2 - Qpn

Tada vrijede sljedeée tvrdnje (Silvesterov kriterij):



df(ar,...,an) > 0za (dv1)? + -+ + (dr,)? > 0 ako i samo ako je

wi a1 G2 Q13 din -t OIn
a1 >0, a; a;z >0, |a21 a2 a3 >0, ..., : >0
asy azz ass Gnl Gnn
i tada je minimum funkcije f u tocki T'(aq,...,an).
d?f(ar,...,an) <0za (dv1)?+ -+ + (dr,)? > 0 ako i samo ako je
wi a a11 Q12 013 dir - Gin
ay; <0, ai a;z > 0, ag1 G a9 <0, ..., (—1)” N 0
az1 as2 ass a1 Gnn
i tada je maksimum funkcije f u tocki T'(aq,...,a,).
d*f(a1,...,a,) mijenja predznak za (dz1)? + - -+ (dz,)? > 0 ako su sve determinante razli¢ite od

nule i ne pojavljuje se slucaj (1) ili (2) tada funkcija nema ekstrema u tocki T

ako je neka od neka od determinanti jednaka nuli, tada nema odluke.



Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku

Materijali iz Funkcija vise varijabli
Uvjetni ekstremi funkcija vise varijabli

Uvjetnim ekstremom funkcije v = f(z1,...,z,) nazivamo maksimum ili minimum te funkcije dos-
tignut pod uvjetom da su varijable x1,...,x, funkcije f povezane jednadzbama ¢;(z1,...,z,) = 0,
i=1,....m, m<n.

Trazenje uvjetnog ekstrema svodi se na trazenje obi¢nog ekstrema funkcije F' (tzv. Lagrangeove funk-
cije),

F($17--~,$n,)\1,~--,)\n>:f(-%'l,---,l‘n)+)\1901(331,---,$n)+"'+)\m90m(l‘1,---,l‘n)7

gdje su A\;, ¢ = 1,...,m konstantni faktori.

NUZNI UVJETI EKSTREMA

oF _ of I Iem
S Wt T W - 0
8x1 8x1 + 18$1 + + 8131
oF af 0p1 5<Pm.
ST W < T W )
ox, Ox, + 16xn Tt ox,
Lpl(l‘l,...,l‘n) = 0
(1, m) = 0.
Akoje (xf,..., x5, AT, ..., A% jedno rjesenje gornjeg sustava, tada funkcija f moze imati ekstrem f(x7, ..., z%)

u tocki T'(z5,...,z}).

rYn

DOVOLJNI UVJETI EKSTREMA
Postojanje i karakter uvjetnog ekstrema istrazujemo na osnovu predznaka drugog diferencijala Lagran-
geove funkcije.

sz(ml, ceyTp) = (idxl 4+ idazn)QF(:vl, cey Tp)

0x1 oxy,
za vrijednosti (z7,..., 25, A7, ..., AF) pod uvjetom da su dzxy,...,dz, vezani jednadzbama
0 0
dp1 = <p1dz1+~~+£dxn20
0x1 0xy,
0 0
doym = <pmdx1—|—---+ ‘p’”da:nzo
o1 Oz,
Iz posljednjih m jednadzbi mozemo izra¢unati m diferencijala dx;, i = 1, ..., m kao funkcije od preostalih
n—m diferencijala dz,,41, . .., dz, te ih uvrstiti u drugi diferencijal funkcije F. Time se broj diferencijala
u d?F smanji i tada ispitujemo predznak od d*F za (x%,..., 25, A}, ..., \%).

Ako je

(a) d®F(x%,...,2%) <0, funkcija f ima uvjetni maksimum w T'(z%, ..., x%).

rYn

> 0, funkcija f ima uvjetni minimum u T'(z7, ..., 2%).

rn

) °F( ")

(b) d?F(x%,...,x%)

(c) d*F(z%,...,x%) mijenja predznak , funkcija f nema ekstrem u T'(z%,...,x%).
) d*F( ")

(d) d?F(x%,...,2:) <0ili d>F(z3,...,2%) > 0, tada nema odluke.



