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Sazetak

U radu je opisana poznata Nelder-Meadova metoda, koja se smatra
jednom od najpopularnijih lokalnih metoda direktne bezuvjetne op-
timizacije. Zbog jednostavnosti, analiziran je specijalni slu¢aj optimi-
zacije u R?, jer se tada Nelder-Meadova metoda svodi na niz elemen-
tarnih geometrijskih transformacija u ravnini, te je za njezino potpuno
razumijevanje dovoljno znanje srednjo$kolske matematike. U svrhu
ilustracije metode, dano je nekoliko numerickih primjera koji su izra-
deni u programskom paketu Mathematica.

Kljuéne rijeci: Bezuvjetna optimizacija, Lokalna optimizacija, Di-
rektna metoda, Nelder-Meadova metoda, Simpleks algoritam

Nelder-Mead’s Method-Local Method for Direct
Unconstrained Optimization
Abstract

In this paper the popular Nelder-Mead’s method is described, which
is considered to be one of the best known local method of the direct un-
constrained optimization. Because of simplicity, a special case of opti-
mization in IR? has been analyzed since then Nelder-Mead’s method is
coming down to a sequence of elementary geometric transformations
in plane so, for its complete understanding, the high-school mathe-
matical knowledge is enough. In order to illustrate the method, it is
given several numerical examples which are made in software named
Mathematica.
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1 Uvod

Mnogi problemi koji potjecu iz razli¢itih podrucja primjena svode se na tra-
Zenje globalnog minimuma ili maksimuma funkcije f : R” — R na skupu
R", odnosno toc¢ke iz IR" u kojoj se taj minimum, odnosno maksimum, pos-
tizu. Podsjetimo se kako za x* € R" kaZemo da je to¢ka globalnog mini-
muma funkcije f na R" ako vrijedi f(x*) < f(x), za svaki x € R". U tom
slucaju pisemo
x* = argmin f(x). (1)
x€R"
Vrijednost funkcije f u to¢ki x* zovemo globalni minimum funkcije te pi-
Semo
*) = mi . 2
f(x*) = min f(x) 2)
Sli¢no, za x* € R" kaZzemo da je to¢ka globalnog maksimuma funkcije f
na R" ako vrijedi f(x*) > f(x), za svaki x € R" i piSemo

x* = argmax f(x). (3)
x€R"

Pri tome, vrijednost funkcije f u tocki x* zovemo globalni maksimum funk-
cije f i piSemo
*
f(x*) = max f(x). 4)

Problemi (I)-(2), odnosno (B)-(4), u literaturi se obi¢no nazivaju i proble-
mima bezuvjetne globalne optimizacije.

Kako je

max f(x) = — min (—f(x)),

bez smanjenja opcenitost, umjesto oba problema (I)-(2), odnosno (3)-(),
dovoljno je analizirati samo problem trazenja globalnog minimuma funk-
cije, odnosno tocke u kojoj se taj minimum postize. NaZzalost, odredivanje
tocke globalnog minimuma funkcije f, opéenito je vrlo ozbiljan i zahtje-
van posao i ponekad zahtjeva poznavanje svih to¢aka lokalnih minimuma
funkcije f na R". Sjetimo se kako za x* € IR"” kaZemo da je tocka lokalnog
minimuma funkcije f na R", ako postoji otvorena kugla K(x*, ) sa sredi-
Stem u to¢ki x* polumjera 6 > 0 takva da vrijedi f(x*) < f(x), za svaki
x € K(x*,6). Pri tome vrijednost f(x*) zovemo lokalni minimimum funk-
cije f. Metode za traZenje tocke lokalnog minimuma nazivaju se lokalne
optimizacijske metode.

Ako funkciju f, umjesto na R”, promatramo na nekoj omedenoj i zatvo-
renoj domeni D C R”, u cilju traZenja tocke globalnog minimuma mogu



se koristiti neke poznate globalne optimizacijske metode. Ovdje ¢emo spo-
menuti dvije takve metode. Prva metoda poznata pod nazivom DIRECT
metoda za globalnu optimizaciju ([3]]), koristi se ako je funkcija f Lipshitz-
neprekidna na D, te ako D ima specijalni oblik tzv. hiperkvadra. U opéem
slu¢aju, mogu se koristiti globalni geneticki algoritmi te odgovarajuée mo-
difikacije (vidjeti primjerice [6]).

U ovom radu govorit éemo o jednoj lokalnoj optimizacijskoj metodi. Kao
Sto je ve¢ ranije navedeno, takve metode traZe tocku lokalnog minimuma
funkcije f naR” i opéenito ne postoji jamstvo da je dobiveno rjeSenje ujedno
tocka globalnog minimuma. Treba spomenuti da neke specijalne funk-
cije, kao Sto su konveksne funkcije, imaju svojstvo da tocka lokalnog mi-
nimuma, koja je odredena nekom lokalnom metodom, ujedno predstavlja
tocku globalnog minimuma te funkcije (vidjeti [1]).

Ovisno o uvjetima koje zadovoljava funkcija f, za traZenje tocke lokalnog
minimuma, mogu se koristiti razli¢ite lokalne optimizacijske metode. Ako
je, primjerice, funkcija f diferencijabilna i znamo izracunati njezin gradi-
jent u svakoj tocki domene, u svrhu lokalne minimizacije moZze se koristiti
gradijentna metoda te njezine modifikacije ([9]). Ako je funkcija f dva puta
neprekidno diferencijabilna, te nam je poznat Hessijan funkcije f, koriste se
Newtonova metoda i njezine modifikacije ([9]). Navedene metode medu-
sobno se znacajno razlikuju, kako po brzini konvergencije, tako i u to¢nosti.

Ako funkcija f nije derivabilna, ili je derivabilna, no gradijent i Hessijan
se vrlo tesko racunaju, za traZenje to¢aka lokalnih minimuna smisleno je
koristiti metode koje su zasnovane iskljucivo na izra¢unavanju vrijednosti
funkcije u tockama domene. Takve metode nazivaju se direktnim meto-
dama ([4]).

U ovom radu opisat éemo jednu od najpoznatijih lokalnih direktih me-
toda bezuvjetne optimizacije, poznatu pod nazivom Nelder-Meadova me-
toda. Ime metode potjece od njezinih autora Johna Neldera i Rogera Me- t "
ada, kojisumetodu konstruiraliiobjavili prije 50 godina, to¢nije 1965. godine
u radu [5]. Neleder-Meadova metoda je jednostavna i u mnogim slucaje-
vima vrlo efikasna, posebno u optimizacijskim problemima manjih dimen-
zija. Kao $to ce se vidjeti, Nelder-Meadovu metodu moguce je primijeniti
na funkciju za koju je dovoljno poznavati isklju¢ivo vrijednosti u svim to¢-
kama domene. Nazalost, kod optimizacijskih problema u velikim dimen- :
zijama metoda se ne pokazuje korisnom (vidi primjerice [4],[8]). Zanim- R;)ge’r'Mead
ljivo je da opéenito ne postoji dokaz konvergencije ove metode. U radu [4]
dani su uvjeti konvergencije za specijalni tip funkcije u jednoj i dvije di-
menzije. Bez obzira na to, metoda je ¢esto koriStena i citirana u mnostvu
razli¢itih primjena ([7]). Tako se, primjerice, naredba fminsearch za traZe-
nje tocke lokalnog minimuma u programskom sustavu Matlab zasniva na

John Nelder (8. listopada
1924.-7. kolovoza 2010.)
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Nelder-Meadovoj metodi ([10]). Vise detalja o ovoj metodi moZe se naci u
pregledu [11].

U ovom radu, zbog jednostavnosti, analiziramo specijalni slucaj optimi-
zacije u IR?, jer se onda Nelder-Meadova metoda svodi na niz elementar-
nih geometrijskih transformacija trokuta u ravnini, te je za njezino potpuno
razumijevanje dovoljno znanje srednjoskolske matematike. Potpuno ana-
logno, metoda se moZe prosiriti i na vise dimenzija, pri ¢emu se u visim di-
menzijama umjesto trokuta promatra prirodna generalizacija trokuta, koja
je poznata kao simpleks, pa se zbog toga metoda Cesto naziva i Nelder-
Meadova simpleks metoda.

Clanak je organiziran na sljede¢i na¢in. U drugom odjeljku opisana je
jedna iteracija Nelder-Meadove metode, kao i geometrijske transformacije
na kojima je iteracija zasnovana. Takoder, naveden je jedan kriterij zaus-
tavljanja kojim je odreden broj iteracija Nelder-Meadove metode. U tre¢em
odjeljku dano je nekoliko numeri¢kih primjera kojima su ilustrirane mo-
guénosti, kao i nedostaci ove metode.

2 Jedna iteracija Nelder-Meadove metode u dvije
dimenzije

U ovom odjeljku detaljno éemo opisati jednu iteraciju Nelder-Meadove me-
tode u ravnini. Pretpostavimo da je zadana funkcija f : R> — R. Pro-
matrajmo trokut AABC C R? s vthovima A = (x1,y1),B = (x2,12) i
C = (x3,y3). Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da je

f(A) < f(B) < f(C).

Pri tome ¢emo tocku A zvati najbolji vrh, to¢ku C najlosiji vrh, dok ¢emo
tocku B zvati drugi najlo$iji vrh trokuta AABC.

Osnovna ideja jedne iteracije Nelder-Meadove metode sastoji se u tome
da trokut A ABC zamijenimo novim trokutom u ¢ijim vrhovima funkcija f
postize manju vrijednost od one koja se postize u vrhovima trokuta AABC.
Utusvrhu,s M = % (A + B) oznacimo poloviste vrhova A i B. Sada najlosiji
vrh C preslikamo centralno-simetri¢no u odnosu na to¢ku M. Na taj nacin
dobivamo vrh

R=M+(M-C)=2M-C=A+B-C.

Transformaciju koja je trokut AABC preslikala u trokut AABR zvat ¢emo
refleksija trokuta (vidi Sliku2](b)). Pri tome nas zanimaje li f(R) < f(A),
odnosno je li vrh R bolji od najboljeg vrha A?



e Akoje odgovor pozitivan, naslu¢ujemo da se kre¢emo u pravom smjeru,
te se pomaknemo u istom smjeru do tocke

E:R+(R7M):2R7M22A+2B—2C7%A—%B
3.3

—ZA+ZB-2C.
pAT B2

Transformaciju koja trokut A ABC preslikava u trokut A ABE zovemo
ekspanzija trokuta (Slika(c)). Tocku C zamijenit ¢emo tockom E ako
je f(E) < f(R), odnosno s totkom R ako je f(E) > f(R).

e Ako je odgovor negativan, odnosno ako je f(R) > f(A), totku R
usporedujemo s drugom najlosijom to¢kom B, odnosno postavljamo
sljedece pitanje: jeli f(R) < f(B)?

- Ako je odgovor pozitivan, tocku C zamijenjujemo s tockom R.
- Akoje odgovor negativan, postavljamo novo pitanje: jeli f(R) <
f(cey
* Ako je odgovor pozitivan, tocku C zamijenjujemo s tockom
R te definiramo novu tocku

1 1.1
P=M+ 5 (R—M) = M+ ;R
3. 3.1
= A+ B—5C

* Ako je odgovor negativan, definiramo novu tocku

1 1.1
P=M~(M~-C)=3M+5C
1,1, 1

= A+ B+ 5C

Transformaciju koja trokut AABC preslikava u trokut AABP
zovemo kontrakcija trokuta (Slika [2|(d) i (e)). Kona¢no, pitamo

sejeli f(P) < f(C).
* Ako je odgovor pozitivan, tocku C zamijenjujemo s tockom
p.
+ Ako je odgovor negativan, definiramo H = (A + C) te
tocku B zamijenimo s M, a to¢ku C zamijenimo s H.

Transformaciju koja trokut AABC preslikava u trokut AAMH
zovemo skracivanje trokuta (Slika 2| (f)).



Lucyana Grgi¢é  KrisTIAN SaBO

Dijagram toka jedne iteracije Nelder-Meadove metode u IR? prikazan je
na Slici

da

refleft‘sij a
. ‘ / da ne
ekspanzija refleksija

C:=P C:=
0 B

Slika 1: Dijagram toka jedne iteracije Nelder-Meadeove metode u R?

Pseudo-kod jedne iteracije Nelder-Meadove metode u ravnini dan je u
Algoritmu 1.

Iteracije Algoritma 1 se ponavljaju sve dok se ne zadovolji neki kriterij
zaustavljanja. Jedna mogucénost je da se Algoritam 1 ponavlja sve dok uda-
ljenost najboljeg vrha do tezista trokuta A ABC ne postane manja od una-
prijed zadana to¢nosti e > 0 (vidjeti primjerice [5]). Treba spomenuti da
se jos mogu i kombinirati razlicite strategije u provedbi geometrijskih tran-
sformacija trokuta. O takvim strategijama, kao i o pitanjima konvergen-

! Dijagram toka jedne iteracije Nelder-Meadove metode u IR? izradio je Branimir Sajinovié



Algorithm 1 Jedna iteracija Nelder-Meadove metode u ravnini

Input: f, A= (x1,y1), B=(x2,12), C = (x3,y3)
1: poredaj A, B, C tako daje f(A) < f(B) < f(C)
22 M= %(A + B) //poloviste dobre strane
3 R=M+ (M—C)=2M — C //refleksija
4. if f(R) < f(A) then

5 E =R+ (R— M) = 2R — M/ /ekspanzija
6 if f(E) < f(R) then
7 C=E
8 else
9: C=R
10: end if
11: else
12: if f(R) < f(B) then
13: C=R
14: else
15: if f(R) < f(C) then
16: P =M+ L(R — M)/ /kontrakcija
17: else
18: P=M-— %(M — C)/ /kontrakcija
19: end if
20: end if
21: if f(P) < f(C) then
22: C=P
23: else
24: B = %(A + B)/ /skracivanje
25: C = }(A + C)/ /skracivanje
26 end if
27: end if

Output: A,B,C
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(a) Trokut AABC (b) Refleksija trokuta

B

C A

(c) Ekspanzija trokuta (d) Kontrakcija trokuta

Slika 2: Transformacije trokuta

cije Nelder-Meadove metode ne¢emo govoriti, jer izlaze izvan okvira ovog
¢lanka. Zainteresiranog ¢itatelja upucujemo na [4].
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Slika 3: Iterativni proces Nelder-Meadove metode kroz 12 iteraciju za Braninovu
funkciju.
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Slika 4: Podrugja pocetnih aproksimacija

Na Slici [3| prikazan je cijeli iterativni proces Nelder-Meadove metode
kroz 12 iteracija, pri ¢emu su vrhovi pocetnog trokuta A = (8,15),B =
(10,12),C = (10,15). Vidimo da je iterativni proces konvergirao tocki
xj = (m,2.275).

Smisleno je postaviti pitanje zasto je Nelder-Meadova metoda konvergi-
rala upravo to¢ki xj = (7,2.275), a ne nekoj od tocaka x ili x5. Odgovor
na ovo pitanje krije se u izboru pocetne aproksimacije. U svrhu analize iz-
bora pocetne aproksimacije, napravit ¢emo jedan numericki eksperiment
u kome ¢emo odrediti skup onih pocetnih aproksimacija koje vode k is-
toj tocki globalnog minimuma. Kako Nelder-Meadova metoda za pocetnu
aproksimaciju zahtijeva tri vrha pocetnog trokuta AABC, problem ¢emo
malo pojednostaviti. Umjesto tri vrha, zadajemo jednu tocku A dok ostale
dvije odredujemo tako dasu B = A+ (1,0) te C = A+ (0,1). Na taj
nacin moZzemo smatrati da Nelder-Meadovu metodu pokre¢emo s jednom
pocetnom aproksimacijom. Na Slici [ istom su bojom prikazana podrudja
pocetnih aproksimacija na skupu [—5,10] x [0, 15] koje konvergiraju k istoj
tocki globalnog minimuma. Uocavamo cetiri takva podrudja: (a), (b), (c) i
(d). U podrugjima (a), (b), (c) nalaze se sve one pocetne aproksimacije koje
konvergiraju redom to¢kama x7, x3, te x3. Isto tako podrudju (d) pripadaju
one pocetne aproksimacije koje konvergiraju tocki x; = (57,12.875). U
svrhu izrade Slike [4] definirana je funkcija ¥ : [—5,10] x [0,15] — R, koja
svakoj pocetnoj aproksimaciji A = (x, ) na skupu [—5,10] x [0, 15] pridru-
zuje apscisu tocke kojoj je Nelder-Meadova metoda konvergirala. Slika

10



rezultat je Mathematica naredbe ContourPlot [Psilx,y] , {x, -5, 12},
{y,0, 15}, ColorFunction -> Hue].

Primjer 2. Funkcija f : R" — R zadana formulom

f(xg xn)—l—i—iixz— ncosﬁ
4000/ 5" Vi
poznata je kao Griewankova funkcija ([2]]) i ¢esto se koristi za testiranje me-
toda globalne optimizacije. Griewankova funkcija ima jedinstvenu toc¢ku
globalnog minimuma x* = (0, ...,0) te ima beskona¢no mnogo to¢aka lo-
kalnih minimuma na R”. Graf Griewankove funkcije za n = 2 prikazan je
na Sliciff]. Na Slici[5|istom bojom obojane su one pocetne aproksimacije koje
konvergiraju k istoj tocki lokalnog minimuma. NaZalost, samo to¢ke u po-
drudju (a) konvergiraju tocki globalnog minimuma, dok svi ostali izbori po-
Cetne aproksimacije konvergiraju prema nekoj tocki lokalnog minimuma,
$to upucuje na to da Nelder-Meadova metoda opcenito nije prikladna za
traZenje tocke globalnog minimuma.

Slika 5: Graf Griewankove funkcije na [—20,20] x [—20, 20]
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