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Predgovor

U razli¢itim primijenjenim istraZivanjima pojavljuju se problemi u kojima je po-
trebno minimizirati ili maksimizirati zadanu funkciju, u ovisnosti o jednoj ili vise
varijabli. Grana matematike koje izu¢ava ovakve probleme naziva se optimiza-
cija. Optimizacijski problemi ugrubo se mogu podijeliti u dvije bitno razli¢ite
skupine: probleme bezuvijetne optimizacije te probleme uvjetne optimizacije.
Ovdje se promatra jedan specijalni problem uvjetne optimizacije koji je u litera-
turi poznat kao problem linearnog programiranja. Problem linearnog progra-
miranja ima posebnu strukturu jer je funkcija cilja linearna te samim tim i kon-
veksna. Osim toga, funkcije uvjeta su takoder linearne te odreduju konveksno
podrudje, pa zbog toga problem linearnog programiranja pripada problemima
konveksne optimizacije. Navedena svojstva problem linearnog programiranja
¢ine znacajno jednostavnijim u odnosu na opéi problem uvjetne optimizacije.

Ovaj udzbenik rezultat je priprema za predavanja i vjeZbe iz predmeta Line-
arno programiranje, koje su se izvodile proteklih nekoliko godina na Odjelu za
matematiku Sveucilista Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku. Prilikom pripreme
udzbenika namjera je bila na $to jednostavniji na¢in obuhvatiti osnovne sadrzaje
ovog Sirokog i dobro istraZzenog podrucja za koje postoji mnostvo kvalitetne lite-
rature. Pritom se nastojalo $to je vise moguce sacuvati matematicku preciznost
i korektnost.

Udzbenik se sastoji od Sest poglavlja. U prvom poglavlju definiran je op¢i
problem uvjetne optimizacije. U drugom poglavlju definiran je problem linear-
nog programiranja. Trec¢e poglavlje posveéeno je osnovnim pojmovima i tvrd-
njama geometrije linearnog programiranja, koje su nuzne za konstrukciju nume-
rickog algoritma za rjeSavanje problema linearnog programiranja, poznatog kao
simpleks—metoda. Algoritam na kojem je zasnovana simpleks—metoda naveden
je u cetvrtom poglavlju, gdje se ujedno dokazuju odgovarajuci teorijski rezultati.
U petom poglavlju analizirana je teorija dualnosti, s posebnim naglaskom na
probleme linearnog programiranja. U kratkom Sestom poglavlju opisani su naj-
vazniji trenuci u povijesnom razvoju linearnog programiranja. U okviru svakog
poglavlja naveden je velik broj rijeSenih ilustrativnih primjera, dok je na kraju
svakog poglavlja priloZen popis odgovarajucih zadataka pogodnih za vjezbu.



Koristimo se prilikom da zahvalimo recenzentima prof. dr. sc. Rudolfu Sci-
tovskom te izv. prof. dr.sc. Kristini Sori¢ koji su paZljivo pro¢itali udzbenik te
dali znacajan broj korisnih primjedbi i prijedloga za njegovo poboljsanje. Tako-
der, zahvaljujemo dr.sc. Mariji MiloloZa Pandur, koja na nas je upozorila na neke
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nika.

Na kraju treba spomenuti da je ovaj materijal tek prvi od dva planirana di-
jela. Namjera nam je pripremiti njegov prirodni nastavak, a koji bi se odnosio na
druge poznate metode za rjeavanje problema linearnog programiranja: elipso-
idalnu metodu te metodu unutarnje tocke, zajedno s odgovaraju¢om analizom
slozenosti, dekompozicijske metode kod problema velikih dimenzija te genera-
lizacije problema linearnog programiranja na cjelobrojno i kvadrati¢no progra-
miranje.
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POGLAVLJE
Problem uvjetne optimizacije

Mnogi problemi koji potjecu iz razli¢itih podrudja primjena mogu se formulirati
na sljededi nacin:
— mi 1.1
f(x) — min (1.1)
uz uvjete

Qilx) > 0, i=1,...,m,

h](X) = 0, j:1,...,p,

pricemusu f: R" - R, gi: R" - R, i = 1,...,m,h]- R*" =R, j=1,...,p
zadane funkcije. Problem (1.1) zovemo problem uvjetne optimizacije ili pone-
kad problem matematickog programiranja. Funkciju f zovemo funkcija cilja,
dokgj,i=1,...,mih;j=1,...,p zovemo funkcije uvjeta. Skup D = {x €
R" :gi(x) >0,i=1,...,m, hi(x) =0,j=1,...,p} zovemo dopustivo po-
drudje, dok za element skupa D kaZemo da je dopustivo rjeSenje. Dopustivo
rjeSenje x € D za kojeg vrijedi f(x*) < f(x) za svaki x € D zovemo optimalno
dopustivo rjesenje ili tocka globalnog minimuma funkcije f na skupu D.
Akojen = 2ilin = 3, problemi uvjetne optimizacije ponekad se mogu
rjeSavati geometrijski, Sto ilustriramo sljede¢im jednostavnim primjerom.

Primjer 1.1. Rijesimo problem uvjetne optimizacije

f(xl/ XZ) =x1+3x; — min
X1,X2

uz uvjet
24xd o= 1
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RjeSenje. Geometrijski gledano, treba odrediti to¢ku (x7, x3) na kruznici s jed-
nadzbom x? + x% = 1, za koju vrijedi
" :=x7+3x; = min (x4 3x2).
x%—&-x%:l
U tu svrhu u koordinatnom sustavu promatramo sve pravce p, oblika x1 +3x2 =
&, « € R. Uo¢imo da su pravci p, medusobno paralelni te da im je [1,3]T vektor
normale. Medu svim takvim pravcima treba odabrati onaj za koji je « najmanji
moguci, a da pri tome pravac p, sijeCe kruznicu. Nije tesko vidjeti da je to tocka

T* = (—% —%) dok je a* = —/10 (vidi Sliku 1.1).

2k

a=-10

Slika 1.1: Geometrijsko rjeSenje problema iz Primjera 1.1
Ovaj optimizacijski problem moZzemo rjesavati i algebarski. U tu svrhu uvo-
dimo odgovaraju¢u Lagrangeovu funkciju (vidi [1] te Poglavlje 5)
L(x1,%2,A) = f(x1,%2) +A(xf+ 23— 1) = x1 + 30 + A(x] + 23 — 1).
Pri tome vrijedi

a[,(xl, X2, /\)
dA

odakle izjednacavanjem s nulom svih parcijalnih derivacija dobivamo stacionarne
tocke funkcije L:

(x1, %3, A7) = (

E)E(xl, X2, /\)
ax1

E)[Z(xl, X2, /\)

2 2
=x7+x5—1
1 2 ’ aX2

=1+2x14A, = 3+2xA,

V2 32 5)1(*** V2 32 5)

= = ~ X1,%y, - = < =7
25 2y5 V2 i) (2\/52\/5 2
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Jo$ je potrebno utvrditi jesu li te stacionarne tocke ujedno tocke lokalnih eks-
trema. To se moZe provijeriti na osnovi sljedecih tvrdnji (vidi [1]):

e stacionarna to¢ka (x7,x3) je to¢ka lokalnog minimuma dva puta nepre-
kidno diferencijabilne funkcije f, ako je det H(x7}, x5, A*) <0,

e stacionarna tocka (x}, x3) je to¢ka lokalnog maksimuma dva puta nepre-
kidno diferencijabilne funkcije f, ako je det H(x7}, x5, A*) > 0,

gdje je H(xq, x2, A) prosireni Hessijan, a izgleda ovako:

L °L °L

0AZ  0ADx;  9Adxp 0 2x; 2x,
2L 2L 2L

H(xy,x2,A) = | ks o2 owpom | = | 201 24 24
2L RL 2L 2x; 20 2A

0Adxy,  dx10xp ax%

Nije tesko vidjeti da je det H(x1,x2,A) = —8Ax} 4 16Ax;x, — 8Ax3, odakle
slijedi

detH (—z‘fg, —%, g = —%, odnosno da je (—%, —%) tocka lo-
kalnog minimuma. S obzirom na to da je jedina tocka lokalnog minimuma (u
drugoj stacionarnoj tocki je det H > 0), a funkcija f ima tocku globalnog mini-
muma na zadanoj domeni, jer je rije¢ o neprekidnoj funkciji definiranoj na kom-
paktnom skupu, odakle slijedi da je tocka lokalnog minimuma ujedno i tocka
globalnog minimuma.

U nastavku navodimo jos jedan jednostavan primjer u kojemu je, za razliku
od prethodnog primjera, funkcija cilja nelinearna.

Primjer 1.2. Rijesimo sljedeci problem uvjetne optimizacije
Inx; +2Inx, — max

X1,X2
uz uvjet

3x1+x = 12.

RjeSenje. Uoc¢imo da se u ovom primjeru radi o problemu maksimizacije koji

se moZe svesti na sljededi problem minimizacije: —Inx; —2Inx, — min uz iste
X1,X2

uvjete. Slicnom analizom kao u prethodnom primjeru dobivamo T* = (%,8)

(Slika 1.2).

Rjesavanje opceg problema uvjetne optimizacije (1.1) zahtijeva posebnu ana-
lizu Lagrangeove funkcije, a bez posebnih uvjeta na funkcije f, g, h; uvjetna op-
timizacija predstavlja izrazito zahtjevan i teZak posao (vidjeti [1, 12]). U okviru
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Slika 1.2: Geometrijsko rjeSenje problema iz Primjera 1.2

ovog udZbenika analizirat éemo specijalni najjednostavniji problem uvjetne op-
timizacije kod kojeg su funkcija cilja te funkcije uvjeta linearne, a u literaturi
je poznat pod nazivom problem linearnog programiranja. Dat ¢emo pregled
teorijskih rezultata te detaljno analizirati jedan od najpoznatijih numerickih al-
goritama za njegovo rjesavanje poznat pod nazivom simpleks—metoda (vidjeti

[2, 12, 16]).

Na kraju spomenimo da se, osim problema uvjetne optimizacije, u primje-
nama ¢esto pojavljuje i problem bezuvjetne optimizacije. Problem bezuvjetne
optimizacije moze se formulirati na sljede¢i nacin:

X) — mi
f(x) = min,

pri ¢emuje f : R" — R zadana funkcija. Metode za rjeSavanje problema bez-
uvjetne optimizacije bitno su drukcije od onih koje se koriste za rjeSavanje pro-
blema uvjetne optimizacije te sli¢cno kao i kod problema uvjetne optimizacije,
izbor metode ovisi o uvjetima koje zadovoljava funkcija cilja f. Vise o meto-
dama za rjeSavanje problema bezuvjetne optimizacije moZe se pronaci u [1,

7
7 7 7 ]'
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1.1 Zadaci

Zadatak 1.1. Rijesite sljedeci problem uvjetne optimizacije

2x3 +x5 — max
X1,X2

uz uvjet
X1+x = 1.

Rjesenje. x; =1/3, x5 =2/3.
Zadatak 1.2. Rijesite sljedeci problem uvjetne optimizacije

x2xy —Inx; — min
1 X1,X2

uz uvjet
8x1+3x, = 0.

Rjesenje. x] = —1/2,x; = 4/3.
Zadatak 1.3. Rijesite sljedeci problem uvjetne optimizacije

X1+ 2x; — max
X1,X2

uz uvjet
X1X2 + x% = 1

Rjesenje. x] = 0, x; = —1.
Zadatak 1.4. Odredite ekstreme funkcije f(x,y) = xy uz uvjet x*> + y*> = 8.

Rjesenje. Maksimim funkcije f je 4 i postize se u to¢kama (2,2) i (-2, —2), dok
je minimim —4 i postiZe se u to¢kama (2, —2) i (—2,2).

Zadatak 1.5. Rijesite sljedeci problem uvjetne optimizacije

6xpx3 +4x1xp +4x1x3 — max
X1,X2,X3

uz uvjet
X1xpx3 = 96.

Rjesenje. x] = 6, x; = x3 = 4.
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Zadatak 1.6. Rijesite sljedeci problem uvjetne optimizacije

2 +x5+x3 — min

X1,X2,X3
uz uvjete
X1+x+x = 1
x1—xp = 0.

Rjesenje. x] = x; = x3 = 1/3. (Uputa: RjeSava li se problem geometrijski,
smisleno je iz jednog od uvjeta izraziti jednu od nepoznanica, te na taj nacin
svesti problem na optimizacijski problem s dvije varijable s jednim uvjetom.)

Zadatak 1.7. Rijesite sljedeci problem uvjetne optimizacije

x%#—x%—i—x% —  min

X1,X2,X3
uz uvjete
x1+2x4+x =1
23(1 — X2 — 3X3 = 4.

Rjesenje. x; = 16/15, x; = 1/3, x3 = —11/15. (Uputa: RjeSava li se problem
geometrijski, smisleno je iz jednog od uvijeta izraziti jednu od nepoznanica, te
na taj nacin svesti problem na optimizacijski problem s dvije varijable s jednim
uvijetom.)



POGLAVLJE

Problem linearnog programiranja

U ovom poglavlju definirat ¢emo problem linearnog programiranja kao speci-
jalni slucaj problema uvjetne optimizacije. Navest ¢emo razli¢ite zapise pro-
blema linearnog programiranja te pokazati da se svaki od njih mozZe svesti na
tzv. standardni problem lineanog programiranja. Takoder, analizirat ¢emo ne-
koliko problema iz primjena koji se mogu promatrati i rjeSavati kao problemi
linearnog programiranja.

Prije no $to prijedemo na definiranje problema, uvest ¢emo jedan dogovor
oko notacije. Kako je R” snabdjeven strukturom realnog vektorskog prostora,
elemente skupa R" ponekad ¢emo zvati tockama, a ponekad vektorima u ovis-
nosti o kontekstu. Pri tome ¢emo vektore oznacavati masnim slovima, a njihove
komponente zapisivat ¢emo u uglatim zagradama, dok ¢éemo komponente to-
¢aka zapisivati u okruglim zagradama.

2.1 Standardni oblik problema linearnog
programiranja

Nekasuc e R", a; e R, b; e R,ie M= M UMyUM;3, gdjesuM;,i=1,2,3

skupovi indeksa takvi daje M; N M; = @, i # jte f : R" — R linearna funk-

cija cilja zadana formulom f(x) = ¢’x. Promatrajmo sljede¢i problem uvjetne

13
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optimizacije:
f(x) =c'x — min (2.1)
X
uz uvjete
aiTx > b,‘, i€ M
al-Tx < b,ieM
alx = b,ic M.

Problem (2.1) zovemo problem linearnog programiranja. Primijetimo da je do-
pustivo podrudje odredeno s linearnim funkcijama uvijeta.

Primjer 2.1. Zadan je problem linearnog programiranja

3x1 —2xp 4+ x3
uz uvjete

X1+ 2x2 + x4
2x7 — X3

X3 — 3x4

X1
X3

min
X

%

(AVARAVARAVARSI
o O O kW

Odgovarajuéi skupovi indeksa su M = {1,2,3,4,5}, My = {3,4,5}, M = {1},
i My = {2} a odgovarajuci vektori su x = [x1,%,%3,%4)7, ¢ = [3,-2,1,0]T, a; =
[1,2,0,1]T,a2 = [0,2,-1,0],a3 = [0,0,1,-3]T, a4 = [1,0,0,0]7, a5 = [0,0,1,0]T

teb =[3,4,0,0,0].
Primjedba 2.1. Uo¢imo sljedece:

a) Maksimizacijski problem

CTX — max
X

moZe se svesti na minimizacijski problem

X — min.
X

b) Uvjet alx = b; ekvivalentan je uvjetima

alx>b; & a/x<b.

c) Uvjeta]x < b; ekvivalentan je uvjetu —alx > —b;.
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Sukladno Primjedbi 2.1 svaki problem linearnog programiranja moZe se za-
pisati u obliku

c¢'x — min
X

uz uvjet
Ax > b,

gdiesu A € R™" b € R", ¢ € R", x € R". Pritom uvjet Ax > b znadi
da je svaka komponenta vektora Ax veca ili jednaka odgovarajuc¢oj komponenti
vektora b.

Primjer 2.2. Problem linearnog programiranja iz Primjera 2.1 moZe se zapisati na slje-
deci nacin:

3x1 —2xp+x3 — mxin
uz uvjete
—Xx1—2xp —x4 > -3
2% —x3 > 4
—2xp+x3 > —4
X3 — 3X4 > 0
X1 = 0
X3 > 0

ili u matricnom obliku

c¢'x — min
X
uz uvjet
Ax > b,
gdje su
[ -1 -2 0 —1] [ -3
0O 2 -1 o0 4 3
0o -2 1 0 —4 -2
A=l 09 0o 1 3| 2= ol <= 1
1 0 0 O 0 0
| 0 0 1 0] | 0 |

U sljede¢em primjeru ilustriramo jednu moguénost rjeSavanja specijalnog pro-
blema linearnog programiranja kod kojega je dopustivo podrucje podskup skupa
R,
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Primjer 2.3. Zadan je problem linearnog programiranja

6x1+7xp, — min
X

uz uvjete
—=x1+x < 0
x1+x < 16
1
- > 0
2x1+x2 2
3
§x1+x2 > 12

Na Slici 2.1 prikazano je odgovarajuce dopustivo podrucje. Promatrajmo sve pravce p,
oblika 6x1 + 7x = a, gdje je a neki realan broj. Primijetimo da je vektor ¢ = [6,7]" vek-
tor normale pravea py. Jednadzba pravca p, u eksplicitnom obliku glasi xy; = — %x1 +7,
pri tome je 7 odsjecak Sto ga pravac p, odsijeca na x; osi. Uocimo da minimizirati funk-
ciju cilja na dopustivom podrucju znaci odrediti o™ tako da pravac p,+ prolazi kroz do-
pustivo podrucje te da je pri tome &* najmanji moguéi. Broj a* s tim svojstvom odredit
¢emo tako da najprije odaberemo pocetni ag tako da pravac py, prolazi dopustivim podru-
¢jem. Pri tome py, translativamo u smjeru vektora —c tako da ostanemo u dopustivom
podrucju, sve dok odsjecak sto ga translatirani pravac p,, odsijeca na x, osi ne postane
najmanji moguci (Slika 2.1 - desno). Tocka koju smo dobili u tom granicnom slucaju
ima koordinate T* = (6,3) te je x* = [6,3]" optimalno dopustivo rjesenje, dok je odgo-
varajuca optimalna vrijednost funkcije cilja a* = 57.

Op¢enito, pretpostavimo da promatramo problem linearnog programiranja
s dvije varijable

cIx= Cc1X1 + cpxp — min
X1,X2
uz uvjet
Ax > b,

gdjesuc € R, A € R"?ib € R™.

Uocimo da se ovakav problem moze geometrijski predoditi. Skicirajmo u tu
svrhu odgovarajuée dopustivo podrugje D = {x € R?> : Ax > b} C R%. Neka
je pa pravac s jednadzbom c¢'x = c1x1 + cpx» = a. Kandidate za optimalno
dopustivo rjeSenje trazimo na pravcima p,, gdjeje « € R takav daje p, "D # @.
Odaberimo pocetni ag takav da je py, N D # @. Promatrajmo proizvoljnu tocku
na pravcu py,, ¢iji radijus—vektor oznacimo s xg. U svrhu traZenja optimalnog
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Slika 2.1: Dopustivo podrugje iz Primjera 2.3

dopustivog rjeSenja trebamo translatirati pravac p,,. Ako ga translatiramo u

smjeru vektora ¢ za korak A > 0 imamo

cT(xg 4+ Ac) = cIxg + Allef? > cxo,

tj. pove¢avamo vrijednost funkcije cilja. Dakle, kako bismo smanyjili vrijednost
funkcije cilja, pravac p,, moramo translatirati u smjeru vektora —c najvise sto
mozemo, a da pri tome ostanemo u podrudju D. Radijus—vektor grani¢ne tocke
je optimalno dopustivo rjeSenje x*. Opisano mozemo formalizirati sljede¢im jed-

nostavnim algoritmom.

Geometrijski algoritam

1. Odabrati ag tako daje py, N D # @.

2. Translatirati pravac p,, u smjeru vektora —c najvise moguce, a
da se pritom ne napusti podrudje D.
3. Ako postoji grani¢na toc¢ka u kojoj se moze napustiti podrucje,

radijus—vektor te tocke je optimalno dopustivo rjeSenje x*. Ako
takva tocka ne postoji, za optimalnu vrijednost funkcije cilja sta-

viti —oo.
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Primjer 2.4. Jednostavno se vidi da dopustivo podrucje

—x14+x <1
X1 > 0
X2 2 0.
nije omedeno (vidi Sliku 2.2).
25 X2
20r /\
1.5) +{‘//
y . D

L L L L L L L
10 -05 00 05 10 15 20 25

Slika 2.2: Dopustivo podrudje iz Primjera 2.4

Pretpostavimo da funkcija cilja koju minimiziramo ima oblik f(x) = c"x. Primje-
nom geometrijskog algoritma dobivamo:

a) Akoje c = [1,1]7, onda je x* = [0,0]".

b) Akojec = [1,0]T, ondaje x* = [0,x5]7,0 < xp, < 1.

c) Akoje c = [0,1]7, onda je x* = [x1,0]T, x; > 0.

d) Ako je c = [—1,1]7, onda je optimalna vrijednost funkcije cilja —co.

e) Ako u skup uvjeta dodamo uvjet x1 + xo < —1, onda ¢e dopustivo podrucje biti
prazno.

Akosu A € R™", b € R" te ¢ € R”, onda minimizacijski problem

Ix — mxin
uz uvjet
Ax = b
x > 0,
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zovemo standardni oblik problema linearnog programiranja. Pritom uvjet x >
0 znadi da je svaka komponenta vektora x nenegativna te stoga taj uvjet zovemo
uvjet nenegativnosti.

Propozicija 2.1. Svaki se problem linearnog programiranja moZe zapisati u standard-
nom obliku problema linearnog programiranja.

Dokaz. Ako je x; slobodna varijabla, tj. x; € R, onda se ona moZe zapisati u

obliku x; = x;r - X, gdje su x;“,x]-_ > 0. Akoje x; < 0, onda se ona moZze
zapisati u obliku x; = —x;", x;” > 0. Uvjetu oblika a/x < b; pridruzujemo novu
varijablu s; > 0, pa taj uvjet prelazi u
a,-Tx +s; = b
Si > 0.

Sli¢no, uvjetu oblika alx > b; pridruZujemo novu varijablu s; > 0 pa taj uvjet
prelazi u

aiTx — S5 = bi
0.

A%

Si
O

Primjer 2.5. Problem linearnog programiranja iz Primjera 2.1 zapisan u standardnom
obliku problema linearnog programiranja glasi

3x1 —2x; +2x, +x3 — min
Xl,X;,XE,xs,XI,xLSuSz
uz uvjete
X1+ 2x) —2x, +x —x; +51
2x) —2x, — X3

X3 —3JC4+ +3X; — S

S O O O ©O O O O O Bk W

~

+
IV IV IV IV IV IV IV IV
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odnosno u matricnom obliku

c¢’x — min
X
uz uvjet
Ax =
x > 0,
gdje su
T S
Xy -2
> % 12 -2 0 1-11 0
x:xi,c_O,Azoz—z—loooo
4 00 0 1 -3 30 —1
Xy 0
51 0
[ 52 ] [ 0
teb = [3,4,0]".

Primjer 2.6. Zadan je problem linearnog programiranja

X1 +3xp +4x3 — min

X1,%2,X3
uz uvjete
x1+2xy + x3 5
2x1+3x24+2x3 = 6
X2 2 0
X3 > 0.

Iz uvjeta x1 + 2x + x3 = 5 izrazimo slobodnu varijablu x; = 5 — 2x, — x3 te je uvr-
stimo u drugi uvjet i u funkciju cilja. Na taj nacin dobivamo novi ekvivalentni problem

X2 +3x3 — min

X2,X3
uz uvjete
Xp +X3 = 4
X2 2 0
X3 > 0.

Uocimo da je novi problem zapisan kao standardni problem linearnog programiranja.
Osim toga rijec je o problemu s dvije varijable, koji moZemo rijesiti primjenom geome-
trijskog algoritma. Kada dobijemo x3 i x3, slijedi da je x] = 5 — 2x5 — x5. Nije tesko
vidjeti da su x] = —3, x; = 4 tex; = 0.
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2.2 RjeSavanje problema linearnog programiranja
primjenom programskog paketa Mathematica

Problem linearnog programiranja mogude je rjeSavati primjenom nekog pro-
gramskog paketa. Ovdje opisujemo moguénost primjene programskog paketa
Mathematica. Problem linearnog programiranja oblika

c¢x — min

X

uz uvjet
aiTx > b, ie M
alx < b,ieM,
alx = b,icM;
x > 0

rjeSavamo tako da definiramo vektor s tako da je

1, ie M
S; = -1, ie My .
0, ie Ms
Primjenom naredbe LinearProgramming[c,m, {{b1,s1},...,{bl,s1}}], gdjesu

a; redci matrice m te | = |M; U My U M3/, dobivamo optimalno dopustivo rje-
Senje.

Primjer 2.7. Primjenom programskog paketa Mathematica rijesimo sljedece probleme
linearnog programiranja:

a)
X1+ Xxp — max
X1,X2
uz uvjete
xX14+3x < 2
3x1+x < 2
X1, X2 Z 0
b)
x1+3x; — min
X1,X2
uz uvjete
x1+x = 4
X1, X2 2 0
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c)
X1 +3xp +4x3 — min
X1,X2,X3
uz uvjete
X1+ 2xp + x3 5
2x1 + 3xp + x3 6
X2 Z 0
x3 > 0.
RjeSenje.
a) 1n[1]:= m = {{1, 3}, {3, 1}};
c={-1, -1};b = {2, 2}; s = {-1, -1};
LinearProgramming[c, m, {{b[[1]], s[[11]1},
{b[[2]1], s[[2]11}}]
Out [2]= {1/2, 1/2}
b) 1n[1]:= m = {{1, 1}};
c ={1, 3};b = {4}; s = {0};
LinearProgramming[c, m, {{b[[1]], s[[111}}]
Out [2]= {4, o

¢) Uoc¢imo da je varijabla x; slobodna te ju je potrebno napisati u obliku x; =

xf—x, xf x> 0.

In[1]:= m={{1,-1,2,1},{2,-2,3,1}};
c={1,-1,3,4};b={5,6},5={0,0};
LinearProgramming[c, m, {{b[[1]1], s[[111},
{bl[2]], s[[211}}]1;

Out[2]= {0, 3, 4, 0}

Konac¢no x7 = —3,x; = 4,x3 = 0.

Primjedba 2.2. Postoji vise programskih paketa u kojima su ukljucene gotove ru-
tine za rjeavanje problema linearnog programiranja. U MATLAB-u se problemi
linearnog programiranja oblika (vidi primjerice [14])

Ix — mxin
uz uvjet

A1X < b1

A2X = bz

Ib< x <ub.
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mogu rjeSavati naredbom linprog(c,Al,b1,A2,b2,1b,ub). Pri tome sulbiub
vektori ¢ije komponente predstavljaju donju, odnosno gornju medu na kompo-
nente vektora x. Takoder postoje i razni specijalizirani softverski paketi za ana-
lizu i rjeSavanje problema linearnog programiranja. Primjerice, software LINDO
dostupan na http://www.lindo.com/ besplatan je za primjenu na problemima
manjih dimenzija.

2.3 Neki problemi koji se svode na problem
linearnog programiranja

2.3.1 Problem optimalne prehrane

Pretpostavimo da na raspolaganju imamo namirnice N, ..., N,. Cijena po je-
dinici namirnice N]- iznosi ¢, j = 1,...,n. U namirnicama su prisutni nutri-
tivni elementi Ey, ..., Ej, pri ¢emu je u namirnici Nj prisutno a;j, i=1,...,m,
j = 1,...,n, nutritivhog elementa E;. Poznato je da svaka osoba mora tijekom
jednog dana unijeti barem b; jedinica nutritivnog elementa E;, i = 1,...,m.
Smisleno je postaviti sljedece pitanje:

Koliko treba konzumirati pojedine namirnice da bi se zadovoljila dnevna potreba za
nutritivnim elementima, a da bi se pri tome minimizarala cijena prehrane?

Ozna¢imosxj, j=1,...,n koli¢inu konzumirane namirnice Ny, j=1,...,n
Problem se moZze formulirati kao minimizacijski problem linearnog programi-
ranja na sljeded¢i nacin:

c1x1+---+cpxp — min

X1,-/Xn
uz uvjete
ayxy +apxy + -+ apxy > b
axx1+amXxa + -+ ayxn = by
A1 X1 + AypXo + -+ AgnXy > by
X1,...,X, > 0
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ili u matri¢nom obliku

Ix — mxin
uz uvjete
Ax >
x > 0.

Primjedba 2.3. U popularnijoj varijanti ovaj se problem moze formulirati kao pro-
blem minimizacije unosa kalorija, tako da cijenu po namirnici zamijenimo s kalo-
rijama. Spomenimo da se na sljedec¢oj mreznoj stranici mogu modelirati razlicite
varijante ovog problema: www.zweigmedia.com/RealWorld / dietProblem/diet.html

2.3.2 Problem optimalne proizvodnje

Neko postrojenje prozvodi proizvode P, ..., P, te se u tu svrhu upotrebljavaju
strojevi Sy, ..., Sy. Pritom svakistroj S;,i = 1,..., m ujednom danu moze raditi
najvise b;,i = 1,...,m sati. Neka je ajj, i=1,...,m j=1,...,n, broj sati koji
je potreban da bi se na i—tom stroju proizveo j—ti prozvod. Ozna¢imo s ¢j, j =
1,...,n prihod po proizvodu P;. Prirodno se namece sljedece pitanje:

Koliko treba proizvesti mjernih jedinica pojedinog proizvoda da bi ostvareni prihod bio
maksimalan?

Oznadimo s X; broj mjernih jedinica proizvoda P;, j = 1, ..., n. Problem se moze
formulrati kao maksimizacijski problem linearnog programiranja na sljede¢i na-
¢in:

c1x1+---+cpxy, —  max

X1, X
uz uvjete
ayxy +apxy+ - +apxs <b
axx1+amxy + - tapxy < by
Ap1X1 + AppXo + -+ Xy < by
X1,...,X, > 0
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ili u matri¢nom obliku

¢’ x — max
uz uvjet
Ax < b
x > 0.

2.3.3 Problem rasporeda taksista

Taksi-sluZzba treba organizirati noénu voznju gradom. Poznato je da tijekom
nocij, j =1,...,7 treba angazirati t; taksista. Radno zakonodavstvo predvida
da taksisti smiju raditi pet no¢i zaredom. Postavlja se sljedece pitanje:

Koliki je najmanji broj taksista koje treba angaZirati radi organizacije prijevoza?

Oznacimo s x; broj taksista koji zapocinju smjenu na no¢ j. Lako se vidi
(Slika 2.3) da se odgovarajuci problem moZe modelirati na sljedeéi nacin:

xX1+---+xy — min

uz uvjete
X1+ Xp + X3+ X4 + X5
X2 + X3 + X4 + X5 + X¢
X3 4+ x4 + X5 4+ x6 + X7
X4+ X5+ X6 + X7 + X1
X5+ Xg + X7+ X1+ X2
X6 + X7+ x1 + X2 + X3
X7+ x1+ X2+ x3+ X4

X1,---,X7

m IV IV IV IV IV IV IV

N uU{0}.
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Slika 2.3: Slika koja opisuje model rasporeda taksista. Pritom tocke na koncen-
ticnim kruznim lukovima predstavljaju dane u tjednu.

Uoc¢imo da opéenito ovaj problem nije problem linearnog programiranja jer
su varijable cjelobrojne, veé je problem cjelobrojnog programiranja. Metode za rje-
Savanje problema cjelobrojnog programiranja izlaze izvan okvira ovog udzbe-
nika, a zaiteresiranog Citatatelja upuc¢ujemo na [2]. Ponekad je smisleno relaksi-
rati problem cjelobrojnog programiranja tako da se uvjet x,...,x7 € NU {0}
zamijeni uvjetom x; > 0, j=1,...,7. Ako relaksirani problem ima cjelobrojno
rjeSenje, onda je to ujedno i rjeSenje originalnog cjelobrojnog problema.

Ako primjerice, stavimo daje t; = 7,tp = 3,3 = 9,t4 = 5,t5 = 7,t5 =
7,t; = 5, primjenom Mathematica naredbe LinearProgramming dobivamo opti-
malno rjeSenje x7 = 3,x; = 2,x3 = 1L,xj = 0,x5 = 1,x; = 3,x; = 0, koje
je cjelobrojno pa ujedno predstavlja rjeSenje originalnog cjelobrojnog problema.
Vazno je istaknuti da opéenito to nece biti slu¢aj, odnosno relaksirani problem
nece nuzno dati cjelobrojno optimalno rjeSenje.

2.3.4 Problem najboljeg pravca

U pravokutnom koordinatnom sustavu zadani su podaci (t;,y;),i =1,...,r, za
koje treba odrediti pravac s jednadzbom y = kt + 1, k, I € R koji u nekom smislu
najbolje aproksimira zadane podatke. U literaturi je poznato nekoliko razli¢itih
pristupa na osnovi kojih je moguce rjeSavati ovaj problem (vidjeti primjerice [6,
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1), a u nastavku navodimo neke.
Pristup 1. minimizacija sume kvadrata vertikalnih udaljenosti tocaka do
pravca, odnosno minimizacija funkcionala

r

Bk 1) =} (kti +1—y;)*.
i=1
Ovaj je pristup u literaturi poznat pod imenom metoda najmanjih kvadrata ili
metoda obi¢nih najmanjih kvadrata ([3, 21]).
Pristup 2. minimizacija sume vertikalnih udaljenosti to¢aka do pravca, od-
nosno minimizacija funkcionala

r

Fi(k, 1) =Y |kti+1 -yl
i

Ovaj je pristup u literaturi poznat pod imenom metoda najmanjih apsolutnih
udaljenosti (vidjeti [6, 17, 18]). Spomenimo da su povijesni poceci ovog pristupa
vezani uz ime hrvatskog znanstvenika Rudera Josipa Boskovica iz 1757. godine
(vidjeti [5]).

Pristup 3. minimizacija maksimalne vertikalne udaljenosti to¢aka do pravca,
odnosno minimizacija funkcionala ([6])

Feo k1) = max [kt; +1 = yi.

Pristup 1. Graf funkcije F, je paraboloid, funkcija F, je diferencijabilna te
odgovarajudi gradijent i Hessijan glase:

r&wﬂ—%m iﬁ in
—~ : ‘
Z(kti-f—l —yi) Zf,‘ r
i=1 i

Lako se vidi da sustav

VE((kI) = |

VE(k1) =0 (2.2)
moZemo zapisati u obliku
T . .
Wﬂ@D“]Z[ﬂﬂWﬂ'
i=1Yi

Sukadno Cauchy-Schwartzovoj nejednakosti, determinanta matrice V2F,(k, 1) je
nenegativna. Specijalno, jednaka je nula ondaisamo ondaakojet; = --- = t, te
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u tom slucaju sustav (2.2) ima beskona¢no mnogo rjeSenja. U svim drugim slu-
¢ajevima determinanta je pozitivna te je prema tome rjeSenje sustava jednazbi
(2.2) jedinstveno. Takoder, moze se pokazati da je u slucaju jedinstvenog rjese-
nja matrica V2F,(k, I) pozitivno definitna te je stoga jedinstveno rjeenje sustava
(2.2) tocka u kojoj se postize globalni minimum funkcionala F,.

Odredivanje optimalnog pravca primjenom Pristupa 2 i Pristupa 3, svodi se
na problem nediferencijalbilne optimizacije. Pokazat ¢emo da se oba pristupa mogu
svesti na problem linearnog programiranja.

Pristup 2. Primijetimo da je
|kt + 1 —y;| = max{kt; + 1 —y;, —kt; =1 +y;}, i=1,...,r
Ozna¢imo s z; := |kt; +1 —y;|,i =1,...,r. Oigledno je

kti+l—yi
—kti—l+]/i

S Zi,
< z,i=1,...,r.

Problem minimizacije funkcionala F; moZemo zapisati u obliku

z1+z+--+2z+0-k+0-1 = min

Z1 e Zr k1
uz uvjete
—z1+kt1+1 < g
—Z1 — ktl —1 S —]/1
—zp+ktr+1 <
—zp —ktp —1 < -2
-z, +kt,+1 < Yr
—zr—kt;, =1 < —y,

ili zapisano u matri¢nom obliku

c¢'x — min
X

uz uvjet
Ax < b,
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gdje su
-1 0 0 tl 1 i [ n |
-1 0 -~ 0 —t; —1 i
0 -1 0 [5) 1 Y2
A=| 0 -1 0 b =1 | R0+ p=| -2 | eRY,
o o0 -+ -1 ¢t 1 Yr
. 0 0 - =1 —t, —1 | | Y

tec=[1,1,...,1,0,0" e R"*2, x=[z1,23,...,2,,k1]T € R
Pristup 3. Oznacimo li s

z:= max |kt; +1—y;,
i=1,...,r

sli¢no kao u Pristupu 2, problem se svodi na sljedeéi problem linearnog progra-
miranja:

z4+0-k+0-] — min
z,k,1
uz uvjete
—z+kt1+1 < pg
—z—ktj =1 < —ig
—z+ktr+1 <
—z—ktp =1 < —yp
—z4+kt; +1 <y,
_Z - ktr - l S _yr
ili u matri¢nom obliku
T

¢'X — min
X

uz uvjet
Ax < b,
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gdje su
—1 t 1 Y1
-1 -t -1 — 1
A= : €R¥3, b= | €RY, c¢=1{0|,
-1t 1 Yy 0
~1 —t, -1 —y,

tex = [z,k,I]T.

Primjer 2.8. Zadani su podaci {(1,1), (2,3),(2.5,4),(3,5), (4,11), (5,15), (8,16) }.
Odredimo pravac s jednadZbom y = kt + 1, koji najbolje aproksimira zadani skup poda-
taka u smislu Pristupa 1,2 i 3.

Rjesenje. Grafovi funkcija Fj, F, i Fo prikazani su na Slici 2.4. Primjenom

(@) F (b) F»

Slika 2.4: Grafovi funkcija F;, F, 1 F3

opisanog postupka, Pristupe 2 i 3 svodimo na probleme linearnog programi-
ranja te primijenimo naredbu LinearProgramming. Pri tome treba paziti da su
varijable k i [ u oba pristupa slobodne. Dobivamo sljedece pravce

e Pristup 1. y = —0.996689 + 2.43046t
e Pristup 2. y =2t
e Pristup 3. y = 1.2 4 2.2¢.

Na Slici 2.5 prikazani su podaci i odgovarajuéi pravci.

Sece podatke tzv.outliere (vidjeti [17, 18]), dok je pravac dobiven Pristupom 3
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15+

Pristup 3 - °
10+

Pristup 2

Pristup 1

4
. . . .
v 2 4 6 8

Slika 2.5: Tocke i pravci (Pristup 1, Pristup 2 i Pristup 3)

jenimo s podatkom (3, —1), koji moZemo smatrati str$e¢im podatkom. Za nove
podatke dobivamo sljedece pravce:

e Pristup 1. y = —2.28808 + 2.54967¢
e Pristup 2. y =2t
e Pristup 3. y = 1.75t.

Na Slici 2.6 prikazani su novi podaci i odgovarajuéi pravci.

15+

Pristup 3
10+
Pristup 2

Pristup 1

Slika 2.6: Promijenjene tocke i pravci (Pristup 1, Pristup 2 i Pristup 3)
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2.3.5 Minimizacija po dijelovima linearne funkcije

Pretpostavimo da su zadani vektori ¢y, ..., ¢, € R” te realni brojevi dy, . .., dy.
Definirajmo funkciju f : R" — R formulom f(x) = _max {cI'x +d;}. Funkcija
i=1,...,m

f je po dijelovima linearna funkcija.

Primjer 2.9. Grafpo dijelovima linearne funkcije f (x) = max{—3x+2,0.3x —3,x —
16} prikazan je na Slici 2.7.

Slika 2.7: Graf funkcije f iz Primjera 2.9

Promatramo sljedeéi problem

f(x) = max {c/x+d;} — min
1,..m X

i=1,...,

uz uvjet
Ax > b.
Uvedemo li oznaku
z:= max {c/x+d;},
i=1,...m

prethodni se problem moZe napisati u obliku problema linearnog programiranja

z—l—OTx —  min
Z,X

uz uvjete

Ax > b
—Z+ C{X < _dl
—z+ddx < —d
—zZ+ CZ;ZX S _dm/
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$to je problem linearnog programiranja.

2.4 Zadaci

Zadatak 2.1. Zadan je problem
2x1 + x2

uz uvjete
X2

2x1 + 5x7
X1+ X2
3x1 4+ xp
X1, X2

v
= VAN VAN VARVAN

1

max

X1,

10
60
18
44

X2

Rijesite problem graficki te pomoc¢u Mathematica naredbe LinearProgramming.

Rjesenje. x* = [13,5]”. Dopustivo podrugje prikazano je na Slici 2.8.

Slika 2.8: Dopustivo podrudje problema iz Zadatka 2.1.

Zadatak 2.2. Zadan je problem
500x1 + 300x;

uz uvjete
15x1 + 5xp
10x1 + 6x7
8x1 4+ 12x;
X1, X2

1

v
o IN AN IA

max
X1,X2

300
240
450

Rijesite problem graficki te pomocu programskog paketa Mathematica.
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Rjesenje. x* = [15,15]T. Dopustivo podrudje prikazano je na Slici 2.9.

Slika 2.9: Dopustivo podrucdje problema iz Zadatka 2.3.

Zadatak 2.3. Graficki rijeSite sljedeci problem linearnog programiranja

c¢'x — min

uz uvjete
2x1+3x, — 6
X1

X1

IV IA IV IV
o o o o

X2

akojea)c=[1,1]T, b c=[-1,0T, coc=[23]T, dc=][0,-1T.

Rjesenje. a) x* = [0,2]T, cTx* = 2,b) x* = [6,x2]T, xo > 0, <'x* = —6,c)
x* = [x1,2 —2/3x1]T, x1 € [0,3], ¢'x* = 6, d) optimalna vrijednost funkcije
cilja je ¢'x* = —oco. Neomedeno dopustivo podrudje prikazano je na Slici 2.10.

Zadatak 2.4. Zapisite sljedeci problem kao problem linearnog programiranja te ga rije-
Site graficki i u Mathematici:

Obrtnik proizvodi dvije vrste proizvoda, A i B. Za (djeljivu) jedinicu proizvoda A
potrebno je 2 minute pripreme, 1 minuta izrade i 3 minute zavrsnih radova. Za (djeljivu)
jedinicu proizvoda B potrebne su 2 minute pripreme, 2 minute izrade i 1 minuta zavrsnih
radova. Svakoga dana mogude je utrositi 140 minuta za pripremu, 120 minuta za izvadu
i 150 minuta za zavrsne radove. Koliko jedinica svakog proizvoda obrtnik treba izraditi
da bi maksimizirao dobit ako jedinica proizvoda A ima cijenu 10 kn, a jedinica proizvoda
B 8kn?
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o 1 2 3 4 5 6

Slika 2.10: Dopustivo podrudje problema iz Zadatka 2.3.

Rjesenje. Neka je x;1 broj proizvedenih jedinica proizvoda A i x, broj proizve-
denih jedinica proizvoda B. Zadani problem moZe se zapisati kao problem line-
arnog programiranja:

10x1 +8xp, — max

X1,X2
uz uvjete
2x1+2x, < 140
x1+2x < 120
3x14+x < 150
x1, % 20,

odakle je x* = [40,30]. Dopustivo podrudje prikazano je na Slici 2.11.

Slika 2.11: Dopustivo podrudje problema iz Zadatka 2.4.

Zadatak 2.5. Farmer ima 10 hektara povrsine koju treba zasaditi psenicom i kukuru-
zom, pri Cemu mora zasaditi najmanje 7 hektara i pritom smije potrositi najvise 1200
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eura. Za sjetvu svakog hektara pSenice treba potrositi 200, a za svaki hektar kukuruza
100 eura. Vrijeme za sjetvu je ograni¢eno na 12 sati. Za svaki hektar pSenice treba mu 1
sat, a za svaki hektar kukuruza 2 sata. Ako je zarada 500 eura po hektaru pSenice i 300
eura po hektaru kukuruza, koliko hektara svakog treba zasaditi da se maksimizira zarada
dobivena od uroda?

a) Zadani problem zapisSite kao problem linearnog programiranje i rijesite ga geome-
trijskom metodom.

b) Zapisite zadani problem linearnog programiranja u standardnom obliku

Rjesenje. Neka je xq broj zasadenih hektara pSenice i x, broj zasadenih hektara
kukuruza. Optimalno rjeSenje je x; = x; = 4. Odgovarajuci standardni oblik
problema linearnog programiranja glasi:

—500x; —300x, — min

uz uvjete
200x1; +100x2 +s, = 1200
X1+x—s3 = 7
x1+x2+s4 = 10
x1+2x+s1 = 12

X1,%X2,51,52,53,54 2 0.

Zadatak 2.6. Zapisite sljedeci problem kao problem linearnog programiranja te ga rije-
Site primjenom Mathematica naredbe LinearProgramming.

2|x1] 4+ 5|x2 — 5| — min
uz uvjet
1 =2[+ x| < 2

Rjesenje. Oznadimo z; := |x1|, 22 := |[x2 — 5|, 23 1= |x1 — 2|, z4 := |xp|. Tada
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odgovarajudi problem lineranog programiranja glasi

271 + 5z,
uz uvjete
Z3 + 24
X1 — 27
—X1— 21
Xo — Z2
—Xp — 2p
X1 — 23
—X1 — 23
X2 — Z4
—Xp — Z4

—

(AN VAN VANRN VANRN VANRN VANRN VANRN VAR VAN

min

0

Optimalno rjeSenje pocetnog problema je xj = 2, x5 = 2.

Zadatak 2.7. Zadani su realni brojevi yq, 2, . .

,Ym S teZinama w1y, wo, . .., Wy > 0.

Zapisite sljedeéa dva problema u standardnom obliku problema linearnog programiranja:

m
a) ) wilx — yi| — min,
i=1

b) max wj|x —y;| — min.
i=1,...m X

RjeSenje.

a) Nekaje z; := |[x—y;|,i = 1,...,mix = xT — x~. Tada odgovarajuci
standardni oblik problema linearnog programiranja glasi

m
) wizi
i=1

uz uvjete

xT —xT —zi+ sy
—xt 4 xT —zi+ sy
xtx”

Zi,51i,S2i

(AVARAVS

min
yi,i=1,...,m
—VYi, i:1,...,m
0

0,i=1,...,m
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b) Nekajez:= max wjx—y;|ix= xT — x7. Tada odgovarajudi standardni

oblik problemarlvi,nearnog programiranja glasi

z — min
uz uvjete
wixt —wixT —z+s; = wiy,i=1,...,m
—wxT twixT —z4sy = —wiy;, i=1,...,m
z,xT,x” > 0
S1,82 > 0,i=1,...,m

Zadatak 2.8. Sljede¢i problem zapisite kao problem linearnog programiranja:
Jedna namirnica nalazi se u m skladista iz kojih se opskrbljuje n prodavaonica. Skladiste
i,i = 1,...,m sadrZi koli¢inu s; te namirnice, a prodavaonici j, j = 1,...,n treba
dostaviti kolicinu k; namirnice. Neka je c;j, i =1,...,m, j =1,...,n cijena prijevoza
jedinice namirnice od skladista i do prodavaonice j. Problem je opskrbiti sve prodavaonice
potrebnom kolicinom namirnice tako da je ukupna cijena prijevoza minimalna.

Rjesenje. Neka je x;; koli¢ina namirnice koja je prevezena iz skladiSta i u pro-
davaonicuj, i = 1,...,m,j = 1,...,n. Tada odgovarajuci problem linearnog
programiranja glasi (vidi Sliku 2.12 ):

m o n
ZZC,']‘XZ']‘ —  min

xii

i=1j=1
uz uvjete
n
le‘]' < si,izl,...,m (23)
j=1
m
Zx,'j = k]‘,j:1,...,7’l (2.4)
i=1
Xij > 0,i=1,....mj=1,...,n

Zadatak 2.9. Neko postrojenje proizvodi jednu vrstu proizvoda. Na kraju i-tog mjeseca
mora plasirati d; jedinica tog proizvoda. Proizvodi proizvedeni tijekom mjeseca mogu se
plasirati ili na kraju mjeseca u kojem su proizvedeni ili se mogu uskladistiti i plasirati
na kraju sljedeceg mjeseca. Za svaku uskladistenu jedinicu proizvoda trosak skladiste-
nja iznosi c¢1 kuna mjesecno. Na pocetku godine je skladiste prazno. Ako postrojenje
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Pa S Pj Sm

Kn X1j k; Xmj

Slika 2.12: Slika uz Zadatak 2.8. Lijevo - uvjet 2.3 - koli¢ina namirnica koja se pre-
vozi iz skladiSta ne moZe prelaziti koli¢inu namirnica raspolozivih u skladistu,
desno - uvjet 2.4 - potraznja svake prodavaonice treba biti zadovoljena

Mjesec i
proizvedeno x;
uskladisteno s;
trosak c15;_1 + c2a;_1,4;_1 = |x; — X;_1]
uvjetd; +s; = x; + 5,1

Tablica 2.1: Podaci za i-ti mjesec. Uvjet osigurava da je koli¢ina plasiranog i
uskladiStenog u mjesecu i jednaka koli¢ini proizvedenog u mjesecu i uve¢anog
za koli¢inu uskladistenog u prethodnom mjesecu.

proizvodi x; jedinica u mjesecu i te x;,q jedinica u mjesecu i + 1, tada se javlja tro-
Sak cp|x; 11 — x;| kuna, koji nastaje zbog pripremanja postrojenja na postavke za duk¢iji
kapacitet proizvodnje.

Formulirajte problem linearnog programiranja s ciljem minimizacije troskova u pe-
riodu od 12 mjeseci (pretpostavite da se proizvodi ostavljeni u skladistu na kraju godine
unistavaju te nemaju nikakvu vrijednost i ne generiraju troskove skladistenja).

RjeSenje. Neka je x; broj proizvedenih jedinica proizvoda u mjesecu i, i =
1,...,12s; broj uskladistenih jedinica proizvoda na kraju mjesecai,i =0, ..., 11,
tea; = |xi+1 *Xi|,l. =1,...,11.
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Odgovarajuéi problem linearnog programiranja glasi (vidi Tablicu 2.1):

11
Y (c1si+c20)) — min
i=1

uz uvjete
So = 0
di+s; = x+s-1, i=1,...,12
a; > Xit1 — X, i=1,...,11
a, > —xiy1+x, i=1,...,11
x, > 0,i=1,...,12
a;,S; 2 0, i:1,...,11.

Zadatak 2.10. (vidi [22]) Iznos od 2000 kn investira se tijekom pet godina u Cetiri
razlicita projekta Py, Py, P3 i Py. Na pocetku svake godine postoji mogucnost ulaganja
bilo kojeg iznosa u projekte Py i Pp. Svaka kuna uloZena u projekt Py pocetkom godine
donosi 1.4 kn dvije godine kasnije. Svaka kuna uloZena u projekt P, pocetkom godine
donosi 1.7 kn tri godine kasnije. Usto, postoji mogucénost ulaganja bilo kojeg iznosa i u
projekte Ps i Py. U projekt Py moZe se investirati pocetkom druge godine i 1 kn uloZena
u taj projekt donosi 1.9 kn krajem pete godine. Projekt Py pocinje pocetkom pete godine
i za svaku kunu uloZenu pocetkom pete godine dobiva se 1.3 kn na kraju pete godine.
Formulirajte navedeni problem kao problem linearnog programiranja tako da za kriterij
optimalnosti uzmete maksimalni akumulirani iznos na kraju pete godine te ga rijesite
primjenom Mathematica naredbe LinearProgramming.

Rjesenje. Neka su

xjj- iznos (u kunama) koji se ulaze u projekt P; na pocetku j-te godine, i =
1,2,3,4,j=1,2,3,4,5

x5j- iznos (u kunama) neiskoristenih sredstava za investiranje na pocetku
j-te godine, j =1,2,3,4,5
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1. godina 2. godina 3. godina 4. godina 5. godina
Projekt Py | 0811 Déﬂﬁgﬂiu D})ﬂigl&;u D})ﬂﬁgﬁim Dobit 1.4¥14
Projekt P, 05 %2 gz Dgll?tglézin Dobit 1.7x2; Dobit 1.7xp3
Projekt P3 Ulog x3 - Dobit 1.9x3,
Projekt P4 —— D})jlliotg]?;%
Ostatak X51 X52 X53 X54 55

Tablica 2.2: Ulaganja na pocetku i dobit na kraju svake godine te ostatak neinves-
tiranih sredstava

Odgovarajuci problem linearnog programiranja je (vidi Tablicu 2.2)

1.4x14 +1.7x03 +1.9x3p + 1.3x45 + x55 —

uz uvjete

X11+ X1 +X51 =
X1+ X2+ X320+ X520 =

X13 + X23 + X53

X14 + X54
X45 + X55

xlj
XQ]‘
X31
X44

VIV IV IV IV

X5j

max

2000

X51

1.4x11 + x5

1.4x1p + 1.7x21 + x53
1.4x13 + 1.7x20 + x54
0,j=1,23,4
0,j=123

0,

0,

0,j=1,23,45

Optimalno rjesenje glasi: xj; = 2000, xj3 = 2800, x}5 = 3920, z* = 5096.

Zadatak 2.11. Promatrajmo cestu podijeljenu na n podrucja osvijetljenu s m lampi.
Neka p; oznacava snagu j-te lampe. Osvijetljenost I; i-tog podrucja na cesti je Z]’.”Zl aijp;

gdje su a;; poznati koeficijenti. Neka je 17 Zeljena osvijetljenost i-tog podrucja. Zelimo
odabrati snage lampi p; tako da vektor osvijetljenja I = (I, ..., I,) bude to blize Zelje-
nom vektoru osvjetljenja I* u smislu Iy norme. Napisite odgovarajuéi problem linearnog
programiranja.

Zadatak 2.12. NekajeD = {x € R" : a]x > b;, i = 1,...,m}, gdje su a; € R"
teb; € R, i = 1,...,m. Odredite srediste kruga najveceg moguceg polumjera koji se
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moZe upisati u skup D. PokaZite da se ovaj problem moZe svesti na problem linearnog
programiranja. Napravite Mathematica modul kojim éete na osnovi zadanih a; € R"
teb; € R, i =1,...,m primjenom naredbe RegionPlot prikazati skup D te primjenom
naredbe LinearProgramming rijesiti problem. Testirajte modul na primjeru skupa

D= {(x1,x2) €ER*: —x; —3xp > —1, —3x; —x2 > =2, x1 > 0, xp > 0}.



POGLAVLJE
Geometrija linearnog programiranja

U ovom poglavlju definirat ¢emo osnovne pojmove geometrije linearnog progr-
miranja te dokazati neke tvrdnje koje ¢e nam biti potrebne prilikom konstrukcije
algoritma za rjeSavanje problema linearnog programiranja. Kao $to smo vidjeli
u prethodnom poglavlju, problem linearnog programiranja specijalni je slucaj
problema uvjetne optimizacije kod kojeg su funkcija cilja te funkcije uvjeta line-
arne. Pokazat éemo da osim toga problem linearnog programiranja ima posebno
svojstvo zbog kojeg se ubraja u tzv. konveksne optimizacijske probleme. Zato
¢emo u ovom poglavlju posebnu ¢emo paznju posvetiti konveksnim funkcijama
i njihovim svojstvima.

3.1 Definicija i jedno svojstvo konveksne funkcije

Na pocetku se prisjetimo definicije tocke lokalnog i globalnog minimuma funk-
cijef: P =R, PCR"

Definicija 3.1. Funkcija f : P — R, P C R" u tocki x* € P postiZe lokalni
minimum na P ako postoji p > 0 takav da je

f(x*) < f(x), za svaki x € K(x*,p) NP,

gdje je K(x*,p) = {x € R" : ||x — x*|| < p}. KaZemo da funkcija f u x* € P postize
globalni minimum na P, ako vrijedi

) < f(),

za svaki x € P.

43
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Postupak traZenja tocke globalnog minimuma funkcije f : P -+ R, P C R”"
opcenito predstavlja vrlo teZak i numericki zahtjevan zadatak. Iz tog razloga
umjesto odredivanja tocke u kojoj se postize globalni minimum funkcije, pri-
mjenom neke lokalne optimizacijske metode ¢esto puta trazimo toc¢ku u kojoj se
postize lokalni minimum funkcije.

Pretpostavimo da promatramo funkciju f : P —+ R, P C R" koja postize
lokalni minimum u nekoj tocki iz skupa P. U okviru ovog odjeljka analiziramo
svojstvo specijalnih funkcija koje imaju svojstvo da tocka lokalnog minimuma,
koja je odredena nekom lokalnom optimizacijskom metodom, ujedno predstav-
lja tocku globalnog minimuma te funkcije. U tu svrhu najprije podsjeti ¢emo se
nekih pojmova.

Definicija 3.2. Za skup P C R" kaZemo da je konveksan ako za svaki x,y € P i za
svaki A € [0,1] vrijedi Ax+ (1 — A)y € P (vidi Sliku 3.1).

(a) konveksan skup (b) nekonveksan skup

Slika 3.1: Konveksan i nekonveksan skup

Definicija 3.3. Neka su x; € R" vektori te A; € [0,1],i = 1,...,k realni brojevi
takvi da je Z?:l A; = 1. Vektor Zi'(:l Aix; zovemo konveksna kombinacija vektora
Xi,i: 1,...,k.

Definicija 3.4. Neka je P C R" konveksan skup. Za funkciju f : P — R kaZemo da
je konveksna (vidi Sliku 3.2) na P ako za svaki x,y € P i svaki A € [0,1] vrijedi

fAx+ (1 =A)y) SAf(x)+ (1 =A)f(y).

Za funkciju f : P — R kaZemo da je konkavna na P ako za svaki x,y € P i svaki
A € [0,1] vrijedi

fAx+ (1 =A)y) = Af(x) + (1= A)f(y)-
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Uocimo da je f konveksna na P onda i samo onda ako je — f konkavna na P.

Primjer 3.1. Zadani su ¢ € R" ted € R. Afina funkcija f : R* — R zadana
formulom f(x) = ¢'x + d je istovremeno konveksna i konkavna na R". Zaista, za
svaki x,y € R" i za svaki A € [0, 1] vrijedi

fAx+ (1 =A)y) =" (Ax+ (1= A)y) +d = Af(x) + (1= V)f(y)-
Specijalno je i linearna funkcija x — ¢! x istovremeno konveksna i konkavna.

Primjer 3.2. Zadani su ¢; € R", ted; € R, i = 1,...,m. PokaZimo da je funkcija
f: R" — R zadana formulom f(x) = _max {cIx 4 d;} konveksna na R". Zaista,
i=1,....m

za svaki x,y € R" i za svaki A € [0, 1] vrijec/i%

fAx+(1-A)y) = .rgla?fm{CF(AX+(1*/\)y+di)}

i=1,..

= max {A(c/x+d;) + (1= A)(c]y+di)}
< max {Ac/x+d;)}+ max {(1-2)(c]y+di)}
= M)+ A =N)f(y)

Primjedba 3.1. Analogno kao u Primjeru 3.2, moZe se pokazatidaakosu fi,..., fi :
P — R, P C R" konveksne, onda je funkcija f : P — R zadana formulom

f(x) = if‘lf.’fm{fl (), ees fu(x)},

konveksna na P.

Primjedba 3.2. Moze se pokazati (vidi primjerice [1]) da je funkcija f konveksna
onda i samo ako je podrudje iznad grafa funkcije f konveksan skup. Sli¢no, funk-
cija f je konkavna onda i samo ako je podrudje ispod grafa funkcije f konveksan
skup (vidi Sliku 3.2).

Na kraju odjeljka navodimo i dokazujemo teorem koji opisuje jedno vazno
svojstvo konveksnih funkcija. Ovo svojstvo ima posebno veliku vaznost u po-
drudju optimizacije.

Teorem 3.1. Neka je f : P — R konveksna funkcija definirana na konveksnom skupu
P C R". Ako funkcija f u x* € P postize lokalni minimum, onda je x* ujedno i tocka
globalnog minimimuma funkcije f na skupu P.
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(a) konveksna funkcija (b) konkavna funkcija

f(Ax+ (1=N)y)

/ Af(x) + (1= N)f(y) N

M(x) + (1= N)f(y)
f(Ax+ (1=A)y)

X F(I=Ny Y X M+(-Ay vy

Slika 3.2: Konveksna i konkavna funkcija

Dokaz. Neka je p > 0 takav da je f(x*) < f(y) zasvakiy € P NK(x* p)
Pretpostavimo da je x € P proizvoljan vektor za kojeg vrijedi x # x*i A € (0,1]
te definirajmo y(A) = Ax + (1 — A)x*. Kako je P konveksan, slijedi y(A) € P.
Definirajmo je A := min{1, p||x — x*||~'}. Za svaki A € (0, Ag] vrijedi

[y(A) =x*[ = f[Ax+ (1 = A)x" = x| = [A[|x = x| < Aol [x =x*]| < p,

odnosno y(A) € P NK(x*,p).
To zna¢ida za A € (0, Ag] vrijedi

fFOE) < fy(A) = fFAx+ (1 = A)x) < Af(x) + (1= A)f(x7),
odakle slijedi da je f(x*) < f(x), za svakix € P.

3.2 Poliedar u R". Ekstremna tocka, vrh i bazi¢no
dopustivo rjeSenje

U ovom odjeljku navodimo geometrijska svojstva dopustivog skupa problema
linearnog programiranja.

Definicija 3.5. Nekasu A € R™*", b € R™. Skup
{xeR":Ax>Db} CR"

zovemo poliedar u R".
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Uo¢imo da je skup {x € R" : Ax = b,x > 0} takoder poliedar kojeg ¢emo zvati
poliedar u standardnom obliku. Naime, vrijedi

{xeR":Ax=b, x>0} = {xeR":Ax>b&— Ax> —b&x > 0}

oew [ 4] )

—A
Definicija 3.6. Nekasua; € R",a; #0ib; € R.
1) Skup {x € R" : a]x = b;} zovemo hiperravnina u R" s vektorom normale a;.

I

2) Skup {x € R" : alx > b;} zovemo poluprostor u R".

Propozicija 3.1. Vrijede sljedece tvrdnje:
a) Poluprostor u R" je konveksan skup.
b) Presjek od konacno mnogo konveksnih skupova je konveksan skup.

c) Poliedar u R" je konveksan skup.

Dokaz.

a) Nekaje 7 = {x € R" : alx > b;} dani poluprostor te neka su x,y € 7
iA € [0,1]. Tadaje al (Ax+ (1 —A)y) = Aalx+ (1 —A)aly > Ab; +
(1-A)b; = b;. Kakosux,y € mte A € [0,1] proizvoljni, slijedi da je 7t
konveksan skup.

b) Dokazimo tvrdnju najprije za dva konveksna skupa S; i Sp. Pretpostavimo
51N Sy # @D (akoje S1 NSy = @, tvrdnja slijedi trivijalno jer je @ konveksan
po definiciji) inekasux,y € S; N S,. Tadaslijjedidasux,y € S1ix,y € S».
Kako su prema pretpostavci S; i Sy konveksni, slijedi da za svaki A € [0, 1]
vrijedi Ax+ (1 —A)y € S;iAx+ (1 —A)y € S, odnosno Ax + (1 —A)y €
51N Sy. Tvrdnja se za kona¢no mnogo konveksnih skupova moze dokazati
metodom matematicke indukcije.

c) Kako je poliedar presjek od kona¢no mnogo poluprostora, sukladno tvrd-
nji b) slijedi da je i on konveksan.

O
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Definicija 3.7. Neka je P poliedar u R". Vektor x € ‘P je ekstremna tocka poliedra
P ako ne postoje y,z € P,y # x & z # xiskalar A € [0,1] takvi da je x =
Ay +(1—A)z.

Sukladno definiciji, ekstremna tocka poliedra je ona tocka poliedra koja se
ne moZe prikazati kao netrivijalna konveksna kombinacija tocaka iz poliedra.
Geometrijski gledano (vidi Sliku 3.3), to znaci da je ekstremna to¢ka ona tocka
poliedra koja se ne nalazi na nekom segmentu koji je sadrzan u poliedru.

Slika 3.3: x je ekstremna tocka poliedra, dok u i v nisu ekstremne tocke jer se
mogu prikazati kao netrivijalna konveksna kombinacija to¢aka iz poliedra

Definicija 3.8. Neka je P poliedar u R". Vektor x € P je vrh poliedra ‘P ako postoji
vektor ¢ € R" takav da je ¢'x < ¢y zasvakiy € P,y # x.

S geometrijskog stajalista vrh poliedra je ona tocka za koju mozemo odrediti

hiperravninu kroz tu tocku sa svojstvom da se sve tocke poliedra, izuzev vrha,
nalaze s iste strane te hiperravnine.

X2

Slika 3.4: x; i x2 su vrhovi poliedra, u i v nisu vrhovi poliedra
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Definicija 3.9. Neka je P poliedar u IR" zadan na sljede¢i nacin:

alx > b;, i € M

1

alx < b,ieM

1

aiTx = b, i € Ms.

Ako za vektor x* € R" vrijedi da je al-Tox* = bj, za neki ip € My, My ili M3, onda
kazemo da je uvjet s indeksom iy aktivan uvjet u vektoru x*.

Primjer 3.3. Neka je x* = [1,0,0]" i neka su dani uvjeti

X1 —xp—x3 = 1 (3.1)
x1 > 0 (3.2)
X <0 (3.3)
x3 > 0. (3.4)

Uvjeti (3.1), (3.3) i (3.4) su aktivni u vektoru x*.

Nekajex* € R"iI = {i: alx* = b;} skup indeksa aktivnih uvjeta u vektoru x*.
Uocimo da su sljedece tri tvrdnje ekvivalentne:

1) Skup {a; : i € I} sadrzi n linearno nezavisnih vektora.

2) Potprostor razapet vektorima a;, i € I jednak je R".

3) Sustav linearnih jednadzbi a]x = b;, i € I ima jedinstveno rjeenje.
Definicija 3.10. Neka je P poliedar u IR" zadan na sljedec¢i nacin:

a-Tx > b, i€ M

1

alx < b, i€ M,

a:»T X = bj,i€ Ms
tenekaje I = {i € My UM, UMs : alx* = b;} skup indeksa aktionih uvjeta u
vektoru x* € R".
a) Za vektor x* € R" kazemo da je bazi¢no rjesenje ako su
i) svi uvjeti koji sadrze jednakosti aktivni u x*

ii) skup {a; : i € I} sadrZi n linearno nezavisnih vektora.

b) Bazicno rjeSenje x* € R" koje zadovoljava sve uvjete zovemo bazicno dopustivo
rjesenje.
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Primijetimo da je bazi¢no dopustivo rjeSenje x* sadrzano u poliedru.

Primjer 3.4. Poliedar P C R® zadan je na sljedeci nacin:

X1+x4+x3 = 1 (3.5)
x1 > 0 (3.6)
X > 0 (3.7)
X3 > 0. (38)

a) Neka je e; = [0,0, 1)7. Uvjeti (3.5), (3.7) i (3.8) aktivni su u eq, dok uvjet (3.6)
nije aktivan u eq. Kako je uvjet (3.5) koji sadrZi jednakost aktivan u ey te kako su
vektori [1,1,1)7, [1,0,0]T i [0,1,0]" linearno nezavisni, ey je bazicno rjesenje.
Takoder, kako vektor eq zadovoljava uvjet (3.6), eq je bazicno dopustivo rjesenje.

b) Sli¢no kao u a) moZe pokazati da su e; = [0,1,0]T i e3 = [0,0,1]T bazicna
dopustiva rjeSenja.

T
c) Neka je x* = [%, %, %] . Jedino je uvjet (3.5) aktivan u vektoru x*, prema tome
x* nije bazi¢no rjesenje.

d) Neka je x* = [0,0,0]T. Uvjeti (3.6), (3.7) i (3.8) aktivni su u x*, no uvjet (3.5)
koji sadrZi jednakost nije aktivan u x* te stoga x* nije bazicno rjesenje. Kada bismo
uvjet (3.5) zamijenili s dva uvjeta x1 + xp + x3 < 1ix7 + x2 + x3 > 1, onda x*
postaje bazicno rjesenje. 1z ovog zakljucujemo da definicija bazicnog rjesenja ovisi
o reprezentaciji poliedra.

Sljedeci teorem opisuje vezu izmedu ekstremne tocke, vrha i bazi¢nog dopusti-
vog rjesenja.

Teorem 3.2. Neka je P poliedar i neka je x* € P. Sljedece su tri turdnje ekvivalentne
1) x* je vrh poliedra.
2) x* je ekstremna tocka poliedra.
3) x* je bazicno dopustivo rjesenje.
Dokaz. Neka je poliedar P C R” zadan na sljede¢i nacin

alx* > b,ie M (3.9)

1

alx* = b;, i€ M. (3.10)

1

Dokaz teorema provest ¢emo tako da pokaZemo sljedece tri tvrdnje:
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i) Ako je x* je vrh poliedra, onda je x* ekstremna tocka poliedra;
ii) Ako je x* ekstremna tocka poliedra, onda je x* bazi¢no dopustivo rjesenje;
iii) Ako je x* bazi¢no dopustivo rjeSenje, onda je x* vrh poliedra.

Dokaz tvrdnje i). Kako je x* vrh poliedra, postoji vektor ¢ takav daje ¢’ x* <
c'x, za svaki vektor x € P, x # x*. Pretpostavimo da vektor x* nije ekstremna
tocka poliedra, tj. da se moZze napisati u obliku

T

x"=Ay+(1—-A)z, (3.11)

gdjesu A € [0,1],y,z € P takvidajey # x* te z # x*. Prema uvjetu tvrdnje je
cI'x* < cTy te ¢'x* < ¢Tz. Imamo

It = Adx* + (1 - A)cIx*
< Aly+(1-2A)cz
= (Ay+(1-2)z),

Sto je u kontradikciji s (3.11).

Dokaz tvrdnje ii). Pretpostavimo da x* € P nije bazi¢no dopustivo rjeSenje
te dokaZimo da x* nije ekstremna tocka poliedra. Kako x* € P nije bazi¢no
dopustivo rjeSenje, broj linearno nezavisnih vektora a;, i € I, gdjeje I = {i €
M; UM, : alx* = b;} manji je od n. Dakle, potprostor razapet skupom vektora
{a; : i € I} je pravi potprostor od R" pa postoji vektor d € R”" takav da je
al'd = 0zasvakii € I.

Neka je ¢ > 0. Definirajmo vektore y = x* + ed te z = x* — ed. Uo¢imo da
zai € [ vrijedi

aly=al (x" +ed) =a/x" +eald = a/x" = b;.
Akojei ¢ I, ondaje alx* > b; te
aly=ax"+¢ea'd>b;+ead. (3.12)

Pretpostavimo li da je a’d > 0, iz (3.12) slijedi da je ay > b;. Ako je s druge
strane a’d < 0, odaberimo ¢ > 0 tako da je

b; — aiTx*

e <
ald

Za tako odabranie > Oizai ¢ I vrijedia]y > b;. Zaklju¢ujemo dajey € P.
Sli¢no, moze se pokazatidajez € P.
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Konaéno, uogimo da je x* = 3 (y +z), §j.x* napisali smo kao konveksnu
kombinaciju vektora y i z, tj. x* nije ekstremna tocka poliedra P.

Dokaz tvrdnje iii). Neka je x* bazi¢no dopustivo rjesenje te I = {i : alx* =
bj} skup aktivnih indeksa u x*. Definirajmo vektor ¢ = ) _ a;. Pritom vrijedi

icl
JIx* =Y alx* =Y b
i€l i€l
Za proizvoljni x € P imamo
x = ZaiTx > Zbi =c'x*, (3.13)

iel iel

odakle slijedi da je x* rjeSenje problema linearnog programiranja

¢’x — min
uz uvjet
x € P.

Pritom jednakost u (3.13) vrijedi onda i samo onda akoje al x = b;, za svakii € I.
Kako je x* bazi¢no dopustivo rjeSenje, broj linearno nezavisnih vektora a;, i € I
koji su aktivni u x* jednak je n pa sustav al x = b;, i € I ima jedinstveno rjeenje,
a to je upravo x*.

Na taj na¢in dokazali smo da postoji vektor c takav daje ¢?x* < c’x za svaki
x # x*,x € P, odnosno da je x* vrh poliedra P. O

3.3 Geometrijski prikaz poliedra u standardnom
obliku

U ovom kratkom odjeljku opisat ¢emo moguci geometrijski prikaz poliedra u
standardnom obliku. U tu svrhu pretpostavimo da je poliedar

P={xeR":Ax=b,x >0}, Ac R"",becR"

zadan u standardnom obliku, pri ¢emu je m < n. Takoder pretpostavimo da je
matrica A punog ranga, odnosno da je rang(A) = m. Poslije ¢emo pokazati da
ovo ogranicenje ranga ne predstavlja smanjenje opéenitosti. Sukladno definiciji
poliedra u standardnom obliku, poliedar ¢ini skup svih vektora x > 0 koji za-
dovoljavaju sustav jednadzbi Ax = b. Geometrijski gledano to znaci da skup
svih rjeSenja sustava jednadZzbi Ax = b razapinje n — m dimenzionalni potpros-
tor od R". Akoje n —m = 2, onda poliedar moZemo prikazati kao na Slici 3.5,
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pri ¢emu stranice poliedra odgovaraju uvjetima x; = 0,i = 1,...,n. Ovakav
geometrijski prikaz poliedra bit ¢e koristan u vizualizaciji metode za rjeSavanje
problema linearnog programiranja.

Slika 3.5: Prikaz poliedra u standardnom obliku za n —m =2

3.4 Konstrukcija bazi¢nog dopustivog rjeSenja

Ako je x* bazi¢no dopustivo rjeSenje, onda x* zadovoljava sustav linearnih
jednadzbi

Ax* =b (3.14)

te uvjete nenegativnosti

x* > 0. (3.15)

Uoc¢imo da uvjeta nenegativnosti (3.15) ima 7, dok sustav linearnih jednadZzbi
sadrzi m jednadzbi. Prema definiciji bazi¢nog dopustivog rjesenja treba postojati
n linearno nezavisnih uvjeta, koji su aktivni u vektoru x*. To znaci da moraju
biti zadovoljeni svi uvjeti u (3.14), a da medu uvjetima iz (3.15) treba biti n — m
aktivnih, odnosno da n — m komponenti vektora x* treba biti jednako 0.

Sljedeéim primjerom ilustrirat ¢emo mogucu konstrukciju bazi¢nog dopus-
tivog rjesenja.
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Primjer 3.5. NekajeP = {x € R®: Ax =b,x > 0}, gdjesu A = { an - dn ]
a1 ax a3

ib = [by,by]" terang(A) = 2. Odnosno, x € P ako je

ay1x1 +apxe +axs = b

ax1x1 +anxy +axsxs = b
X1 Z 0
X2 Z 0
X3 > 0.

Kako je ovdje m = 2 te n = 3 u svrhu odredivanja bazicnog dopustivog rjeSenja
x* € R3, potrebno je n —m = 1 uvjet s nejednakosti uciniti aktivnim. Primjerice,
stavimo da je x; = 0. U tom slucaju ostale komponente vektora x* = [0, x5, x3]T mo-
raju zadovoljavati sustav jednadzbi

appxy +apxs = by
axnxy +axpxs = by,

a2 413
az a3

-1
l=la ] el
x3 ax a3 by
Pokazimo da je ovako dobiveno rjesenje bazicno. U tu surhu treba jos dokazati da su
tri vektora [a11, 12, a13)", a1, ax, 423" te [1,0,0]7, koji odreduju aktivne uvjete line-

arno nezavisni. Primijetimo da ako vektor [1,0,0]T napisemo kao linearnu kombinaciju
preostalih, dobivamo

odakle uz pretpostavku da je matrica B = [ ] reqularna, slijedi

1 = Man + Axan
0 = )\1{112 + Azazz
0 = A3+ Aans.

Zbog regularnosti matrice B slijedi Ay = Ay = 0, odnosno vektori [a11,a12, a13]T,
[a21, a2, a3 T te [1,0,0]T su linearno nezavisni. To znaci da je x* = [0, x3, x3]T ba-
zitno rjesenje. Ako uz to vrijedi x5 > 0 te x5 > 0, onda je x* = [0,x3, x3]T bazicno
dopustivo rjesenje.

Prethodni primjer pokazuje da je regularnost matrice B bila klju¢na u kons-
trukciji bazi¢nog rjeSenja. Analognom analizom koju smo proveli u primjeru
moZe se pokazati sljedeéi opcenitiji teorem.
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Teorem 3.3. Neka P = {x € R" : Ax = b, x > 0}, gdjesu A € R"™", b € R"
te matrica A punog ranga. Vektor x € R" je bazicno rjesenje onda i samo onda ako je
Ax = b te ako postoje indeksi B(1), ..., B(m) takvi da vrijedi

a) Stupci Apy), ..., Ap(,) matrice A su linearno nezavisni.

b) Akojei ¢ {B(1),...,B(m)}, ondaje x; = 0.

Na osnovi prethodnog teorema proizlazi postupak za konstrukciju bazi¢nog
rjeSenja.

Postupak za konstrukciju bazi¢nog rjesenja

1. Odabrati m linearno nezavisnih stupaca Apy), ..., Ag(,) ma-
trice A.

2. Staviti x; = 0 za svaki indeks i ¢ {B(1),...,B(m)}.
3. Rijesiti sustav Bxg = b, gdje su

¥B(1)
B=[Apq) App ~* Apwm) ], xp= :
YB(m)

4. Vektor x = [x1,...,x,]T sa svojstvom

o { 0, j&{BA)... B(m)}
J xp(i), | = B(i)

je bazi¢no rjeSenje.

Pritome xp(q), ..., Xp(,) zovemo bazi¢ne varijable, vektore Ap (1), Ap(z), . .-, Ap(m)
zovemo baziéni vektori, B(1),...,B(m) zovemo bazi¢ni indeksi, dok matricu
B zovemo matrica baze. Ako bazi¢no rjeSenje x ima svojstvo x > 0, onda je x
bazi¢no dopustivo rjeSenje.
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Primjer 3.6. Zadan je poliedar u standardnom obliku P = {x € R” : Ax = b,x >
0}, gdje su

-1 2 11000 1
0 -230100 2
A= 3 0 000T1O0]|" b= 3
0 2 00001 4

i) Uocimo da su stupci Ay, As, Ag i Ay matrice A linearno nezavisni te ih moZemo
odabrati za bazicne vektore. U svrhu odredivanja bazicnog riesenja definiramo
matricu baze

0

0
B= 1
0

SO O
SO = O
_ o o O

te rjeSavamo sustav Bxg = b, odakle je xg = b = [1,2,3,4] T odnosno x =
[0,0,0,1,2,3, 4]T je bazicno rjeSenje. Takoder, zbog x > 0, vektor x je bazicno
dopustivo rjesenje.

ii) Stupci A1, As, Ag i Ay su linearno nezavisni te ih takoder moZemo odabrati za
bazicne vektore. Pri tome pripadna matrica baze glasi

-1 000
0 100
B= 3 010"
0 001
odakle slijedi da je xg = B~'b = [—1,2,6,4]T, odnosno bazicno rjesenje je
x = [-1,0,0,0,2,6,4]". Uocimo da x nije bazicno dopustivo rjesenje.

MoZe se pokazati da u zapisu poliedra u standardnom obliku
P={xeR":Ax=b,x >0}, A€ R"" b eR",

pretpostavka da je rang(A) = m, nije ogranicenje. Preciznije, moZe se dokazati
sljedec¢i teorem.

Teorem 3.4. Neka je P = {x € R" : Ax = b,x > 0} neprazni poliedar pri cemu
su A € R™" b € R™. Pretpostavimo da su aiT, i = 1,...,m redci matrice A,
rang(A) =k < mteda suredcial, j =1,...,k linearno nezavisni. Neka je
]
ATy T, _
Q = {X S RT’[ . al]x = bl‘_l,. ..,aikx == bik’x 2 0}

poliedar u R™. Onda je P = Q.
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3.5 Degeneracija

Podsjetimo se definicije bazi¢nog rjesenja. Akoje P = {x € R" : alx > b;, i €
My, a]x = b;, i € My} poliedar, onda za vektor x € R" kazemo da je bazi¢no
rjeSenje ako

i) su svi uvjeti iz P koji sadrZe jednakosti aktivni u x,

ii) skup vektora a;, koji odreduju aktivne uvjete u x sadrzi n linearno neza-
visnih vektora.

Primijetimo da se za bazi¢no rjeSenje x moZze dogoditi situacija u kojoj skup
vektora a; koji odreduju aktivne uvjete sadrzi viSe od n vektora, samo Sto ih to¢no
n mora biti linearno nezavisnih. Za takvu situaciju uvodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 3.11. Neka je P = {x € R" : aiTx >b;,i € Ml,aiTx =1b;i € Mp}

neprazan. Za bazicno rjesenje x € IR" kaZemo da je degenerativno ako je vise od n
uvjeta aktivno u x.

Primjer 3.7. Neka je poliedar P zadan sa sljedec¢im uvjetima

x14+x < 6 (3.16)

xp—x3 > 0 (3.17)

x1 > 0 (3.18)

x >0 (3.19)

x3 > 0 (3.20)

a) Uocimo da je vektor x* = [0,6,6]T bazicno dopustivo rjesenje. Naime, uvjeti

(3.16), (3.17) i (3.18) aktivni su u x* i ima ih toc¢no tri. Pri tome su odgovarajuci
vektori linearno nezavisni. Osim toga vektor x* zadovoljava sve uvjete. Dakle,
vektor x* je nedegenerativno bazicno dopustivo rjesenje.

b) Vektor x* = [6,0,0] je takoder bazicno dopustivo rjesenje, jer su uvjeti (3.16),
(3.17) i (3.19) aktivni u x*. Pripadni vektori su linearno nezavisni. Takoder,
uocimo da vektor x* zadovoljava sve uvjete te je stoga bazicno dopustivo rjeSenje.
Medutim, lako se vidi da je i uvjet (3.20) takoder aktivan u x*, odakle slijedi da pos-
toje Cetiri aktivna uvjeta u x*, odnosno da je x* degenerativno bazicno dopustivo
rjesenje.

Posebno definiramo pojam degeneracije za poliedar u standardnom obliku.



58 Geometrija linearnog programiranja

Definicija 3.12. Neka je
P={xeR":Ax=Db,x >0}, A € R"*",b € R"

poliedar u standardnom obliku te neka je x bazicno rjesenje. Vektor x je degenerativno
bazicno rjesenje ako je vise od n — m komponenti vektora x jednako 0.

X4:0

degenerativno bazi¢no dopustivo rieSenje —

X5:0

Slika 3.6: Degenerativno bazi¢no dopustivo rjeSenje kod poliedra u standarad-
nom oblikuzan —m = 2

Primjer 3.8. Zadan je poliedar u standardnom obliku P = {x € R° : Ax = b,x >

0}, gdje su
11 0 1 0 6
A= 01—10—J'b{d'

Uocimo da za bazicne stupce moZzemo odabrati vektore Ay, As. Odgovarajuce bazicno
rjesenje (koje je ujedno i dopustivo) glasi x = [0,0,0,6,0]T. Kakojen —m = 3 a

4 komponente vektora x su jednake 0, slijedi da je x degenerativno bazicno dopustivo
rjesenje.

Primjer 3.9. Zadan je poliedar P = {[x1,x2,x3]T : x1 +x2 = 6,x —x3 = 0, x1, X2, X3 >
0} u standardnom obliku. Uocimo da jem = 2in = 3, ten —m = 1. Odredimo sva
bazicna dopustiva rjeSenja. Odgovarajuca matrica A i vektor b glase

11 0 oo
A—{011} b =[6,0]".

Imamo tri mogucnosti:
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a) Akoje B = [ (1) } ], onda je bazicno dopustivo rjesenje x = [6,0,0]7, koje je
degeneritvno.
b) Ako je B = { (1) _01 }, onda je bazicno dopustivo rjesenje opet x = [6,0,0]7,

koje je degenerativno.

c) Akoje B = } , onda je bazi¢no dopustivo rjesenje x = [0,6,6]7, koje je

10

1 -1
nedegenerativno.

Primijetimo da poliedar P moZemo zapisati na sljedeci nacin

7) = {[x1/x2/x3]T - X1 +x2 = 6,x2—x3 = 01x1/x3 Z 0}

Vektor x* = [6,0,0]T u ovom zapisu poliedra postaje nedegenerativno bazicno dopustivo
riesenje. Zakljucujemo da svojstvo degenerativnosti ovisi o zapisu poliedra.

3.6 Egzistencija ekstremne tocke

Definicija 3.13. KazZemo da poliedar P C R" sadrzi pravac ako postoji vektor x € P
te vektor d € R \ {0} takav da je x + Ad € P za svaki realni broj A.

-

/’;/x:)\d/
 _

Slika 3.7: Poliedar koji sadrZi pravac

Teorem 3.5. Neka je P = {x € R" : al.Tx > b, i =1,...,m} neprazan. Onda su
sljedece turdnje ekvivalentne:

a) Poliedar P ima barem jednu ekstremnu tocku.
b) Poliedar P ne sadrZi pravac.

¢) Medu vektorima aq, ..., a, ima n linearno nezavisnih.
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Dokaz. Konstrukcija dokaza je takva da pokazujemo tri implikacije b) = a),
a)=c)ic)=b).

Ako poliedar P ne sadrzi pravac, onda poliedar P ima barem jednu eks-
tremnu tocku.

Pretpostavimo da poliedar P ne sadrZi pravac. Nekajex € Ptel = {i :
al'x = b;}, skup indeksa uvjeta koji su aktivni u vektoru x. Ako medu vektorima
a;, 1 € I ima n linearno nezavisnih, onda je prema definiciji x bazi¢no dopustivo
rjeSenje, odnosno ekstremna tocka poliedra P te smo prema tome pokazali da
poliedar P ima ekstremnu tocku.

Nadalje pretpostavimo da medu vektorima a;, i € I ima k, k < n linearno
nezavisnih. Onda vektori a;, i € I razapinju pravi potprostor od R" pa postoji
vektor d € R"\ {0} takav daje a’d = 0,7 € I. Promatrajmo pravac x + Ad,
gdje je A € R. PokaZimo da svi uvjeti koji su aktivni u vektoru x ostaju aktivni i
u vektoru y koji leZi na pravcu x 4+ Ad. Zaista

al (x+Ad) =alx+Aafd=b,icl

S obzirom na to da prema pretpostavci poliedar P ne sadrZi pravac, postoji
A* € Rteindeks j ¢ I, takav da je ajT(x + A*d) = b;. Na taj nadin odredili smo
uvjet koji je aktivan u vektoru x + A*d. Kako j ¢ I, vrijedi a]-Tx # bj te je stoga
ade # 0. Dokazimo da vektor a; ne mozemo napisati kao linearnu kombinaciju
vektora a;, i € I. Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoje skalari A; € R takvi

daje
a]' = Z/\,‘a,',
il
odnosno 0 # ade = Yicr )\iade = 0, odakle slijedi da su vektori a; te a;, i € I
linearno nezavisni.

Zaklju¢ujemo da postoji k + 1 linearno nezavisnih vektora koji odreduju ak-
tivne uvjete u vektoru x 4+ A*d. Opisani postupak nastavljamo dok ne dodemo
do vektora x* € P koji ima svojstvo da postoji  linearno nezavisnih vektora koji
odreduju aktivne uvjete u vektoru x*. Dobiveni vektor x* je bazi¢no dopustivo
rjeSenje ili ekstremna tocka poliedra.

Ako poliedar P ima barem jednu ekstremnu tocku, onda medu vektorima
ai,...,a; ima n linearno nezavisnih.

Ova tvrdnja slijedi direktno iz ekvivalentnosti ekstremne tocke i bazi¢nog
dopustivog rjeSenja.

Ako medu vektorima ay, ..., a,; ima n linearno nezavisnih, onda poliedar
‘P ne sadrzi pravac.

Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti dasu ay, . . ., a, linearno ne-
zavisni vektori. Pretpostavimo da poliedar P sadrZi pravac, odnosno da postoji
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vektord # Otakavdajex+ Ad € P,zasvakiA € R, odnosnodaje al-T(x +Ad) >
bjzasvakii =1,...,n te svaki A € R. Kako je (aiTx —b;)+ /\ade > 0 za svaki
i=1,...,nisvaki A € R zaklju¢ujemo da je ade =0zasvakii =1,...,n. (Kad
bibilo a]d < 0, onda nejednakost (alx — b;) + Aa]d > 0 ne bi bila zadovoljena
za veliki A. Isto tako za a] d > 0 navedena nejdnakost ne bi bila zadovoljena za
po apsolutnoj vrijednosti velike A < 0). S obzirom da su vektoria;, i =1,...,n
linearno nezavisni slijedi d = 0, $to je u kontradikciji s pretpostavkom da poli-
edar P sadrZi pravac. O

Sljededi teorem pokazat ¢e da ako problem linearnog programiranja ima rje-
Senje te ako odgovarajudi poliedar ima ekstremnu toc¢ku, onda optimalno rjese-
nje problema linearnog programiranja treba traziti medu ekstremnim tockama
poliedra.

Teorem 3.6. Zadan je problem linearnog programiranja

'x — min
X

uz uvjet
x € P,

gdje je ‘P poliedar. Pretpostavimo da P ima barem jednu ekstremnu tocku te da pro-
blem linearnog programiranja ima optimalno rjesenje. Onda postoji optimalno rjesenje
problema linearnog programiranja koje je ekstremna tocka poliedra P.

Dokaz. Neka je Q skup svih optimalnih rjeSenja problema linearnog progra-
miranja. Sukladno pretpostavci Q # @. Pretpostavimo da je poliedar P oblika

P ={xecR":Ax > b}.

Takoder pretpostavimo da je optimalna vrijednost funkcije cilja jednaka v. U
tom je sluaju @ = {x € R" : Ax > b, ¢'x = v}. Nije tetko vidjeti da je
Q takoder poliedar. Ocigledno je @ C P. Kako prema pretpostavci P ima
ekstremnu toc¢ku, sukladno Teoremu 3.5, P ne sadrzi pravac pa ni Q takoder ne
sadrzi pravac. Zaklju¢ujemo da Q ima ekstremnu to¢ku. Neka je x* ekstremna
tocka od Q. Dokazimo da je x* ujedno ekstremna tocka od P. Pretpostavimo
suprotno tj. da postoje vektoriy,z € P,y # x*,z # x* te A € [0,1] takvi da je
x* = Ay + (1 —A)z. Ondaje

v=cx* =Acly+ (1-A)c"z (3.21)

Kako je v optimalna vrijednost funkcije cilja slijedi da je ¢’y > vte ¢’z > v, §to
zajedno s (3.21) povlaci da je ¢’y = ¢’z = v, odnosno dasuy,z € Q, §toje u
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kontradikciji s pretpostavkom da je x* ekstremna tocka poliedra Q. 0

Moze se pokazati opcenitija tvrdnja (vidi primjerice [2]).

Teorem 3.7. Zadan je problem linearnog programiranja

cIx — min
X

uz uvjet
x € P,

gdje je P poliedar. Pretpostavimo da ‘P ima barem jednu ekstremnu tocku. Onda je
vrijednost funcije cilja jednaka — oo ili postoji ekstremna tocka poliedra koja je optimalna.

3.7 Naivna metoda za rjeSavanje problema
linearnog programiranja

Ako pretpostavimo da problem linearnog programiranja

¢I'x — min

X
uz uvjet

x € P={xeR":Ax=b,x>0}

ima optimalno rjeSenje, onda je u svrhu njegovog odredivanja sukladno Teoremu 3.6
dovoljno odrediti skup svih ekstremnih to¢aka poliedra P. Ako je skup ekstrem-
nih tocaka neprazan, optimalno rjeSenje problema linearnog programiranja od-
govarat ¢e onoj ekstremnoj tocki za koju je vrijednost funkcije cilja najmanja.
Kako je broj mogucih bazi¢nih rjeSenja poliedra u najlosijem slucaju jednak je
(;), odmah je jasno da ovakav nacin rjeSavanja problema linearnog programi-
ranja u prakti¢nim situacijama nije efikasan.

Primjer 3.10. Zadan je problem linearnog programiranja

c¢x — min

X
uz uvjet

x € P={xeR™:xj+x,y;=1j=1..,nx>0i=1,..2n}

Uocimo da je poliedar ‘P napisan u standardnom obliku. U najlosijem slucaju broj nje-
govih ektremnih tocaka jednak je (27:1) Nije tesko vidjeti da je poliedar P nastao tako sto
smo poliedar

O={xeR":x;<1Lx;,>0,i=1,...,n}
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zapisali u standardnom obliku. Uocimo da je poliedar Q jedinicna hiperkocka s jednim
vrhom u ishodistu. Broj njegovih ekstremnih tocaka jednak je 2", sto je znacajno manje
od spomenutog najlosijeg broja ekstremnih tocaka koji iznosi (2:) Neovisno o tome,
u svrhu odredivanja optimalnog rjesenja problema linearnog programiranja potrebno je
izvrsiti velik broj izracunavanja vrijednosti funkcije cilje, koji je eksponencijalna funkcija
dimenzije prostora u kome se nalazi poliedar Q.

Slika 3.8: Poliedar Q zan =3

3.8 Zadaci

Zadatak 3.1. a) Nekasu fi,...,fn: R" = R, n € IN konveksne funkcije. Doka-
Zite da je tada i funkcija f(x) = max {fi(x)} konveksna.
i=1,..n

b) Nekajeh: R" — R konveksna funkcija, g: R — R konveksna monotono rastuca
funkcija. DokaZite da je tada i funkcija f = g o h konveksna.

c) Nekasu f;, i =1,...,n konveksne funkcijeicy,...,c, < 0. DokaZite da je tada
funkcija f(x) = Y14 ¢ifi(x) konkavna.

d) DokaZite da je funkcija f: R" — R definirana s
f(X) = X[ +X[2] + - +X[r], r<n

gdje je x(; i-ta najveca komponenta od x, konveksna.
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Rjesenje.
a) Nekasu fi,..., fo: R" — R konveksne funkcije. Tada je

f(Ax+ (1-A)y) ii?f‘.’_fn{ﬁ(/\x +(1-A)y)}
Jmax {Afi(x) + (1= A)fi(y)}
Al.gllf{?fnfi(X) +(1-2) igllf_affnﬁ-(y)
Af(x) + (1 =A)f(y),

pri ¢emu prva nejednakost slijedi iz konveksnosti funkcija f;.

IANIA

b) Nekaje h: R" — R konveksna funkcijai g: R — R konveksna monotono
rastuca funkcija. Tada je

fOx+(1-A)y) = glh(Ax+(1-A)y)
g(Ah(x) + (1 - A)h(y))
Ag(h(x)) + (1 - M)g(h(y))
AF(x) + (1= MF(y),

pri ¢emu prva nejednakost slijedi iz konveksnosti funkcije / i monotonosti
funkcije g, a druga nejednakost iz konveksnosti funkcije g.

IA A

¢) Nekasu fi,..., fu konveksne funkcijeicy,...,c; < 0. Ondaje

FOx+(1-A)y) = Y afiix+ (1 A)y)

2l
=

> Y a(Afi(x) + (1= A)fily))

1

= Af()+ (A =A)f(y),

pri ¢emu prva nejednakost slijedi iz konveksnosti funkcija f;icy,...,cn <
0.

Il
-

d) Primijetimo

f) = xp+xg+ g
= max{x; +x;, +-+x,:1<ip <ip <o <ip <}

Sada tvrdnja slijedi direktno iz a).
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Zadatak 3.2. Nekasu fi,..., fu funkcijes R" u Rinekaje f =Y ; fi.
a) Ako su funkcije f;, i = 1,...,n konveksne, dokaZite da je tada i f konveksna.
b) Ako su funkcije f;, i = 1,...,n konkavne, dokaZite da je tada i f konkavna.

c) DokaZite da obrati tvrdnji a) i b) ne vrijede.

Zadatak 3.3. Neka je S konveksan skup i f : S C R" — R. DokaZite da je f(Ax +
(1—-A)y) < max{f(x), f(y)}, VA € (0,1) ako i samo ako je skup S, = {x €
S: f(x) < a} konveksan za svaki « € R.

Rjesenje. Neka su x,y € S,. Tada vrijedi x,y € Si f(x) < a,f(y) < «, pa
onda i max{f(x), f(y)} < a.NekajeA € (0,1)iz = Ax+ (1 —A)y. Kakoje S
konveksan, slijedi dajez € Si f(z) < max{f(x), f(y)} < a, $to nadalje znaci
daje z € S,, odnosno da je S, konveksan skup.

Obratno, neka je S, konveksan za svaki # € R. Nekasux,y € SiA € (0,1)
te « = max{f(x), f(y)}. Tadasux,y € Sy, aondajeiz € Sy, paje f(z) <

max{f(x), f(y)}-

Zadatak 3.4. DokaZite da je jedinicna kugla u svakoj normi konveksan skup.

91
19
R? — R zadana formulom f(x) = %XTAX — bTx konveksna na R?. Odredite tocku u
kojoj se postiZe globalni minimum funkcije f. (Koristite karakterizaciju diferencijabilne
konwveksne funkcije.)

Zadatak 3.5. Neka su A = { ] teb = [3,4]". Pokazite da je funkcija f :

Rjesenje. Bududi daje Vf(x) = Ax — b i V?f(x) = A, slijedi da je f konveksna
ako i samo ako je A pozitivno semidefinitna matrica.

Kako je kg(A) = (A —8)(A —10), tj. svojstvene vrijednosti od A su ne-
negativne, f je konveksna. Nadalje, izjednacavanjem Vf(x) = 0, dobivamo
x* = A~1b = [23/80,33/80]". Kako je f konveksna, x* je tocka globalnog mi-
nimuma.

Zadatak 3.6. Neka je P C R" poliedar. DokaZite da niti jedna tocka x € intP ne
moZe biti ekstremna tocka poliedra.

Rjesenje. Neka je x € intP. Tada 36 > 0 tako da Yy € R” vrijedi ||y — x|| <
0=y € P.Nekajeu € R", |lul| =1, tey = x—l—%u,z = x—%u. Tada su
y,z € Pix = 1y + 1z, no to znadi da x ne moZe biti ekstremna to¢ka poliedra.
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Zadatak 3.7. Zadan je poliedar u standardnom obliku P = {x € R”: Ax = b, x >
0}, gdje su

17 220 501 7
A=]|1]03 50 212, b=|1
01 01 —40 3 2

Odredite tri razlicita bazicna rjeSenja i za svako provjerite je li vrh poliedra P.
Zadatak 3.8. Zadan je poliedar
7) = {[x1/x2/x3]T tX1— X2 = O,X] + X2 +ZX3 = 11x1/x21x3 2 O}

Odredite sva bazicna rjesenja i navedite bazicna dopustiva rjeSenja koja su degenera-
tivna. Zapisite poliedar ‘P u obliku u kojemu nece biti degenerativnih bazicnih dopusti-
vih rjesen;ja.

Rjesenje. [0,0,1/2] je degenerativno bazi¢no dopustivo rjeSenje. Ako poliedar
zapiSemo u obliku

P = {[x1,x2,x3) T s x; —x0 = 0,x1 + xp +2x3 = 1,x1,x3 > 0},
onda nema degenerativnih bazi¢nih dopustivih rjesenja.
Zadatak 3.9. Zadan je poliedar
d

P ={[x1,x2,x3]" :x1+x2=4,x1 —x3 =0,x1,x2,x3 > 0}.

Odpredite sva bazicna rjesenja i navedite bazicna dopustiva rjeSenja koja su degenera-
tivna. DokaZite da poliedar P ne sadrZi pravac.

Rjesenje. Sva bazi¢na rjesenja su x; = [0,4,0]T i x, = [4,0,4]”. Degenerativno
je X1.

Zadatak 3.10. Neka je P omeden poliedar u R", te a € R" i b € IR. Neka je poliedar
Q definiran na sljedeci nacin:

Q={xeP:alx=0}.

DokaZite da je svaka ekstremna tocka poliedra Q ili ekstremna tocka od P ili konveksna
kombinacija dviju susjednih ekstremnih tocki od P.



POGLAVLJE

Simpleks-metoda

4.1 Simpleks-metoda

Pretpostavimo da je zadan problem linearnog programiranja u standardnom
obliku

fx) = Ix— mxin
uz uvjete
Ax = b
x > 0,

gdjesu A € R, b € R" te c € R".

Sukladno Teoremu 3.7, optimalno rjeSenje problema linearnog programira-
nja treba traziti medu bazi¢nim dopustivim rjeSenjima poliedra P = {x : Ax =
b,x > 0}. Kako je funkcija cilja f(x) = ¢’x konveksna na R", a poliedar P ko-
nveksan skup, svaka tocka u kojoj se postize lokalni minimum funkcije f ujedno
je tocka u kojoj se postize globalni minimum funkcije f. U ovom poglavlju ana-
lizirat éemo jednu metodu za traZenje lokalnog minimuma funkcije f na skupu
P, u literaturi poznatu pod nazivom simpleks—metoda. Odmah na pocetku na-
vodimo osnovni oblik algoritma na kojem je zasnovana simpleks-metoda.

67
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Algoritam - simpleks metoda

1. Odabrati jedno bazi¢no dopustivo rjesenje poliedra P.
2. repeat

provijeriti sve bridove poliedra P koji izlaze iz odabra-
nog bazi¢nog dopustivog rjeSenja;

if postoji brid po kojem se moZe sma-
njiti vrijednost funkcije cilja, "kre¢emo se"
po tom bridu dok se ne dode do sljedeceg
bazi¢nog dopustivog rjeSenja. Ako takvo
sljedece bazi¢no dopustivo rjeSenje ne pos-
toji, poliedar je neomeden i vrijednost funk-
cije cilja je —oo.

else

return bazi¢no dopustivo rjeSenje
je optimalno

forever

Na Slici 4.2 prikazan je primjer poliedra u slu¢aju n — m = 2. Pored vrhova
poliedra navedene su vrijednosti funkcije cilja u tim vrhovima. Pretpostavimo
da smo krenuli od vrha u kojemu je vrijednost funkcije cilja jednaka 15. Na slici
su prikazane dvije strategije kretanja koje dovode do istog optimalno dopustivog
rjeSenja, ali s bitno druk¢ijim brojem koraka. U cilju formaliziranja strategije

a) Naredba repeat izvrsila se 2 puta b) Naredba repeat izvrsila se 4 puta

Slika 4.1: Graficki prikaz iteracija simpleks—-metode
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kretanja uvodimo sljedec¢u definiciju.

Definicija 4.1. Neka je x € P. Za vektor d € R" kaZemo da je dopustivi smjer u
vektoru x ako postoji 6 > 0 takav da je x 4+ 6d € P.

nije
dopustivi smjer

Slika 4.2: Dopustivi smjer

Nekaje x = [x1,...,x,]T bazi¢no dopustivo rjeSenje poliedra P = {x : Ax =
b,x > 0}, A € R"*", b € R™ te neka su pri tome B(1),...,B(m) indeksi bazi¢-
nih varijabli gdje je

B = [Ap(1),---, Ap(m)]

matrica baze. Pritom odgovarajuéi bazi¢ni dio vektora x glasi xg = B~'b, dok za
nebazi¢ni dio vektora x vrijedix; = Ozasvakii € N :={1,...,n}\ {B(1),...,B(m)}.

Pretpostavimo da se od bazi¢nog dopustivog rjeSenje Zelimo pomaknuti u
novu toc¢ku oblika x - 0d, 8 > 0, d € R" i to tako da zadovoljimo sljedec¢a dva
uvjeta:

1. uvjet optimalnosti: ¢’ (x + 0d) < c’x, kojim osiguravamo smanjenje vri-
jednosti funkcije cilja

2. uvjet dopustivosti: x + 6d € P, kojim osiguravamo ostanak u poliedru.

Pozitivan broj # > 0 zvat ¢emo duljina koraka, a vektor d € IR” vektor smjera.

Radi konstrukcije vektora smjera d odaberimo jednu nebazi¢nu varijablu x;,
j € N. Definirajmo vektor smjera d = [dy,...,d,]" na sljedeéi na¢in: za j—tu
komponentu vektora d stavimo d; = 1, dok za svakii € N \ {j} stavimo d; = 0.
Bazi¢ni dio vektora d ozna¢imo s dg = [dp(y), - .,dB(m)]T, a odredit ¢emo ga
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iz uvjeta dopustivosti, odnosno tako da vrijedi x + 6d € P, tj. A(x +6d) = b,
odakle slijedi Ax + §Ad = b. Kona¢no dobivamo

Ad = 0. “.1)
ZapiSemo li matricu A u obliku A = [Ay, ..., A,], sustav (4.1) glasi:

n m

Ad = ZAidi = Z AB(z')dB(i) + A] =0,
i=1 i=1

odakleje Bdp + A; = 0, odnosno dp = fB_lA]-. Osim toga, vektor x + 0d mora

zadovoljavati i uvjet nenegativnosti. Kako bismo provijerili uvjet nenegativnosti,

posebno ¢emo analizirati dvije moguénosti:

a) x je nedegenerativno bazi¢no dopustivo rjeSenje, onda je to¢no (n — m)
komponenti vektora x jednako 0, te za nebazi¢ni dio vektora x vrijedi x; +
0d; =0zaie N\{j},teijrij =60>0.

Za bazi¢ni dio vektora vrijedi xp(;) + 6dp(;) > 0. Zaista, kako je xp(;) > 0,
neovisno o predznaku od dp(; za 6 > 0 mozemo odabrati dovoljno mali
broj takav da je xp(;) + 0dp(;) > 0.

b) xje degenerativno bazi¢no dopustivo rjeSenje, onda za nebazi¢ni dio vek-
tora x vrijedi x; +60d; =0zai # j,i € N\ {j}, tex;+6d; =6 > 0.
U bazitnom dijelu vektora x postoji i takav da je xp(;) = 0. Ako je pri tome
dp(;y < 0, onda ne mozemo odabrati 6 > 0 tako da bude xp;) + 6dp(;) >
0. Ovom problemu vratit éemo se poslije i pokazati kako izbjeé¢i ovakvu
situaciju.

Za sad u nastavku pretpostavljamo da je x nedegenarativno bazi¢no dopus-
tivo rjeSenje.

Uoc¢imo da smo u postupku konstrukcije vektora smjera d te odgovarajuce
duljine koraka do sad uzimali u obzir isklju¢ivo uvjet dopustivosti. S druge
strane ostala je slobodna mogu¢nost izbora nebazi¢ne varijable x;. Nebazi¢nu
varijablu x;, odnosno njezin odgovarajudi indeks j, odredit ¢emo iz uvjeta op-
timalnosti, tj. tako da vrijedi ¢’ (x + 8d) < ¢’x, odakle je fc’d < 0 te kona¢no
c’'d < 0. Vrijedi

c'd=cpdp+cj=cj—cg(B'A)),
gdje je ¢g = [cp(1), - -, Cp(m)] " - Oznatimo s ¢; = ¢; — ¢ (B~ A). Broj ¢; zovemo
utjecaj nebazi¢ne varijable! x;. Prirodno proizlazi da nebazi¢nu varijablu x;
treba odabrati tako da za odgovarajuci utjecaj vrijedi ¢; < 0.

1U literaturi na hrvatskom govornom podru&ju za utjecaj varijable esto se koristi i pojam
indikator.
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Primjer 4.1. Zadan je problem linearnog programiranja u standardnom obliku

Ix — min
uz uvjete
2X14+x = 2
X1 +2x3+x3+x4 = 2
x1,X2,X3,%4 = 0

Za matricu baze odaberemo

B:[Al,Ag]:[f H

Pritom su varijable x, i x4 nebazicne te je x, = x4 = 0. Bazicni dio vektora x odredu-
jemo rjesavanjem sustava

20 x| |2

11 x3 | | 2]

odakle su x1 = x3 = 1 > 0 bazic¢ne varijable. Uocimo da je vektor x = [1, 0,1,0]T
nedegenerativno bazicno dopustivo rjesenje.

Odaberimo za j = 2, tj.neka je odabrana nebazicna varijabla x,. Odgovarajuci
vektor smjera d = [dy,do,ds,dy)T ima svojstvo da je do = 1, dy = 0, dok bazicni dio
vektora d dobivamo iz

- [t]-me-[ 4 212 [H)

Pritom utjecaj varijable x, iznosi

_ 1 3
Cy) = CTd = —EC] + 0 — §C3.
Ako su primjerice cy = ¢p = c3 = 1, onda je ¢ = —1 pa nebazicna varijabla x;

predstavlja dobar izbor. Ako su primjerice c; = c3 = 1icy = 3, ondajecy = 1, te stoga
nebazicna varijabla x; nije dobar izbor.

Preostaje vidjeti koliko iznosi utjecaj bazi¢nih varijabli. Vrijedi
Ch(i) = CB(i) — CEB ' Ap(i) = Cp(i) — Chei = Cp(i) — Cp(i) = 0.

Definicija 4.2. Vektor © € R" ¢ije su komponente utjecaji varijabi x1, . .., x, zovemo
vektor utjecaja.
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Sljedeci teorem daje vezu izmedu vektora utjecaja i karakterizacije optimalnog
rjeSenja.

Teorem 4.1. Neka je x bazicno dopustivo rjesenje, a B odgovarajuca matrica baze i
vektor utjecaja. Tada vrijedi:

a) Ako je’c > 0, onda je x optimalno rjeSenje.
b) Ako je x optimalno i nedegenerativno rjesenje, onda je'c > 0.

Dokaz a) Neka je ¢ > 0. Pokazimo da je x optimalno rjeSenje, odnosno da je
¢"x < Ty za svakiy € P. Pretpostavimo da je y neko proizvoljno dopustivo
rjeSenje te definirajmo vektor d = y — x. Zelimo pokazati da je ¢'d > 0. S
obzirom na to da su y te x iz skupa P vrijedi Ax = Ay = b, odakle je Ad = 0,
odnosno
Ad = Bdg + Z Aid; =0,
iEN
tj. dp = — Yjen B71A;d;. Vrijedi

cfd= CBdB + Z cid; = Z(Ci — CBBilAi)d,' = Z c;d;.
ieN ieN ieEN

Prema pretpostavci za svakii € N vrijedic; > 0. Takoder vrijedi x; = 0 za svaki
i€ Ntey; >0zasvakii € {1,...,n} tejestogad; =y; —x; > 0zasvakii € N
pajec’d > 0.

b) Neka je x optimalno nedegenerativno rjeSenje i neka postoji x;, j € N takav
dajec; < 0. No kao 8to smo pokazali, tada postoji postoji vektor d te 6 > 0 takav
daje ¢ (x+ 6d) < cTx te stoga x nije optimalno rjesenje. ]

Pretpostavimo da je x neko bazi¢no dopustivo rjeSenje. Za svaku nebazi¢nu
komponentu vektora x odredimo njezin utjecaj ¢;. Ako za svaki j € N vrijedi
da je ¢; > 0 onda je sukladno Teoremu 4.1, vektor x = x* optimalno rjese-
nje problema linearnog programiranja. U suprotnom postoji j € N takav da
je ¢; < 0. Konstruiramo odgovarajudi vektor smjera d. Kretanjem od x prema
x + 0d u smjeru vektora d nebazi¢na komponenta x; vektora x postaje pozitivna.
Pritom kretanje u smjeru vektora d nastavljamo najvise Sto moZemo tako da
x + 0d ostane u poliedru P, odnosno Zelimo odabrati optimalni 6* = max{6 >
0 : x+6d € P}, a kako je d konstruiran tako da za svaki § > 0 zadovoljava
A(x+6d) = b, slijedi 6" = max{6 > 0: x+ 6d > 0}. Pritom razlikujemo dva
slucaja:

1) Akojed > 0, tadaje x+ 0d > 0 za svaki 8 > 0 te u tom slucaju stavljamo
daje 0% = 400
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2) Ako postoji indeks i takav da je d; < O, onda 6 treba odabrati tako da
vrijedi x; + 6d; > 0, odnosno da je 6 < —3. Prethodna nejednakost treba
biti zadovoljena za svaki indeks i sa svo]stvom dajed; <O0.

Konac¢no slijedi

Uocimo da je 6* > 0.
Neka je [ indeks takav da vrijedi

x Xp(;
_2BO _ ~ min _IBI ) 0*.
dB(l) i=1,...,m;dp; <0 dB(i)
Vrijedi dp(;) < 0 te xp(;y + 6*dp) = 0, tj. bazitna varijabla xp(;) postaje 0, dok
odabrana nebazi¢na varijabla x; poprima vrijednost 6* > 0.

Teorem 4.2. Neka je j € N indeks odabrane nebazicne varijable te | € {1,...,m}
takav da je dp(;y < O indeks odabrane bazicne varijable. Onda vrijedi

a) Stupci Ap(i) Ji#ELd A su linearno nezavisni te je stoga matrica

E - |:AB(1)/ e /AB(lfl)/A]'/ AB(l+1)/ e /AB(m):|
reqularna.
b) Vektor x + 6*d je bazicno dopustivo rjesenje.
Dokaz.
i=1"

1,...,mbili linearno zavisni, tada bi postojali A4, . .., A, od kojih je barem
jedan razli¢it od nula takvi da je

a) Oznacimo B(i) = { f(l)’ ! #1, i=1,...,m. Ako bi vektori AE(i)/ i=

m
i=1

MnoZenjem prethodne jednakosti slijeva matricom B~! dobivamo

m
i=1
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pa slijedi da su i vektori B’lAE(i), i = 1,...,m takoder linearno zavisni.
Da bismo dokazali da pocetna pretpostavka nije istinita, pokazat ¢emo da
vektori B_lAE(i) i=1,...,m({4. B_lAB(i), i #1i B_lAj) moraju biti
linearno nezavisni.

Kakoje B™'B = Ii Ap(;) i-ti stupac matrice B, slijedi da je B’lAB(i) =
e, i =1,...,n. Specijalno, vektori B_lAB(i) =e,i=1,...,n,i #1lsu
linearno nezavisni i I-ta komponenta im je jednaka nuli. S druge strane je
B~'A; = —dp a [-ta komponenta od —dp je —dp(I) $to je razli¢ito od nula
po konstrukciji indeksa [ pa se B"'A j ne moze zapisati kao linearna kom-
binacija vektora B_lAB(i), i # 1, odnosno vektori B_lAE(i), i=1,...,m
su linearno nezavisni.

b) Ozna¢imo y = x + 6*d. Kako je Ay = b, AE(:’)' i = 1,...,m linearno

nezavisniiy; = 0zai & {B(1),...,B(m)}, slijedi da je y bazi¢no rjesenje.
Nadalje, kako je y > 0, y je bazi¢no dopustivo rjeSenje. a

Sada moZemo dati i formalni zapis jedne iteracije simpleks—-metode.
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Iteracija simpleks—-metode

0) Neka je x bazi¢no dopustivo rjesenje te B = [Ap (), ..., Ap(u)]
pripadna matrica baze.

1) Izra¢unati utjecaje ¢; = ¢; — ch_lA]- zasvej € N, gdjeje N
skup indeksa nebazi¢nih varijabli.

if¢; > 0, Vj € N, onda je x* = x i algoritam staje.
else, odabrati j za koji je ¢; < 0.
2) Izra¢unati dg = —B’lAj = —u.

if dp > 0 (u < 0), staviti * = oo tj. optimalna vrijed-
nost funkcije cilja je —oo i algoritam staje.

else,

. XB(i . XB(i
0* = min _IBO ) min URN
i:l,...,m;dB(l-)<0 dB(i) i=1,...,m;u;>0 u;

3) Neka je [ indeks takav da je

*B(1) _ *B()

o = — .
dp() up

Napraviti novu matricu baze zamjenom stupca Ap(;) s A;. Novo
bazi¢no dopustivo rjeSenje je y za koji vrijedi daje y; = 0, yp(;) =
xp(i) + 0" dp) = xp) — 0"u;, tey; =0 zasve i € N\ {j}.

Kao sto smo vidjeli, u svakom koraku simpleks metode trebamo rac¢unati
inverz matrice baze. Matrica baze B se u svakoj iteraciji simpleks metode razli-
kuje od matrice baze B iz prethodne iteraciji samo u jednom stupcu. Zelimo na

osnovi matrice B~1, odrediti matricu B . To éemo postic¢i nizom elementarnih
transformacija nad redcima matrice B~!. Pritom pod elementarnom transfor-
macijom nad redcima matrice podrazumijevamo mnoZenje nekog retka matrice
sa skalarom koji je razli¢it od 0 te dodavanje dvaju redaka matrice.

2 1
Primjer 4.2. Zadana je matrica C= | 1 3 |. PomnoZimo li prvi redak matrice
-1 -2
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2 1
C s 2 i dodamo drugom retku dobivamo matricu | 5 5 |. Uocimo da je ova ele-
-1 -2
mentarna transformacija nad redcima matrice C ekvivalentna mnoZenju matrica QC,
pri emu je
100
Q=210
001
Opéenito elementrana transformacija nad redcima proizvoljne matrice C €

R™*", koja se sastoji od mnoZenja j—tog retka matrice C sa skalarom 8 # 0, te
dodavanja i —tom retku ekvivalentna je mnoZenju matrica QC, pri ¢emu je

Q=1+Dy,

gdjeje I € R te D;; € R™*"™ kvadratna matrica koja na sjecistu i—tog retka
i j—tog stupca sadrzi element B, dok su ostali elementi matrice D;; jednaki 0.
Uo¢imo da je matrica Q regularna jer je det(Q) = 1.

Neka su

B = [AB(l)/ - Ap(1-1), A1), AB(41)s - - - /AB(m)}

te
E = |:AB(1)’ PN ’AB(Z—l)/AjI AB(l-l—l)’ e ’AB(m)i|

matrice baze u dvije uzastopne iteracije simpleks metode. Vrijedi

1 ui
—1
BB = [ell-'-/el—llu/el—&-l/-“/em] = U 7

U 1
pri ¢emu je e; € R™ i—ti jedini¢ni vektor. Nizom od najviSe m elementarnih

transformacija nad redcima, matrica B~'B moZe se transformirati u jedini¢nu
matricu. To znaci da postoje matrice Qy, ..., Q, € R™*™ takve da je

QuQu-1-- QB 'B=1,

odakle slijedi da je B ' = Q,Q,_1---QBL
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4.2 Tabli¢na implementacija simpleks-metode

U ovom odjeljku opisujemo jedan koristan i uobicajen tabli¢ni prikaz provedbe
simpleks—metode. Neka je B matrica baze. Uoc¢imo da sustav linearnih jed-
nadzbi Ax = b, moZemo zapisati u obliku B-"!Ax = B~!b. Simpleks-tablica
je matrica

B—l[b,A} - [B_lb,B_1A1,...,B_1An] c R (n+1).

U svakoj iteraciji simpleks-metode Zelimo simpleks-tablicu B~1[b, A] transfor-
mirati u simpleks—tablicu B! [b, A], $to postiZemo mnoZenjem matrica QB! [b, A],
pri ¢emu je matrica Q = Qy; - - - Q1 produkt odgovarajué¢ih matrica elementar-
nih transformacija. Obi¢no simpleks—tablici dodajemo tzv. nulti redak
[—cIB!b,cT — cIB~1A] € R te simpleks-tablica poprima oblik

fch_lb ‘ ' — C};B_lA

B~ 'b B 1A,
odnosno
—chB ‘ C1 cee Cn
xB(l) N :
: B 1A; ... BlA,
XB(m) : :

Primjer 4.3. Rijesimo simpleks—metodom sljedeci problem linearnog programiranja

—2X1 —Xp — min

X1,X2
uz uvjete
X1+xp, > 5
x1+x < 8
x1 < 6
X2 < 6
x1,xo > 0
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RjeSenje. Pripadni problem linearnog programiranja u standardnom obliku
glasi

—2x1 —Xp — min

uz uvjete

X1+ X2 — X3

X1+ X2+ x4

X1+ X5

Xo+X¢ =

X1, X2, X3, X4, X5, X6

(I
oS o ® WU

v

Odgovaraju¢a matrica A te vektori b i c glase

—1
, ¢=[-2,-1,0,0,0,0]".

O o
—_ O
o O O

O O = O
O = O O
N O 0 U1

Pretpostavimo da se matrica baze sastoji od stupaca A1, A4, A5 i Ag, odnosno
da glasi

1000
1100
B=11010
0001

Pritom su x; i x3 nebazi¢ne varijable dok su xj, x4, x5 i x4 bazi¢ne varijable.
Lako se vidi da je xg = B~'b = [5,3,1,6]7, tj. odgovarajuce bazi¢no dopustivo
rjeSenje je x = [5,0,0,3,1,6]". Pripadna simpleks—tablica glasi

10 |0 1 —2000
x1=5/1 1 =100 0
x4=3[0 0 1 100
xs5=1[0 -1 [1] 0 1 0
xe=6(0 1 0 00 1

Medu nebazi¢nim varijablama Zelimo odabrati onu koja ima negativni utjecaj.
Vidimo da moZemo odabrati jedino varijable x3. Odaberimo x3 za nebazi¢nu
varijablu koju éemo uvesti u bazu. Pri tome tre¢i stupac u simpleks tablici zo-
vemo pivot-stupac. Odgovarajudi stupac je vektor u = B~1A3 = [-1,1,1,0]T
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(za bazi¢ni dio vektora smjera vrijedi dg = —u). Nadalje, pripadna duljina ko-
raka jednaka je
X . XB(i) .
6" = min — = min{3,1} =1,
tu;>0 U

$to znaci da iz baze trebamo maknuti varijablu x5. Tada element na sjecistu
treCeg stupca i treceg retka simpleks-tablice zovemo pivot- element, a to je u
ovom slucaju broj 1. Nebazi¢na varijabla x3 ulazi u bazu, dok bazi¢na varija-
bla x5 napusta bazu. Elementarnim transformacijama pivot stupac transformi-
rat ¢emo u [0,0,1,0]T. Odgovarajuéu transformaciju provest éemo i na nultom
retku simpleks— tablice. Nova simpleks tablica glasi

12 |10 -1 00 2 O

x1=6/1 0 00 1 0
=20 1101 -1 0
x3=1/0 -1 10 1 0

xx=6/0 1 00 0 1

Varijable x; i x5 su nebazi¢ne varijable, dok su x1, x3, x4 i x¢ bazi¢ne varijable.
Pripadno bazi¢no dopustivo rjesenje glasi x = [6,0,1,2,0, 6] T Jedina nebazi¢na
varijabla s negativnim utjecajem je x,. Pripadni pivot stupacije u = [0,1, —1,1]T
Nadalje, pripadna duljina koraka jednaka je

s o YBG) _
6* = min = min{2,6} =2,
fu>0 U

$to znaci da iz baze izbacujemo varijablu x4, te je pivot—element jednak 1. Nakon
elementarnih transformacija dobivamo sljede¢u simpleks—tablicu:

4 /000 1 1 0
x3x=6/100 0 1 0
x»=2/010 1 -10
x3=3/001 1 0 0
x6=4/0 00 -1 1 1

Varijable x4, x5 sunebazi¢ne, dok su x1, xp, X3, X4 bazi¢ne varijable. S obzirom
da su utjecaji svih varijabli nenegativni x = [6,2,3,0,0,4]” je optimalno bazi¢no
dopustivo rjegenje problema u standardnom obliku, odnosno x = [6,2]7 je op-
timalno bazi¢no dopustivo rjeSenje problema polaznog problema. Optimalna
vrijednost funkcije cilja iznosi —14. Promatrani pocetni problem smo mogli rje-
8iti i grafickom metodom. Dopustivo podrudje prikazano je na Slici 4.3
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Slika 4.3: Dopustivo podrudje i optimalno rje$enje iz Primjera 4.3

4.3 SloZenost jedne iteracije simpleks—tablice

U ovom odjeljku analizirat éemo numericku sloZenost jedne iteracije tablicne
implementacije simpleks-metode.

Nekasu A € R™", b € R", ¢ € R?, n > m, te promatrajmo problem
linearnog programiranja

c¢’x — min
uz uvjet
Ax = b
x > 0.

Ako pretpostavimo da smo odabrali matricubazu B € R™*", sxg € R™ oznadili
bazi¢ni dio odgovarajueg bazi¢nog dopustivog rjeSenja te s cg € R” bazi¢ni
dio vektra ¢, onda promatranom problemu linearnog programiranja mozemo
pridruziti sljede¢u simpleks—tablicu:

—ciB b | I —c]B!A

7

B~'b B~'A
odnosno
_ngB El e E?l
XB(1) : ,
: B 1A, B 1A,
XB(m) |
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pricemusuc;, j =1,...,n utjecaji varijabli x;.
Izrac¢unajmo najprije slozenost formiranja simpleks—tablice. U tu svrhu mo-
ramo obaviti sljedece:

—_

izradunati inverz matrice baze B!, §to ima sloZenost O (m°)
izra¢unati produkt matrica T = B~!A, §to ima slozenost O(m?n)
izra¢unati produkt matrice i vektora B~'b, §to ima slozenost O(m?)

izra¢unati produkt vektora i matrice ¢} T, $to ima slozenost O (mn)

ook W N

izratunati skalarni produkt clx, §to ima slozenost O(m)

T

6. izraunati razliku vektora ¢! — ¢fB~1A, §to ima slozenost O(n)

Kako obi¢no pretpostavljamo dajen > m, slijedi da sloZzenost formiranja simpleks—
tablice iznosi O (m?n).

Takoder vidjeli smo da u svakoj sljedecoj iteraciji nije potrebno racunati inverz
matrice baze. Uz pretpostavku da znamo inverz matrice baze B~!, ra¢unanje no-
vog inverza baze B ima sloZenost O (m?). Promatrajmo nadalje sloZenost svake

sljedece iteracije simpleks tabloa. U tu svrhu moramo obaviti sljedece:

1. provijeriti predznake utjecaja ¢;,j = 1,...,n, odnosno odrediti pivot stu-
pac, $to ima slozenost O (n)

2. provijeriti predznak svake komponente pivot stupca, te odrediti odrediti
pivot redak, $to ima slozenost O(n)

3. obaviti elementarne transformacije nad redcima simpleks—tablice, Sto ima
slozenost O (mn).

Kona¢no, svaka sljedeca iteracija simpleks—tablice ima slozenost O (mn). Ukupna
slozenost simpleks—metode ovisi o sloZenosti jedne iteracije te od ukupnog broja
iteracija, §to analiziramo u sljedecoj tocki.

4.4 Slozenost simpleks—metode

Prirodno se postavlja pitanje koliki je maksimalni broj iteracija simpleks-metode.
U najgorem slucaju treba odrediti sve vrhove poliedra i izracunati vrijednost
funkcije cilja u svakoj od njih. Takvih vrhova najvise moZe biti (), $to se moze
aproksimirati s (%)m, gdje je e baza prirodnog logaritma. Prema tome broj vr-
hova je eksponencijalna funcija dimenzije problema.
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Nazalost, nije poznato postoji li strategija optimalnog pivotiranje koje ¢ée te-
orijski garantirati da ¢e broj iteracija simpleks—metode biti manji od broja vr-
hova poliedra. Sljedeci primjer ilustrira da se moze dogoditi situacija u kojoj ¢e
simpleks—metoda za dobivanje optimalnog rjesenja trebati upravo onoliko itera-
cija koliko iznosi broj vrhova poliedra.

Primjer 4.4. Rijesimo problem linearnog programiranja

n
Z 10""/x; — max
j=1
uz uvjete
2Y 107 xj+x;, <1007, 1<i<n
j=1
X]' >0

Rjesenje. Nije tesko vidjeti da odgovarajuéi poliedar ima 2" vrhova (graficki
prikazite specijalne slucajeve za n = 2in = 3). Specijalno promatramo slucaj
n=3:

100x1 4 10xp + x3 — max
uz uvjete
x1 < 1
20x1 + xp < 100
200x1 + 20x2 + x3 < 10000
X1, X2, X3 > 0.

Odgovarajudi standardni oblik glasi

—100x7 — 10xp — x3 — min
uz uvjete
X1+x4=1
20x1 4+ xp 4+ x5 = 100
200x1 + 20x7 + x3 4+ x¢ = 10000
X1, X2, X3, X4, %5, %X¢ > 0.

Rijesimo dani problem simpleks-metodom. Vidjet éemo da ukloliko koris-
timo pravilo za pivotiranje u kojem medu nebazi¢nim varijablama pogodnim
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za ulazak u bazu odabiremo onu s najnegativnijim utjecajem, trebat ¢emo 23 — 1
iteracija simpleks-metode, §to znaci da ¢emo proéi kroz svih 23 vrhova poliedra.

Lako se vidi da je jedno pocetno bazi¢no dopustivo rjesenje [0, 0,0, 1,100, 10000]”,
te je odgovarajuca pocetna simpleks—tablica oblika

0 [-100 —10 =1 0 0 0

x; =1 0 0 1
x5=100 | 20 1 0 0
xe=10000 200 20 1 0 0

0
0
1

Uvazavajudi dano pravilo pivotiranja, nova bazi¢na varijabla je x;, dok x4
izlazi iz baze. Nova tablica nakon 1. iteracije glasi

100 0 -10 -1 100 0 O

x1=1 |1 0 0 1 00
x5 =80 |0 0 -20 10
X6 =98000 20 1 —200 0 1

Sljedeca varijabla koja izlazi iz baze je x5, a u 2. iteraciji u bazu ulazi x,.

900 00 -1 —-100 10 O

x1=1 |10 0 0 0
=8 (01 0 -20 1 0
x=8200{0 0 1 200 —20 1

Nadalje u 3. iteraciji iz baze izlazi varijabla x1, a ulazi x4.

1000 \100 0 -1 0 10 O

x =1 1 00 1 0 0
x=10] 20 1 0 0 1 0
X6 = 8000 | —200 0 0 —20 1

U 4. iteraciji iz baze izlazi varijabla x¢, a u bazu ulazi x3.

9000 |[-100 0 0 0 —10 1
Xy =1 001 0 0
x=10] 20 100 1 0
x3=8000 | —200 0 1 0 —20 1
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Nadalje u 5. iteraciji iz baze izlazi varijabla x4 te ulazi x.

9100 ‘0 0 0 100 —10 1

x1=1 |1 00 1 0 0
x»=8 |01 0 =20 1 O
x3=28200{0 0 1 200 —-20 1

U 6. iteraciji iz baze izlazi x5, a u bazu ulazi varijabla xs.

9900 ‘0 10 0 —-100 0 1

x1=1 |1 0 0 0
x5=8 |0 1 0 —20 1
x3=9800/0 20 1 —200 0 1

o o

U 7.iteraciji iz baze izlazi x1, a ulazi x4.

10000 [100 10 0 0 0 1

xg =1 1 0 0100
x5=100 {20 1 0 0 1 0
x3=10000|200 20 1 0 0 1
Kako su svi utjecaji pozitivni, u maksimalnih 23 — 1 = 7 iteracija dosli smo do

optimalnog bazi¢nog dopustivog rjeSenja x* = [0,0,10000, 1,100, 0].

Medutim, na sre¢u u praksi, i to na problemima koji dolaze iz stvarnog svi-
jeta, simpleks—metoda se pokazala puno efikasnijom te za odredivanje optimal-
nog dopustivog rjeSenja nije potreban eksponencijalni broj iteracija.

4.5 Pojava ciklusa

U slucaju da je neko trenutno bazi¢no dopustivo rjeSenje degenerativno, u pro-
vedbi simpleks metode moZze se pojaviti kruzenje ili ciklus, odnosno pojava da
se nakon nekoliko iteracija simpleks—metode ponovo vratimo na ve¢ promatrano
bazi¢no dopustivo rjeSenje. Ovu pojavu ilustrirat éemo na sljede¢em primjeru:

Primjer 4.5. ([2], Primjer 3.6.) Zadana je simpleks—tablica

3 |-3/4 20 -1/2 6 000
x5=01/4 -8 ~1 9100
=0 1/2 —12 —-1/2 3 0 1 0
x27=1, 0 0 1 0001
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Pretpostavimo da koristimo sljedece pravilo za pivotiranje:

o Medu svim nebazicnim varijablama koje su pogodne za ulazak u bazu, izaberemo
onu s najnegationijim utjecajem.

o Medu bazicnim varijablama koje su pogodne za izbacivanje iz baze, odaberemo
onu s najmanjim indeksom.

Tada proa varijabla koja ulazi u bazu je xq, a izlazi x5. Iteracije simpleks—metode
dane su u sljedec¢im tablicama:

3 o 4 72 33 3 0 0
x1=0]1 32 4 36 4 0 0
x6=0]|0 32 15 -2 1 0
x7=10 0 1 0 0 0 1

3 o 0 -2 18 1 1 0

x1=0]1 0 84 12 8 0

x=0|0 1 3/8 -15/4  -12 1/4 0
x7=1|0 0 1 0 0 0 1

3 1/4 0 0 -3 -2 3 0
x3=011/8 0 1 212 321 0
x=0|-3/64 1 3/16| 1/16  -1/8 0

x7=1|-18 0 0 212 372 -1 1

3 [-12 16 0 0 -1 1 0
x3=01-52 56 1 0 -6 0
xs=01-1/4 16/3 0 1 13 =23 0
x;=1[52 56 0 0 2 6 1

3 |-74 44 12 0 0 2 0
x5=0|-5/4 28 12 0 1 -3 0
=016 4 -6 1 0 0
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3 -3/4 20 -172 6 0 0 0
x5 =011/4 -8 -1 9 1 0 0
x6 =011/ -12 -12 3 0 1 0
x7=1|0 0 1 0 0 0 1

Vidimo da smo se primjenom navedenog pravila nakon 6 iteracija vratili na pocetnu
simpleks—tablicu, Sto znaci da je doslo do ciklusa.

U svrhu izbjegavanja ciklusa, koristit éemo tzv. Blandovo pravilo, a koje glasi:

Blandovo pravilo

1) Medu svim nebazi¢nim varijablama koje su pogodne za ulazak
u bazu, odabrati onu s najmanjim indeksom.

2) Medu bazi¢nim varijablama koje su pogodne za izbacivanje iz
baze, odabrati onu s najmanjim indeksom.

Moze se pokazati sljedeci teorem ([4]):

Teorem 4.3. Ako krenemo od nedegenerativnog pocetnog bazicnog dopustivog riesenja,
te ako koristimo Blandovo pravilo, onda ée simpleks metoda zavrsiti u konacno mnogo
koraka.

4.6 Konstrukcija pocetnog bazi¢nog dopustivog
rjeSenja

Zelimo li primijenti simpleks-algoritam na rje$avanje problema linearnog pro-
gramiranja, potrebno je poznavati jedno bazi¢no dopustivo rjesenje. Konstruk-
cija pocetnog bazi¢nog dopustivog rjeSenja u nekim slucajevima kakve smo imali
dosada moZe biti jednostavna, no opcenito predstavlja sloZen problem.

Specijalno, promatrajmo najprije problem linearnog programiranja sljedeceg
oblika:
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¢x — min 4.2)
X
uz uvjet
Ax<b,b>0
x> 0.

Odgovarajudi standardni oblik problema linearnog programiranja glasi

cIx = min
X,S
uz uvjet

Ax+s=b,b>0
x,s >0,

odnosno

c¢'x — min

X,S

uz uvjet

[AI][:}:b,b>0

e

Sada je oc¢igledno da izbor B = I daje dopustivo rjeSenje [ 12 } koje je zbog

pretpostavke b > 0 ujedno i bazi¢no dopustivo rjeSenje te se moze koristiti kao
pocetno bazi¢no dopustivo rjeSenje u simpleks metodi.

Primjer 4.6. Odredimo pocetno bazicno dopustivo rjesenje za problem linearnog pro-
gramiranja

—2X1 — Xp — min
uz uvjet
x1+x <2

x1 <1
x1,x2 >0
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Rjesenje. U ovom slucaju odgovarajuci problem u standardnom obliku dan je s

—2Xx1 — Xp — min

uz uvjet
Ax=Db
x>0,

1110
1001

B = I, te je xg = b, odnosno pocetno bazi¢no dopustivo rjesenje je [0, 0, 2, 1]T.

pri ¢emu je A = [ ], b = [ % } Kako je b > 0, moZemo odabrati

U opéem slucaju za problem linearnog programiranja oblika

originalni problem
T

cx — mxin (4.3)
uz uvjet
Ax = b
x > 0,

problem konstrukcije pocetnog bazi¢nog dopustivog rjeSenja sloZen je problem
koji zahtjeva rjeSavanje pomo¢énog problema linearnog programiranja.

Primijetimo da u problemu linearnog programiranja (4.3) bez smanjenja op-
¢enitosti mozemo pretpostaviti da je b > 0 (ako takva pretpostavka nije ispu-
njena za neke jednadzbe Ax = b, onda takve jednadzbe uvijek moZemo pom-
noziti s (—1)).

U svrhu odredivanja pocetnog bazi¢nog dopustivog rjeSenja za problem (4.3)
uvodimo novi vektor y = [y1,...,ym]T € R™, y > 0 koji se zove vektor artifici-
jelnih varijabli. Definiramo pomoc¢ni problem linearnog programiranja

pomocéni problem

n+-tym — I‘I)‘(llyl‘l (4.4)
uz uvjete
Ax+y = b
x,y > 0.

Uoc¢imo da vrijede sljedece tri tvrdnje:
1) Pomoc¢ni problem (4.4) je oblika (4.2) pa je jedan izbor pocetnog bazi¢nog

. oo |0
dopustivog rjeSenja b
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2) Ako je x dopustivo rjesSenje originalnog problema (4.3), onda je { :)( ] op-

timalno rjeSenje pomo¢énog problema (4.4) i optimalna vrijednost funkcije
cilja u (4.4) je 0. Kontrapozicijom iz prethodne tvrdnje slijedi da ako je op-
timalna vrijednost funkcije cilja u (4.4) razlic¢ita od 0, onda problem (4.3)
nema rjeSenja.

3) Ako je optimalna vrijednost funkcije cilja kod pomoc¢nog problema (4.4)
jednaka 0 (tj. optimalni y = 0), onda je pripadni optimalni x bazi¢no do-
pustivo rjeSenje originalnog problema (4.3).

Primjer 4.7. Odredimo pocetno bazicno dopustivo rjeSenje za problem linearnog pro-
gramiranja

—X1 — 2Xp — min (4.5)
uz uvjet
—x1—X2+x3 = —b
X1+x24+x4 = 8
X1+x5 = 6
Xp+x5 = 6
X1,X2,X3,X4,X5, X6 = 0

Rjesenje. Najprije prvu jednadzbu pomnozimo s (—1). Odgovarajuci pomo¢ni
problem glasi

y1+y2+y3+ys — min (4.6)

uz uvjet

x1+x—x3+9
X1+x2+x34+Yy2 =
X1 +Xx5+ys =
X2 + X6+ Ya

X1,X2,X3,X4, X5, X¢, yll }/2/ ]/3/ ]/4

S O O 0 Ol

A%

Pocetno bazi¢no dopustivo rjeSenje za problem (4.6) je [5, 8, 6, 6] i iteracije simpleks—
metode dane su u sljede¢im tablicama
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x1=2|100

x=6/010 0 O

x3=3(00 1
x5=4/0 0 0

te podetno bazi¢no dopustivo rjesenje za problem (4.5) glasi [2,6,3,0,4,0]".
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Ako se matrica B pridruZena optimalnom rjeSenju pomoc¢nog problema (4.4)
sastoji samo od stupaca matrice A, onda je matrica B po¢etna matrica baze za
problem (4.3).

Ako se matrica B ne sastoji samo od stupaca matrice A, slijedi da su neke
artificijelne varijable bazi¢ne. Kako su vrijednosti svih artificijelnih varijabli na-
kon simpleks metode jednake nuli, slijedi da je optimalno rjeSenje pomoc¢nog
problema degenerativno. Oznac¢imo Ap ), ..., Ap() stupce od A koji se nalaze
u bazi. Kreiramo novu bazu B’ od Ap(1),- -, Ap) i dodatnih m — k stupaca
matrice A koji su linearno nezavisni s Apy),..., Apg) (uz pretpostavku da je
matrica A punog ranga). Tada je B’ matrica baze za problem (4.3) pridruZena po-
¢etnom bazi¢nom dopustivom rje$enju dobivenom kao rjeSenje problema (4.4).

Primjedba 4.1. Prethodno opisani postupak je postupak izbacivanja artificijelnih
varijabli iz baze. Osnovna pretpostavka navedenog postupka je da je matrica A
punog ranga. Taj uvjet ne predstavlja smanjenje opcenitosti jer ako A nije punog
ranga, onda se neki od redaka matrice A moZe/mogu prikazati kao linearna
kombinacija preostalih i njima pripadni uvjeti se mogu maknuti iz skupa uvjeta
Ax = b te se dobije problem s matricom punog ranga.

Primjer 4.8. Za problem linearnog programiranja iz prethodnog primjera pocetno ba-
zi¢no dopustivo rjesenje je [2,6,3,0,4,0]T, a odgovarajuéa matrica baze

B = [A1, Ay, A3, As). Pocetna simpleks tablica za originalni problem dobiva se iz zavr-
Sne tablice pomocnog problema tako da izostavimo stupce koji odgovaraju artificijelnim
varijablama:

* koo %k ok ok Xk
xy=2/100 1 0 —1
%»=6/010 0 0 1
x3=3/001 1 0 0
x5=4/0 00 -1 1 1

pri cemu se ponovno izracunava samo prvi redak. Dobivamo

14 |000 1 0 1

xnx=2(100 1 0 —1
x»=6/010 0 0 1
x3=3/001 1 0 0
xs=4/0 00 -1 1 1

Kako su svi utjecaji nenegationi, pocetno bazicno dopustivo rjesenje je ujedno i op-
timalno pa je x* = [2,6,3,0,4, 0]TicTx* = —14.
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Primjedba 4.2. Prethodno opisani postupak za odredivanje optimalnog rjeSenja
problema linearnog programiranja, koji obuhvaca i rjeSavanje pomoc¢nog pro-
blema u literaturi je poznat kao dvofazna simpleks—metoda (eng. two-phase simplex—
method). Pod prvom fazom dvofazne metode podrazumjeva se odredivanje po-
¢etnog bazi¢nog dopustivog rjeSenje (tj. rjesavanje pomoénog problema) dok
druga faza sadrZi rjeSavanje originalno zadanog problema linearnog programi-
ranja primjenom simpleks—metode.

4.7 Zadaci

Zadatak 4.1. Nekaje P = {x € R" : Ax = b, x > 0} i x € P. Dokazati da je
tada d € R" dopustivi smjer u x ako i samo ako je Ad = 0id; > 0 za svaki i za koji je
Xj = 0.

Koristeci dokazanu tordnju, za P = {x € R3 @ x;+x0+x3 =1, x > 0} odrediti
skup svih dopustivih smjerova u x = [1/2,1/2,0]".

Rjesenje. Skup svih dopustivih smjerova u xje {d € R3: dy +dp +d3 > 0,d3 >

0}.

Zadatak 4.2. Zadan jepoliedar P = {x € R® : x; +xp+x3 =3, x1+x3 =2, x >
0} i vektor x = [2,1,0]". Odredite skup svih dopustivih smjerova u x.

Rjesenje. Skup svih dopustivih smjerovauxje {d € R3: d, =0, d; = —d3, d3 >

0}.

Zadatak 4.3. Zadan je problem linearnog programiranja

2xp — max
uz uvjete
x1—x2 < 4
X1 —x > —1
xy,xp > 0

Svedite dani problem na standardni problem linearnog programiranja i rijesite problem
primjenom simpleks—tablice. Zadani problem rijesite i geometrijski. Na tom grafickom
prikazu naznacite svaku iteraciju koju ste dobili primjenom simpleks tabloa.

RjeSenje. Optimalna vrijednost funkcije cilja je co.
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Zadatak 4.4. Rijesiti simpleks metodom sljedeci problem linearnog programiranja

—10x1 — 12xp — 12x3 — min

uz uvjete
X1 +2x4+2x3 < 20
2x1+x0+2x3 < 20
2x1+2x4+x3 < 20
X1,%2,x3 > 0.

Rjesenje. Optimalno bazi¢no dopustivo rjesenje je x = [4,4,4,0,0,0]T , dok je
optimalna vrijednost funkcije cilja jednaka —136 .

Zadatak 4.5. U nekom koraku simpleks—metode, simpleks—tablica glasi:

00 a 0 B v
x1=6/0 10 3 —1
=2/001 -1 0
x3=3/100 1 =2

Odredite skup vrijednosti nepoznatih parametara o, B, <y i 6 tako da
a) trenutno bazicno dopustivo rjeSenje je degenerativno
b) x4 ulazi u bazu a x3 izlazi iz baze (uz uvaZavanje Blandovog pravila)
c) x4 ulazi u bazu i vrijednost funkcije cilja ostaje nepromjenjena
d) optimalna vrijednost funkcije cilja je 0
e) optimalna vrijednost funkcije cilja je —oo.

RjeSenje.

a)a=00=0p87€R,
b) «a=0,<0,0>9,7€R,
¢)a=0<00=07€R,
d) «a=0,8v06>0,

e)a=07<0,B0>0.
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Zadatak 4.6. Primjenom dvofazne simpleks—metode rijesite problem linearnog progra-
miranja

X1 — max
uz uvjete
x1+x > 5
X1+x < 7
X1, X2 > 0

Rjesenje. Pocetno bazi¢no dopustivo rjesenje je [7, 0, 2, 0], optimalno bazi¢no
dopustivo rjesenje je [7, 0, 2, 0]7.

Zadatak 4.7. Primjenom dvofazne simpleks—metode rijesite problem linearnog progra-
miranja

2x1 4+ 3xp +x3 — max
uz uvjete
X1+x+x3 < 40
2x1+xp—x3 > 10
—xp+x3 > 10
x1,X%2,x3 > 0.

Zadatak 4.8. Primjenom dvofazne simpleks—metode rijesite problem linearnog progra-

miranja:

X1+ x2 + x3
uz uvjete

X1+ 2x3 4+ 3x3
x1 — 2xp — 6x3
4xy 4 9x3

3x3 + x4

X1, X2, X3, X4

—  min
3

= -2

=5

=1

> 0.

Rjesenje. Pocetno bazi¢no dopustivo rjesenje je [1, 1/2, 1/3, 0]7, optimalno ba-
zi¢no dopustivo rjesenje je je [1/2, 5/4, 0, 1]T.
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Zadatak 4.9. Primjenom simpleks—metode odredite dva optimalna bazicna dopustiva
rjesenja sljedeceg problema linearnog programiranja:

5x1 +3xp +x3 — max

uz uvjete
X1+x+3x3 < 6
5x1+3xp+6x3 < 15
X1,X%2,x3 > 0.

Rjesenje. x = [3,0,0,3,0], x5 = [0,5,0,1,0].






POGLAVLJE

Dualni problem linearnog
programiranja

5.1 Dualni problem

Pretpostavimo da su zadane funkcije f,g; : R" = R, i = 1,...,m te proma-
trajmo sljedeéi opéi problem uvjetne optimizacije

f(x) — min (5.1)

uz uvjete
gi(x)<0,i=1,...,m.

Problemu (5.1) moZemo pridruZiti funkciju £ : R" x R’ — R zadanu formu-
lom

m
L(x,p) = f(x) + ) pigi(x).
i=1
Funkciju £ zovemo Lagrangeova funkcija problema (5.1), a vektor p zovemo
Lagrangeov multiplikator. U sljede¢em teoremu opisana je veza jednog opti-
mizacijskog problema zadano Lagrangeovom funkcijom £ i problemom (5.1).

Teorem 5.1. Problem (5.1) ekvivalentan je problemu

i L(x,p). 52
mip max (x,p) (5.2)

97
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Dokaz. Ozna¢imo s g(x) := (g1(x),...,gm(x)). Uotimo da za fiksni x € R"
vrijedi:

(0 a0 <0 53

max E(X, P) = 0, inace.

pERY

Naime, za g(x) < 0 maksimum funkcije £ po varijabli p > 0 postize se za
p = 0. S druge strane, ako je gj(x) > 0, zanekii € {1,...,m}, povecanjem
vrijednost komponenata vektora p € R’/ vrijednost funkcije £(x, p) moZemo
proizvoljno povecavati. Minimizacijom (5.3) po x € R" vidimo da se minimum

od max L(x, p) postize za g(x) < 01i da je on jednak minimumu funkcije f na
peRY

dopustivom skupu U = {x € R" : g(x) < 0}, te su prema tome problemi (5.1) i
(5.2) medusobno ekvivalentni.

O

Op¢enito, problem (5.2) zovemo primarni problem, a s obzirom na to da

je rjeSenje primarnog problema ujedno rjeSenje originalnog problema uvjetne
optimizacije (5.1), problem (5.1), takoder ¢emo zvati primarnim problemom.

Nadalje, smisleno je promatrati i sljede¢i optimizacijski problem:

in £(x, p), 54
max min (x,p) (5:4)

koji zovemo dualni problem problema (5.2). Dakle,

primarni problem | dualni problem

min max £(x,p) | max min £(x, p)
xeR" peRY pERY xER"

Op¢a teorija dualnosti analizira odnos primarnog i dualnog problema za pro-
izvoljni optimizacijski problem (vidi primjerice [1, 16]. U okviru ovog poglavlja
izudit ¢emo teoriju dualnosti u specijalnom slucaju problema linearnog progra-
miranja. Takoder, spomenut ¢emo i neke korisne primjene teorije dualnosti, koje
su svojstvene upravo problemu linearnog programiranja.
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5.2 Dualni problem problema linearnog
programiranja

Promatrajmo problem linearnog programiranja u sljede¢em obliku

f(x)=c'x = mxin (5.5)
uz uvjet
Ax > b, (5.6)

gdjesu A € R™", b € R", c € R".
Definiramo li pripadnu Lagrangeovu funkciju £ : R" x R" — R formulom

L(x,p) =c'x+pl(b—Ax),

odgovarajudi primarni i dualni problem glase

min max ‘C xI 7 5:
E Y] . 5

Promatrajmo dualni problem (5.8) te pretpostavimo da je p € R} fiksni vektor.
Onda je
. T T . T T T
—Ax)) = -pPA
min(c'x+p° (b~ Ax)) = min(c’ —p A)x+p’b
T T_ oTA —
:{Pb’."VPA—O. (5.9)
—oo, inace
Maksimizacijom izraza (5.9) po p € R dobivamo da je dualni problem (5.8)
ekvivalentan problemu

p’b — max

P
uz uvjete
' = pfa
p = 0

Zaklju¢ujemo da primarnom problemu
cx — min
X
uz uvjet
Ax > b
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pripada dualni problem
p’b — max
P
uz uvjete
' = pla
p = 0

Analogno se moze pokazati da primarnom problemu

cx — min
X
uz uvjet
Ax < b
pripada dualni problem
p’b — m}?x
uz uvjete
' = pla
p < o

Promatrajmo nadalje sljedeéi problem linearnog programiranja

c¢’x — min
X
uz uvjet
Ax = b

te za njega potrazimo odgovarajuci dualni problem. U tu svrhu prisjetimo se
kako uvjet Ax = b moZemo zapisati u obliku Ax > bi —Ax > —b, odnosno u

matri¢nom obliku
A > b
N R I Y

Na taj nacin smo promatrani problem zapisali u obliku problema (5.5)-(5.6), te
prema tome odgovarajuéi dualni problem glasi

T 1| b
41,92} [ _b] — max
uz uvjete

¢ = [af a2 [ A ]

qi.92 = 0,
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odnosno uvedemo li oznaku p = q1 — qq, pri ¢emu je p € R, dobivamo da
dualni problem glasi

p’b — max
P

uz uvjet
' = pfa

Analogno se moZze pokazati da primarnom problemu

Ix — mxin
uz uvjete
Ax = b
x > 0

pripada dualni problem
p’b — mpax

uz uvjet
' > pfa

Ako standardno s a; ozna¢imo retke, a s A]- stupce matrice Atesx = [x1,...,Xy] T

vektor varijabli primarnog problema, asp = [py,..., pm]! vektor varijabli dual-
nog problema, prethodne izvode moZzemo formalno rezimirati u obliku sljedece
tablice:

primarni problem dualni problem
¢’x — min p’b — max
X p
alx > b; pi >0
aiTx < bi pi <0
alx = pi slobodna varijabla
Xj Z 0 pTA] < C]'
Xj <0 pTA]- > Cj
x; slobodna varijabla pTAj =¢j
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Primjer 5.1. Napisimo dualni problem sljedeceg problema linearnog programiranja:

X1 — Xp +2x3 — min

X1,X2,X3
uz uvjete
X1 —Xp—X3=06
2x1+x22>5
x1—xp <4
x1 >0
X2 S 0

x3-slobodna varijabla.

RjeSenje. Dualni problem glasi

6p1 + 5pp +4p3 — max
P1 p2 p3 s

uz uvjete
p1-slobodna varijabla
p2 =0
ps <0
p1+2p2+p3<1
—p1t+p2—p3=—1
—pl = 2.

Primjer 5.2. Za dani problema linearnog programiranja odredimo dualni problem i za-
pisimo ga u standardnom obliku:

X1+ 2xp — 7x3 — min
X1,X2,X3

uz uvjete
3x1—x+x3=6
2x1 —x3 <12
X1 > 0
X2 Z 0
X3 Z 0.
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Rjesenje. Dual glasi

6p1 +12p; — max
P1,P2

uz uvjete
p1-slobodna varijabla
p2 <0
3p1+2p2 <1
—p1<2
pr—p2< =7

Standardni oblik dobivamo uz supstitucije p; = pf —py ip, = —p2

—6p) +6p; +12p, >  min
P1 /Py /P2/P3,P4,P5
uz uvjete
3p; —3p; —2p,+ps =1
—pi +p Fpa=2
pL—pr +Ptps =7
P Py Pa P3,Paps >0

Kao $to smo vidjeli dualni problem primarnog problema linearnog progra-
miranja jest ponovo problem linearnog programiranja. Tako dobivenom pro-
blemu linearnog programiranja smisleno je pridruziti njegov dual. Sljedeci te-
orem govori o vezi duala dualnog problema linearnog programiranja s pocetnim
primarnim problemom.

Teorem 5.2. Dualni problem dualnog problema linearnog programiranja jest primarni
problem linearnog programiranja.

Dokaz. Pokazali smo da primarnom problemu linearnog programiranja

T

¢ X — min
X
uz uvjete
Ax=Db

x>0



104 Dualni problem linearnog programiranja

pripada dualni problem

p’b — max
p

uz uvjet
> pTA.

Odredimo dualni problem ovog dualnog problema. U tu svrhu uo¢imo da se
dualni problem moZe zapisati u obliku minimizacijskog problema

—p'b — min
P
uz uvjet
cl > pTA,

odnosno
q'b — min
P
uz uvjet
—c<Alq,

pri ¢emu je q = —p. Lako se vidi da je dualni problem ovog problema glasi
—cI'x — max
X
uz uvjete
xTA =bT
x>0,
odnosno
cIx — min
X
uz uvjete
Ax =D
x> 0.
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5.3 Osnovni teoremi dualnosti

U ovom odjeljku navodimo i dokazujemo najvaznije teoreme teorije dualnosti
kao i njihove posljedice. Sljedeci teorem u literaturi je poznat kao teorem slabe
dualnosti.

Teorem 5.3. (Slaba dualnost) Neka je x € IR" dopustivo rjeSenje primarnog problema
linearnog programiranja, a p € IR™ dopustivo rjeSenje pripadnog dualnog problema
linearnog programiranja. Onda vrijedi

p'b < cTx.

Dokaz. Neka suu; = p;j(alx—b;),i € {1,...,m} te vj = (cj— pTAj)xj,j €
{1,...,n}. Primijetimo da zbog uvjeta dualnosti vrijedi

pizOﬁaiTx—biZO,

Pi§0<:>aiTX—bi§0,

odnosno u; > 0,i € {1,...,m}. Potpuno analogno slijedi da je v; > 0,] €
{1,...,n}. Vrijedi

n

i i ax— —i—z
(

M§

Il
—_

=
TAx —p™b) + (c'x — pTAx)
pr

odakle slijedi p™b < ¢'x.
d
U nastavku navodimo dva korolara. Pri tome dokaz Korolara 5.1 slijedi ne-
posredno iz Teorema 5.3 slabe dualnosti.

Korolar 5.1.  (a) Ako je optimalna vrijednost primarnog problema jednaka —oo, onda
dualni problem nema rjeSenja.

(b) Ako je optimalna vrijednost dualnog problema +oo, onda primarni problem nije
dopustiv.

Korolar 5.2. Ako je x € R" dopustivo rjesenje primarnog problema, a p € R"™ dopus-
tivo rjesenje dualnog problema, te ako dodatno vrijedi da je p™b = ¢'x, onda su x i p
optimalna rjesenja primarnog i dualnog problema linearnog programiranja.
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Dokaz. Prema Teoremu 5.3 slabe dualnosti slijedi da je ¢’x = p’b < ¢’y za
svaki dopustivi vektor y primarnog problema linearnog programiranja, odakle
slijedi da je x optimalno rjeSenje primarnog problema.

Sli¢no, prema Teoremu 5.3 slabe dualnosti slijedi da je p’b = ¢'x > q'b
za svaki dopustivi vektor q dualnog problema linearnog prgramiranja, odakle
slijedi da je q optimalno rjeSenje dualnog problema.

O

U slucaju problema linearnog programiranja za primarni i dualni problem
vrijedi jo$ jedna vaZna tvrdnja koja je u literaturi poznata kao teorem jake dual-
nosti.

Teorem 5.4. (Jaka dualnost) Ako primarni problem linearnog programiranja ima opti-
malno rjesenje, onda ga ima i dualni problem linearnog programiranja te su pripadne
optimalne vrijednosti funkcije cilja primarnog i dualnog problema linearnog programi-
ranja medusobno jednake.

Dokaz. Neka je

¢’x — min
uz uvijete (5.10)
Ax = b
x > 0

primarni problem linearnog programiranja. Pretpostavimo da je x optimalno
rjeSenje primarnog problema dobiveno primjenom Simpleks metode. Akos B €
R™*™ oznadimo odgovarajuéu bazu, onda je xg = B~ b bazi¢ni dio vektora x.
Takoder za vektor utjecaja vrijedi

cf=cT—cg’B'A > 0.

Oznadimo s pT = cg’B L Posljedi¢no je ¢l > cgTB 1A = pTA, odakle
slijedi da je ovako definirani p dopustivo rjesenje sljedeé¢eg problema linearnog
programiranja:

p’b — max
uz uvjet (5.11)
pTA < .

Primijetimo da je problem (5.11) dualni problem primarnog problema (5.10).
Takoder vrijedi

pr = (CBTBfl) b=cgxg =c'x.
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Kako je x dopustivo rjeSenje primarnog problema (5.10), a p dopustivo rjese-
nje dualnog problema (5.11). Sukladno Korolaru 5.2 to znaci da je p optimalno
rjeSenje dualnog problema, $to je i trebalo dokazati.

g

Teorem 5.5. (Uvjeti komplementarnosti) Vektori x € R" i p € R™ su optimalna
riesenja primarnog, odnosno dualnog problema linearnog programiranja onda i samo
onda ako vrijedi

pi(alx—b) =0, Vie{1,...,m}
(cj—pTA)x; =0, Vje{l,...,n}.

Dokaz. Neka su u; = pi(alx—b;), i € {1,...,m} te v; = (cj — pTA))x;,
j € {1,...,n}. Kako su x i p dopustiva rjeSenja primarnog, odnosno dualnog
problema linearnog programiranja vrijedi u; > 01iv; > 0 slijedi

Y ui+ Y uj=p'Ax—p'b+c"x—p'Ax=c"x—p’b.
ie{1,..,m} je{l,...n}

Ako su x i p optimalna rjeSenja primarnog, odnosno dualnog problema line-
arnog programiranja, onda prema Teoremu 5.4

2 ui+ Z ujzol

ie{l,...m} je{1,...n}

odakle slijedi u; =0, Vi € {1,...,m} te vj=0,Vje {1,...,n}.
g
Ako je poznato nedegenerativno optimalno rjeSenje primarnog problema,
onda se na osnovi uvjeta komplementarnosti jednozna¢no moze odrediti op-
timalno rjeSenje dualnog problema, $to ilustriramo sljede¢im primjerom.

Primjer 5.3. Zadan je problem linearnog programiranja

13x1 + 10x, + 6x3 — min

uz uvjete
5x14+x2+3x3 =8
3x14+x=3

X1,%X2,X3 Z 0

a) Pokazimo da je x* = [1,0,1]T nedegenerationo optimalno rjesenje prethodnog
problema.
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b) Kako glasi odgovarajuci dualni problem?
c) Odredimo rjesenje dualnog problema.

Rjesenje. (a) Najprije pokazite da za odgovarajudi vektor utjecaja vrijedi ¢ >
0.
(b) Dualni problem glasi
8p1 + 3p2 — max
uz uvjete
5p1+3p2 <13
p1+p2 <10
3p1 < 6.
(c) Iz uvjeta komplementarnosti slijedi da je p = [2,1]T optimalno rjegenje dual-
nog problema.

5.4 Neke primjene dualnosti

5.4.1 Karakterizacija nepraznog poliedra

U ovom pododjeljku analizirat ¢emo jednu primjenu osnovnih teorema teorije
dulanosti linearnog programiranja. Izvest ¢emo kriterij na osnovi kojeg je mo-
guce utvrditi je li promatrani poliedar u IR"” neprazan. U tu svrhu polazimo od
jednog jednostavnog ilustrativnog primjera.

Primjer 5.4. Ispitajmo je li poliedar P zadan sljedeé¢im sustavom nejednadzbi

—2x1 4+ 3xp < -2 (5.12)
3x1 —x <2 (5.13)
—11x; —xp < =7 (5.14)

neprazan.

RjeSenje. PomnoZimo nejednadzbe (5.12) i (5.13) s 2, odnosno 5 respektivno, te
zbrojimo sve sve tri nejednadZbe. Na taj nacin dobivamo da je 0 < —1, odakle
slijedi daje poliedar P prazan. Formalno, definirali smo vektor p = [2,5,1]T > 0
za koji vrijedi pTA = [0,0] te p”b < 0, gdje su

-2 3 -2
3 -1 , b= 2

-11 -1

A= , P={xcR?:Ax <b}.
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Sljededi teorem daje opéenitu karakterizaciju nepraznog poliedra u IR".

Teorem 5.6. Poliedar P = {x € R" : Ax < b} je neprazan onda i samo onda ako ne
postoji vektor p > 0 takav da vrijedi ATp = 0ipTb < 0.

Dokaz. Najprije uo¢imo da je poliedar neprazan onda i samo onda ako slje-
dedi problem linearnog programiranja ima dopustivih rjesenja:

07x — max (5.15)
Ax > b.

Pretpostavimo da je poliedar P neprazan, odnosno da problem linearnog
problema (5.15) ima dopustivih rjeSenja. U tom slucaju optimalna vrijednost
funkcije cilja problema (5.15) jednaka je 0. Dualni problem pridruzen problemu
(5.15) glasi

p’b — min (5.16)
Alp=o0
p=0.

Kako primarni problem (5.15) ima optimalno rjeSenje, sukladno Teoremu 5.4
o0 jakoj dualnosti, dualni problem (5.16) takoder ima optimalno rjeSenje te pri
tome optimalna vrijednost funkcije cilja problema (5.16) iznosi 0. To znaci da
je 0 < pTb, za svako dopustivo rjesenje p dualnog problema (5.16). Time smo
pokazali da ne postoji vektor p > 0 takav daje ATp = 0i p’b < 0.

Obratno, pretpostavimo suprotno tj.da postoji vektor p > 0 takav da je
ATp = 0ip’b < 0. U tom slucaju moZe nastupiti jedna od sljede¢ih dviju
mogucnosti:

(i) Dualni problem (5.16) nije omeden.
(if) Dualni problem (5.16) postiZze optimalnu vrijednost koja je negativna.

Ako je nastupio slucaj (i), onda problem (5.15) sukladno Korolaru 5.1 nije
dopustiv, odnosno poliedar P je prazan. Ako je nastupio slucaj (ii), onda je op-
timalna vrijednost (5.15) sukladno Korolaru 5.1 takoder negativna, odnosno to
ponovo znadi da je poliedar P prazan.

a

Ako promatramo poliedar u standardnom obliku, dobivamo sljede¢u tvrd-
nju koja je u literaturi poznata kao Farkaseva lema.

Teorem 5.7. (FarkaSeva lema) Poliedar P = {x € R" : Ax = b,x > 0} je neprazan
onda i samo onda ako ne postoji vektor p > 0 takav da vrijedi ATp < 0ipTb > 0.
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5.4.2 Analiza osjetljivosti. Ekonomska interpretacija dualnog
problema

Promatramo problem linearnog programiranja

¢’x — min
uz uvjete
Ax =
x > 0,

pri ¢emu pretpostavljamo da je A punog ranga i da promatrani problem ima ne-
degenerativno optimalno bazi¢no dopustivo rjeSenje x*. Neka je B odgovarajuca
matrica bazeixg = B~ b pripadni bazi¢ni dio optimalnog rjesenja. Ukoliko per-
turbiramo vektor b dovoljno malom perturbacijom éb, onda zbog xg = B~'b >
0 vrijedit éei B~!(b + 6b) > 0, $to zapravo zna¢i da ista baza vodi i do bazi¢nog
dopustivog rjeSenja perturbiranog problema. Nadalje, kako je vektor utjecaja
perturbiranog i neperturbiranog problema isti, ¢! — cJB7!A, slijedi da je ista
baza takoder optimalna i za perturbirani problem. Stoga je optimalna vrijed-
nost funkcije cilja perturbiranog problema c;B~1(b + 6b) = p’(b + db), gdje
je pI = c;B~! optimalno rjegenje dualnog problema. To zna¢i da ¢e mala per-
turbacija 6b promijeniti optimalnu vrijednost funkcije cilja dualnog problema
za p'db. Stoga se svaka komponenta p; optimalnog rjeSenja dualnog problema
moZe interpretirati kao marginalni trogak! po jedini¢nom povecanju od b;.

5.4.3 Dualna simpleks-metoda

Dualna simpleks—metoda je alternativni algoritam za rjeSavanje problema line-
arnog programiranja.
Promatrajamo sljedeci problem linearnog programiranja

¢’x — min
uz uvjete
Ax =
x > 0

Marginalni trogkovi predstavljaju poveéanje ukupnih trogkova do kojeg dolazi zbog pro-
mjene veli¢ine outputa (koli¢ine proizvoda) za jednu jedinicu
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s pripadnom simpleks tablicom

_CEXB ‘ El e E}"l

xB(l) e :
B1A; ... B71A,

XB(m) : '

i odgovaraju¢im dualnim problemom

p’b — max
uz uvjet
pTA < ol

Pretpostavimo da je €7 = ¢! — cg’B~'A > 0. Tada vektor p’ = cg"B~!
zadovoljava p’A < ¢, odnosno p je bazi¢no dopustivo rjesenje dualnog pro-
blema. Vrijednost funkcije cilja dualnog problema u tom bazi¢nom dopustivom
rjeSenju dualnog problema je p’b = cg’B~'b = cg'xp. Akoje xg > 0, tada je
prema Korolaru 5.2 x optimalno bazi¢no rjeSenje primarnog problema i odredili
smo optimalna rjeSenja i primarnog i dualnog problema. Ako xg ne zadovoljava
uvjet negativnosti, onda je x bazi¢no ali ne i dopustivo rjeSenje primarnog pro-
blema.

U dualnoj simpleks—metodi zahtijevamo ¢ > 0 tj. polazimo od bazi¢nog do-
pustivog rjesenja dualnog problema, dok za x zahtijevamo samo da je bazi¢no
rjeSenje primarnog problema. Za razliku od simpleks metode, u dualnoj sim-
pleks metodi najprije se odreduje varijabla koja izlazi iz baze. Kandidati su one
varijable ¢ija je vrijednost negativna, odnosno odreduje se [ takav da je xp(;) < 0.
Tada je I-ti redak tablice pivot-redak i oblika je (xB(l), V1,...,Un).

Nadalje, kako bi se odredila varijabla koja ulazi u bazu, odreduje se indeks j
takav da je

E]‘ 71
-7 = mi -
o]l {i: 0;<0} |vi
i u bazu ulazi varijabla x;. Element v; je tada pivot-element. Promjena baze
vrsi se kao i kod simpleks metode tako da se pivot—element svodi na jedinicuis
pivot—elementom poniSte ostali elementi u stupcu u kojem se pivot nalazi.
Primijetimo da prilikom promjene baze nultom retku u tablicu dodajemo

vektor _

5 [xB(1), © Un)

U]‘ B(l)/ 17+++/Ynj-
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Novi ¢; je oblika ¢; — vi;—; = vi% + vil%' Kakojev; <0a¢; > 0, te zbog izbora

od j, svaki novi ¢; je nenegativan:

a) Akoje v; > 0, onda vi% + vif—" = v;(% + %) > 0 jer je produkt dva
! ]

‘ (4 i (%
nenegativna broja.

b) Akojev; < 0,onda vi% topd = vi( G &) > 0jer je produkt dva broja

[o)] Toil — Toil
manja ili jednaka nuli.

To znaci daje novo bazi¢no rjesenje dualnog problema opet dopustivo. Dakle,
promjenom baze prelazimo od jednog bazi¢nog dopustivog rjeSenja dualnog
problema na drugo bazi¢no dopustivo rjeSenje dualnog problema.

Promatrajmo Sto se dogada s funkcijom cilja tijekom iteracija. U nultom retku
na prvoj poziciji se nalazi —p’b. Prelaskom unovu bazu tom elementu se dodaje
_XB(Z)% < 0, 8to znaci da vrijednost funkcije cilja duala strogo raste (za ¢; > 0)
ili ostaje nepromijenjen (za ¢; = 0). Dakle, ako su sve nebazi¢ne komponente
vektora utjecaja pozitivne, vrijednost funkcije cilja dualnog problema ce rasti
svakom odgovaraju¢om promjenom baze. Ako je utjecaj u pivot-stupcu jednak
0, tada moze doéi do ciklusa.

Pojava ciklusa se moZze izbjeéi primjenom leksikografskog pravila pivotira-
nja:

e Izabrati bilo koji redak I takav da je xp(;) < 0 za pivot redak.

e Za svaki stupac za koji je v; < 0, podijeliti sve elemente s |v;| i izabrati
leksikografski najmanji stupac. Ako ima viSe takvih stupaca, odabrati onaj
s najmanjim indeksom.

MoZe se pokazati da metoda zavrSava u kona¢no mnogo koraka, ako dualna
simpleks—metoda zapocne s tablicom kod koje je ¢ > 0 i ako se koristi leksiko-
grafsko pravilo pivotiranja ([2]).

Zapisimo sada saZeto sada jednu iteraciju dualne simpleks—metode.
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Iteracija dualne simpleks—metode

0) Inicijalizacija. Neka je p bazi¢no dopustivo rjeSenje dualnog
problema te B = [Ap(y), ..., Ap(y)] pripadna matrica baze.

1) Odabir varijable koja izlazi iz baze. Odrediti pivot-redak [ ta-
kav da je xp(;) < 0. Ako takav redak ne postoji, trenutno bazi¢no
dopustivo rjeSenje je optimalno i algoritam staje.

2) Odabir varijable koja ulazi u bazu. Odrediti j takav da je
S min —.
o] ~ ooy o

Tada u bazu umjesto stupca Ag(;) dolazi stupac A;.
Ako je v; > 0 za sve i, tada je optimalno rjeSenje 4-oco i algoritam
staje.

3) Promjena baze. Napraviti novu matricu baze zamjenom
stupca Ap(;) s Aj. Promjena baze se vrsi na nacin kao i kod
simpleks— metode (pivotom se ponistavaju svi elementi u pivot-
nom stupcu).

Primjer 5.5. Rijesimo dualnom simpleks—metodom problem linearnog programiranja

X1 +x24+x3+ x4 — min

uz uvjete
xp—x2+x3—x4 > 10
—X1+2xp —3x3+4x4 < =5
3x1 —4xp +5x3 —6x4 > 14
X1,%,%x3,x4 > 0.

Rjesenje. Standardni oblik ovog problema linearnog programiranja glasi

X1+x2+x3+x — min
uz uvjete
X1 —Xp+x3—x4—x5 = 10
X1 — 2xp + 3x3 — 4x4 — Xg 5
3x1 —4xp+5x3—6x4—xy = 14
X1,X2,X3, X4, X5, X6, X7

\Y
o
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te je pripadna tablica oblika

0 |1 1.1 1000

x5=-101[-1] 1 -1 110 0
Xe=-5| -1 2 -3 4
x7=-14| -3 4 -5 6 0 0 1

o]
—_
o

Kako su x5, x4, x7 < 0, kandidati su za izlazak iz baze. Pretpostavimo da smo oda-
brali xs. Nadalje je
.G .
min — = min{1,1} =1
0;<0 |UZ“
pa za ulazak u bazu moZemo odabrati x1 ili x3. Pretpostavimo da smo odabrali x1. Tada
je odgovarajuci tablica

-0 [0 2 0 2 1 00

=101 -1 1 -1 -1 0 0
=50 1 -2 3 -1
;=160 1 -2 3 -3 0 1

—_
e

Kako je xg > 0, slijedi da smo dosli do optimalnog rjesenja.

Dualna simpleks—-metoda moZe se efikasno koristiti kada je dostupno ba-
zi¢no dopustivo rjeSenje dualnog problema. Primjerice, jedna od situacija u ko-
joj je dualna simpleks-metoda korisna je kada smo rijesili problem linearnog
programiranja primjenom simpleks-metode i Zelimo rijes$iti isti problem, ali s
drugom desnom stranom b. Tada optimalna baza rijeSenog problema opéenito
ne daje bazi¢no dopustivo rjeSenje za novi problem, odnosno prethodno rijeSeni
problem ne daje nikakve informacije koje se mogu koristiti u novom problemu.
No medutim, kako b ne utjece na ¢, optimalna tablica pocetnog problema daje
dopustivo rjeSenje dualnog problema. Stoga, umjesto rjeSavanja primarnog pro-
blema dvofaznom simpleks-metodom, moZemo primijeniti dualnu simpleks—
metodu koristeéi optimalnu bazu pocetnog problema kao pocetnu bazu za du-
alnu simpleks—metodu.

Primjer 5.6. Ako u problemu iz Primjera 5.5 desnu stranu zamjenimo s [5,—1,20]7,
tada moZemo iskoristiti posljednju tablicu. Buduéida o b ovisi samo prvi stupac, ostatak
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tablice se moze izravno prenijeti. Odgovarajuci tablica za novi problem sada glasi

—5‘0202100

=51 -1 1 -1 -100
=410 1 -2 3 —-110
—2

x7=-5(0 1 [-2] 3 -3 0 L

pri cemu proi stupac dobijemo ponovno racunajuci xg = B~'b i cgTxp. Varijabla x;
izlazi iz baze, a ulazi x3, te dobivamo tablicu

4 o 2 0 2 1.0 0

xn=5/2|1 -1/2 0 1/2 1/2 0 1/2
=9 [0 0 0 O -4 0 -1
x3=5/2|0 -1/2 1 -3/2 3/2 0 —-1/2

Kako je xg > 0, dosli smo do optimalnog rjesenja x* = [5/2, 0,5/2,0,0,9, O]T.

Takoder, dualna simpleks—-metoda pogodna je i ako nakon rjeSavanja pro-
blema bilo simpleks, bilo dualnom simpleks—-metodom naknadno u skup uvjeta
dodamo nove dodatne uvijete.

Primjer 5.7. Pretpostavimo da smo u skup uvjeta u Primjeru 5.5 dodali jos jedan do-
datni uvjet

x1+x2+3x3—3x4 <6

odnosno
X1+ x2 +3x3 —3x4 + xg = 6.

Tada je potrebno u posljednju tablicu iz primjera 5.5 dodati jedan dodatni redak koji
odgovara novom uvjetu i novi stupac koji odgovara varijabli xg:

~10 [0 2 0 2 1 000
=101 -1 1 -1 -1 000
x¢=5|0 1 -2 3 —-1100
;=160 1 -2 3 -3010
xs=6[1 1 3 -3 0 001
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Ponistimo li u zadnjem retku elemente koji odgovaraju bazicnim varijablama x1,x¢ i x7,
dobivamo tablicu

~10 |0 2 0 2 1 00 0
xy=10]1 -1 1 -1 -1 00 0
=50 1 -2 3 -1100
;=160 1 -2 3 =301 0
xs=-4(0 2 2 -2 1 00 1

Nadalje varijabla xg izlazi iz baze a u bazu ulazi xy:

-14 |0 4 2 O 2 00 1
xw=121 -2 0 0 -=-3/2 0 0 —-1/2
xx=—1/0 4 1 0 -1/2 1 0 3/2
x7=10(0 4 1 0 -3/2 01 3/2
=210 1 1 -1 1/2 0 0 1/2.

Sada je jedini kandidat za izlazak iz baze x¢, dok u bazu ulazi xs:

-18 |0 20 6 0 0O 4 0 7

xy=15/1 -14 -3 0 0 -3 0 -5
xs5=2|0 -8 -2 0 1 -2 0 -3
x7=13/0 -8 -2 0 0 -3 1 -3
y=1/0 5 2 -10 1 1 2

Kako je xg > 0, dosli smo do optimalnog rjesenja x* = [15,0,0,1,2,0,13, O]T.

5.5 Zadaci

Zadatak 5.1. Neka je zadan problem linearnog programiranja

3x1 +7xp — max

uz uvjete
X1—x < 4
x1—Xxy < 2
x1,xp > 0.

Napisite odgovarajuéi dualni problem navedenog problema. Sto moZete reci o dopusti-
vom podrucju primarnog, odnosno dualnog problema?
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Rjesenje. Dualni problem glasi

4p; +2p> — max
uz uvjete
pitp < -3
—pi—p2 = —7
pi.p2 < 0.

Zadatak 5.2. Koriste¢i uvjete komplementarnosti provjerite je lix* = [1,—1,2,0, —3]T
optimalno rjesenje problema linearnog programiranja

—4x1 +2xp — 11x3 +4x4, — min

uz uvjete
2x1 — X +3x3 —2x4+x5 = 6
X1 +4x) —x3—x4—3x5 > 4
4x1+6x) —x3—5x4+x5 > —8
X1,X3,X4 2> 0.

Zadatak 5.3. Formulirajte dualni problem sljedeceg problema linearnog programiranja

3x1+2xp — max

uz uvjete
2x1 +xp < 100
x1+2x < 80
X2 < 30
x1,xp > 0.

i zapisite ga u standardnom obliku. Rijesite dobiveni dualni problem simpleks—metodom,
te odredite rjeSenje primarnog problema.

Rjesenje. Rjesenje dualnog problema p* = [—4/3,—1/3,0]7, rjeSenje primar-
nog problema x* = [40,20]7.

Zadatak 5.4. Neka je zadan problem linearnog programiranja

¢’x — min
uz uvjete
Ax > b
x > 0.
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Formirajte dualni problem i napisite ga u ekvivalentnom minimizacijskom obliku. Ar-
gumentirajte koji su uvjeti na matricu A i vektore b i ¢ potrebni da bi dualni problem
bio identican primarnom problemu. Konstruirajte primjer pod kojim ée ti uvjeti biti
zadovoljeni.

RjeSenje. Za antisimetri¢nu matricu Aib = —c’.

Zadatak 5.5. Neka je A simetricna matrica te neka je zadan problem linearnog progra-
miranja

Ix — mxin
uz uvjete
Ax > ¢
x > 0.

DokaZite: ako je x* vektor sa svojstvom Ax* = cix* > 0, onda je x* optimalno rjesenje
zadanog problema linearnog programiranija.

Zadatak 5.6. Napisite dualni problem sljede¢eg problema linearnog programiranja:
Pretpostavimo da na raspolaganju imamo namirnice N1, . . ., Ny,. Cijena po jedinici na-
mirnice Nj iznosi Cjs i =1,...,n. U namirnicama su prisutni nutritioni elementi
Ey, ..., Ey, pri Cemu je u namirnici Nj prisutno ajj, i=1,...,mj=1,...,n nutri-
tivnog elementa E;. Poznato je da svaka osoba mora tijekom jednog dana unijeti barem
b; jedinica nutritivnog elementa E;, i = 1,...,m. Koliko treba konzumirati pojedine
namirnice da bi se zadovoljila dnevna potreba za nutritivnim elementima, a da bi se pri
tome minimizarala cijena prehrane?

RjeSenje.
bip1+ -+ bupm — max
uz uvjete
anpr+anp2+ -+ ampm < 0
appr+apps+ -+ ampm < 02
App1 + aoup2 + -+ Apnpm < Cp
P, P2, Pm = 0.



5.5. Zadaci 119

Zadatak 5.7. Napisite dualni problem sljedeceg problema:

Jedna namirnica nalazi se u m skladista iz kojih se opskrbljuje n prodavaonica. Skla-
distei, i =1,...,m sadrZi koli¢inu s; te namirnice a prodavaonici j, j = 1,...,n treba
dostaviti kolicinu kj namirnice. Neka je cijy i=1,...,m,j=1,..., ncijena prijevoza
jedinice namirnice od skladista i do prodavaonice j. Treba opskrbiti sve prodavaonice
potrebnom kolicinom namirnice tako da ukupna cijena prijevoza bude minimalna.

RjeSenje. Odgovarajuci dualni problem glasi
m n
sipi+ ) kipmsj — max
i=1 j=1

uz uvjete
pi+ Pmyj < Cij Vi=1,....mj=1,...,n
pi < O,Vizl,...,m

Zadatak 5.8. Napisite dualni problem sljedeceg problema:

Neko postrojenje proizvodi n razlicitih proizvoda koriste¢i m razlicitih sirovina. Neka
jeaj, j =1,...,mdostupnakolicina j-te sirovine, a b;j kolic¢ina j-te sirovine za proizvod-
nju jedne jedinice proizvoda i,i = 1,...,n. Cijena jedinice proizvoda i je c;. Potrebno je
odrediti koliko jedinica svakog proizvoda treba proizvesti da bi se maksimizirala ukupna
cijena proizvedenih proizvoda.

Rjesenje. Odgovarajuci dualni problem glasi

J
uz uvjete

m
Zbl]p] S 7CZ/ Vi:l,...,?’l
j=1

m
. a]p] — max

pj < ovji=1,...,m

Zadatak 5.9. Dualnom simpleks—metodom rijesiti problem linearnog programiranja

9x1 + 6xp, — min

uz uvjete
X1+x2 > 4
3x1+x2 > 6
x1,xp > 0.
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a) Odredite rjeSenje danog problema ako se jos doda uvjet x1 + 2xp > 5.

b) Odredite rjesenje danog problema ako se desna strana zamijeni vektorom [2,5]7.

Rjesenje. Za pocetni problem je x* = [1,3,0, 0]7,a) x* = [1,3,0,0,2]7, b) x* =

[1.5,0.5,0,0]T.

Zadatak 5.10. Dualnom simpleks—metodom rijesite problem linearnog programiranja

2x1 4 3xp +4x3 + 5x4
uz uvjete

X1 — X2+ X3 — X4

X1 —2xp + 3x3 —4x4
3x1 — 4xp 4+ 5x3 — 6x4
X1,X2,X3,X4

Rjesenje. x* = [10,0,0,0,0,4,15]".

_>

AVARAVAR VARV

min

10
6
15
0.



POGLAVLJE
Iz povijesti linearnog programiranja

Poceci linearnog programiranja seZzu u pocetak 19.stolje¢a, a veZu se uz ime
J.B.]. Fouriera koji je rjeSavao sustave linearnih nejednadZzbi. Pojacan interes za
ovo podrucje pocinje 1940. godine radovima americkog matematicara

G. B. Dantziga (vidjeti [7, 8, 9]) i ruskog matematic¢ara L. V. Kantorovicha (vidjeti
[11]). Motivi za njihove radove bili su sloZeni problemi planiranja prije i u vri-
jeme Drugog svjetskog rata. U to je vrijeme razvijena vrlo uc¢inkovita simpleks—
metoda iz 1948. godine (vidjeti [8]) za numericko rjeSavanje problema linearnog
programiranja koja se bez obzira na neke nedostatke, kao $to je eksponencijalna
sloZenost, u razlic¢itim primjenama koristi i danas.

U razdoblju od 1950. do 1960. detaljno je razvijana teorija linearnog progra-
miranja, kao i odgovarajuce primjene. U tom su razdoblju nastali brojni teorijski
rezultati kao Sto su teorija dualnosti, koja je vezana uz J. von Neumanna. Ta-
koder, u to vrijeme objavljeni su teorijski rezultati koji se odnose na rjeSavanje
problema velikih dimenzija, kao i mnostvo razli¢itih primjena linearnog progra-
miranja.

Od 1970. primjenom rac¢unala linearno programiranje pocinje se intenzivno
koristiti u komercijalne svrhe prirjeSavanju problema koje dolaze iz razlic¢itih po-
drudja primjena kao $to su problemi transporta, problemi optimalne proizvod-
nje i distribucije energije, problemi u telekomunikacijama te opéenito u proble-
mima proizvodnje. Godine 1975. ruski matematicar L. Kantorovich i americki
ekonomist T. Koopmans dobili su Nobelovu nagradu za ekonomiju za doprinos
teoriji optimalne alokacije resursa u kojem je linearno programiranje odigralo
vaznu ulogu.

Razdoblje 80-ih godina dvadesetog stoljeca obiljeZio je razvoj novih algori-
tama za rjeSavanje problema lineranog programiranja. Godine 1979. armenski
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matematicar L. Khaciyan predstavio je elipsoidalnu metodu, iterativnu metodu
u kojoj se generira niz elipsoida koji sadrze tocku minimuma funkcije cilja, a
¢iji volumeni monotono padaju u svakom koraku. Elipsoidalna metoda rjesava
probleme linearnog programiranja u broju koraka koji je polinomijalna funk-
cija broja podataka koji definiraju problem linearnog programiranja, $to znaci
da je elipsoidalna metoda brza od simpleks—metode u slucajevima u kojima
simpleks—metoda ima veliku sloZzenosti. Potpuni algoritam te dokazi odgova-
rajucih teorijskih rezultata mogu se naci u [2]. Neovisno o dobrim teorijskim
svojstvima kao Sto je polinomijalna sloZenosti u prakti¢nim situacijama simpleks
metoda se pak pokazuje superiornom.

Godine 1984. indijski matematic¢ar N. Karmarkar razvio je metodu unutarnje
tocke (eng. interior point method), koja se po svom autoru Cesto zove i Karmarka-
rova metoda, a koja za razliku od obilaska vrhova poliedra, optimalno rjeSenje
trazi "kre¢udi" se po unutrasnjosti dopustivog podrucja. Metoda unutarnje tocke
kombinira poZeljna teorijska svojstva elipsoidalne metode i prakti¢nu prednost
simpleks metode (vidjeti [2]).

Na kraju spomenimo da se u razli¢itim podrugjima primjena koriste mnoga
prosirenja i poopéenja problema linearnog programiranja. NajvaZnija su cjelo-
brojno programiranje-problem uvjetne optimizacije s linearnom funkcijom cilja
i linearnim uvjetima, ali kod kojeg su neke ili sve varijable ograni¢ene na cje-
lobrojne ([2]), kvadrati¢no programiranje-problem uvjetne optimizacije s kva-
drati¢énom funkcijom cilja i linearnim uvjetima ([16]), nelinearno programira-
nje-problem uvjetne optimizacije s nelinearniom funkcijom cilja ili nelinearnim
uvjetima ([21]) te stohasticko programiranje-problem uvjetne optimizacije koji
uklju¢uje nedeterminizam.
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Leonid Genrikhovich Khachiyan (1952.—2005.)

Slika 6.1: Fotografije nekih matematicara koji su bili znacajni za razvoj terije li-
nearnog programiranja
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IvaANA KUuzMANOVIE KRISTIAN SABO

LINEARNO PROGRAMIRANJE

U razli¢itim primijenjenim istrazivanjima pojav-
ljuju se problemi u kojima je potrebno minimi-
zirati ili maksimizirati zadanu funkciju, u ovis-
nosti o jednoj ili vise varijabli. Grana matema-
tike koje izucava ovakve probleme naziva se op-
timizacija. Optimizacijski problemi ugrubo se
mogu podijeliti u dvije bitno razlicite skupine:
probleme bezuvjetne optimizacije te probleme
uvjetne optimizacije. U ovom udzbeniku pro-
matra se jedan specijalni problem uvjetne opti-
mizacije koji je u literaturi poznat kao problem
linearnog programiranja.
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