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1 Minimizacija funkcije jedne varijable

Neka je f : R — R neprekidna realna funkcija. Kazemo da f u tocki z* € R postize lokalni minimum
ako postoji § > 0 takav da vrijedi f(z*) < f(z) za svaki € R za koji je |z — z*| < §. Ako je
f(z*) < f(x) za svaki z € R kazemo da f u z* postize globalni minimum. Ako je 2* tocka u kojoj
funkcija f postize globalni minimum funkcije f na R pisemo

x* = argmin f(z).
z€R

Ako za dva puta neprekidno derivabilna funkcija f : R — R te za tocku z* € R vrijedi
f@)y=0 i f"(z*)>0, (1)

onda je z* tocka lokalnog minimuma funkcije f. Uvjet (1) zovemo uvjet optimalnosti. Uo¢imo da
x* koja zadovoljava svojstvo (1), opéenito ne mora biti tocka u kojoj se postize globalni minimum
funkcije f. Problem odredivanja tocke u kojoj se postize globalni minimum funkcije f znatno je
tezi problem i sastoji se u tome da treba odrediti skup svih toc¢aka £, u kojima funkcija f postize
lokalni minimum, te medu njima odabrati onu tocku z* za koju je f(z*) < f(x) za svaki z € L.

Ako je z* tocka za koju vrijedi f/(z*) = 0, kazemo da je stacionarna totka funkcije f. U svrhu
odredivanja tocaka u kojima derivabilna funkcija f postize lokalni minimum, potrebno je odrediti
stacionarne tocke funkcije f, odnosno rjesiti jednadzbu f’(z) = 0. Ako se jednadzba

f'(@) =0, (2)

moze analiticki rijesiti, stacionarne tocke mogu se odrediti egzaktno. Najcesée se u primjenama
rjesenje jednadzbe (2) ne moze dobiti egzaktno te se za njezino rjesavanje koristi neka iterativna
numericka metoda. Najznacajnija iterativna numericka metoda za odredivanje lokalnih ekstrema,
koja zahtijeva poznavanje prve i druge derivacije funkcije f je Newtonova metoda.

U primjenama je ¢est problem odredivanje lokalnih minimuma funkcija koje nisu derivabilne
u svim tockama svoje domene. U tom se slucaju uvjet optimalnosti (1) ne moze koristiti te se
tada za odredivanje lokalnih minimuma koriste tzv. direktne metode, koje ne zahtjevaju poznavanje
derivacije. Najpoznatije direktne metode su Metoda zlatnog reza, Fibbonacijeva metoda, Metoda
parabole, Brentova metoda.

Ukratko ¢emo opisat dvije iterativne metode: Newtonovu metodu za derivabilne funkcije i
Metodu parabole za nederivabilne funkcije.

1.1 Newtonova metoda

Pretpostavimo da je f : (a,b) — R dva puta neprekidno derivabilna funkcija te neka je g € (a, b)
pocetna aproksimacija. Razvijemo li funkciju f u Taylorov red u okolini tocke z( te se zadrzimo
na kvadratnom c¢lanu dobivamo:

F@) % fale) = @)+ (@ = a0) (o) + E2 ),

Osnovna ideja Newtonove metode je da se umjesto trazenja stacionarne tocke funkcije f potraze
stacionarne tocke funkcije f2, odnosno da se rjesava jednadzba

() = f(z0) + (x — 20) " (w0) = 0.



I (20)

Lako se vidi da uz uvjet f”(zq) # 0, funkcija fo ima jedinstvenu stacionarnu tocku x = xo— SienE

Motivirani ovim postupkom mozemo izgraditi sljedec¢i algoritam:
Newtonova metoda

ponavljaj k=0,1,2,3,...

Tk+1 = Tk — ;//((xm’;))

sve dok |f’(zk+1)| ne postane dovoljno malo.

Moze se pokazati da uz odredene uvjete na funkciju f i pocetnu aproksimaciju zy Newtonova
metoda konvergira ka stacionarnoj tocki funkcije f.

Na Slici 1 prikazane su tri iteracije Newtonove metode, pri ¢emu je graf funkcije fo prikazan
debljom linijom.
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Slika 1: Tri iteracije Newtonove metode

Ako je (zp) niz dobiven nekom iterativhom metodom, koji konvergira ja z*, kazemo da je
brzina konvergencije metode jednaka r ako postoji konstanta A i prirodni broj ko takav da je
|o* — xp41| < Ala™ —xg|" za svaki k > ko. Moze se pokazati da je brzina konvergencije Newtonove
metode r = 2.

1.2 Metoda parabole

Neka je f : (a,b) — R neprekidna funkcija koja opéenito nije derivabilna u nekim tockama intervala
(a,b). Pretpostavimo da je x* nepoznata tocka u kojoj se postize lokalni minimum funkcije f.
Odaberimo tri nekolinearne tocke (aq, f(aq)), (az, flag)) te (as, f(as)), a1, as, a3 € (a,b), a; #
aj, 1 # j, koje leze na grafu funkcije f te za koje vrijedi

min o; < z*¥ < max «;.
i=1,2,3 i=1,2,3

1< 1/:7)

U tom sluc¢aju postoji jedinstveni interpolacijski polinom P drugog stupnja koji prolazi kroz te tri
tocke te glasi

(x —ay)(z — asg)
(a3 — 1) (as — az)

(r —a1)(z — asz)
(a2 — o) (a2 — a3)

(x — ag)(z — ag)
(o1 — az)(a1 — as)

P(x) = flaa) + flaz) + flas).

Sliéno kao kod Newtonove metode i ovdje je osnovna ideja da se umjesto stacionarnih tocaka
fukcije f potraze stacionarne tocke kvadratne funkcije P. Nije tesko vidjeti da rjeSenje jednadzbe
P'(z) =0 glasi

1 o4 o 1 (fla1) = flaz))(az — a3)(as — a1)
T = 2( 1+ o)+ 2 (s — a3) far) + (s — a2) f(@2) £ (a1 — a2) f(cxg) (3)

Algoritam - metoda parabole

Korak 0 Zadatitocnost e > 0. Odreditiskup {a1, ag, as}, i # a;, @ # j zakoje vrijedi min;—; 9 3 o <
¥ < max;—1,2,3 ;. Izracunati f(o;), i =1,2,3.



Korak 1 Odrediti T prema formuli

P! (Flar) — F(an))(as — as)(as — an)
(Ot ) b S e ) (@) F (s — ) f(aa) + (a1 — az)f (@)’

Korak 2 Ako je (T — a1)(Z — a3) > 0 idi na Korak 3, inace idi na Korak 4.
Korak 3 Konstruiraj novi skup {aq,as, a3} iz aq, @z, a3 1 T i idi na Korak 1.
Korak 4 Ako je [T — azg| < €, idi na Korak 5, inace idi na Korak 3.

Korak 5 Kraj.

Moze se pokazati da je brzina konvergencije metode parabole r = 1.32. Navedena metoda u lite-
raturi je poznata kao metoda jednosdimenzionalne minimizacije primjenom kvadratne interpolacije
s tri tocke ([4]).

U svrhu minimizacije funkcije f mogu se koristiti moguénosti programskog paketa Mathematica.
Za trazenje lokalnog minimuma funkcije f moze se upotrijebiti naredba FindMinimum[f [x],x0],
pri cemu je x( pocetna aproksimacija, dok se primjenom naredbe NMinimize [f [x] ,x] dobiva tocka
u kojoj se postize globalni minimum funkcije f.

2 Neki problema koji se svode na minimizaciju funkcije
jedne varijable

2.1 Problem najkraéeg puta (vidi [1])

Pretpostavimo da se robot krece iz ishodista koordinatnog sustava O = (0,0) te da treba dodi do
totke P = (zp,yp) kao na Slici. Pri tome robot najprije kreée po x osi do tocke @ = (z,0), a nakon
toga nastavlja put prema tocki P. Na tom putu nailazi na krug K sa sredistem u tocki C' = (2, y.)
polumjera r. Kretanje robota treba biti takvo da sto je visSe moguée izbjegne kretanje po podrucju
koje je odredeno krugom K. Postavlja se pitanje kako odrediti tocku ) tako da ukupni put kojeg
robot prijede bude minimalan.
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Slika 2: Problem najkradeg puta

Oznac¢imo s R i S tocke u kojima duzina QP sijece rub kruga K. Uo¢imo da je optimalni puto
robota onaj koji ima svojstvo da je da je

d=|0Q| +|QP| + p|RS|. (4)

minimalno, pri ¢emu je p > 0 parametar s kojim odredujemo koliko ¢emo optimalni put uciniti
dalekim od kruga K. Ako je p velik onda ¢e optimalni put vrlo malo prolaziti ili uopée neée



prolaziti kroz podrué¢je K. S druge strane ako je p — 0, onda ¢e optimalni put biti blizak duzini
OP.
Koordinate to¢aka koje leze na duzini QP imaju oblik

(1 =N+ Azp, Ayp) = (z + AMzp — 2), Ayp), 0 S A <1
Duzina QP sijece krug K za one \ € [0,1] za koje je
(z + )‘(mp —z)— zc)z + ()‘yp - yc)2 —r? = 0,

§to se moze napisati u obliku
a(z)X* + B(e)A + v(z) =0, (5)

gdje su
a(z) = (z—2p)* +up, Blo) =2((2p — 2)(@ — 2c) = ypye), V(@) = (& — 2)* +y2 — 1%

Ako je §(x) = B%(z) — da(x)y(x) < 0, onda je |RS| = 0. Ako pretpostavimo da je d(z) > 0,
dobivamo rjesenja jednadzbe (5):

Vrijedi
|RS| = [QP|—|QR| - [PS]|
= |QP|- \/Al(:c)Q(xp — )2+ A (2)y — \/(x + X2 () (zp — ) = 2p)* + (A2(2)yp — Yp)?
= (Mi(2) = () |QP|
d(z)

 a Vi

Konacno vrijedi

o(&) i [ES| = { M) Sy —2)2 + 42, 8(x) > 0, M(2), Mo(x) € [0,1]

0, inace

Na ovaj nacin odredjivanje optimalne tocke ) sveli na problem minimizacije funkcije
f(@) =2+ /(2p — 2) + yj + pv(2).

Na Slici 3 je prikazan graf funkcije f za p=1, C = (2,2), P = (5,4) te r = 1.
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Slika 3: Graf funkcije f za p=1, C = (2,2), P =(5,4) te r = 1.

Sa slike se naslucuje da funkcija nije derivabilna u tocki u kojoj postize globalni minimum te se
stoga za njezinu minimizaciju treba koristiti neka direktna metoda, kao $to je primjerice Metoda
parabole.Primjenom spomenute metode dobivamo da je * = 1.6188

Navedeni problem specijalni je sluc¢aj generalnijeg problema koji se moze naéi u [2].



Ll
6

Slika 4: Optimalni put za p =1, C = (2,2), P = (5,4) te r = 1.

2.2 Problem najmanjih obi¢nih kvadrata i najmanjih potpunih kvadrata

Pretpostavimo da su zadane tocke (¢;,y;), 7 = 1,..., m na osnovi kojih treba odrediti pravac oblika
y = kt, k € R, koji prolazi kroz ishodiste i ima svojstvo da u nekom smislu najbolje aproksimira
zadane podatke. U svrhu rjeSavanja ovog problema promatrat ¢emo dva principa: princip naj-
manjih obi¢nih kvadrata-OLS (engl. ordinary least square) i princip najmanjih potpunih kvadrata-TLS
(engl. ordinary least square).

a) OLS pristup b) TLS pristup

Slika 5: OLS i TLS pristupi

Princip najmanjih obi¢nih kvadrata (Slika 5 a)) sastoji se u tome da minimiziramo sumu kva-
drata vertikalnih udaljenosti tocaka (¢;,y;), @ = 1,...,m do pravca y = kt, tj.da minimiziramo

funkciju
m

fors(k) = (kti —y:).
i=1
Ako je k§ g = argmingcp fors(k), onda za pravac y = k5, ¢t kazemo da je najbolji OLS pravac.
Princip najmanjih potpunih kvadrata ((Slika 5 b))) podrazumijeva minimiziraciju sume kva-
drata pravih udaljenosti toc¢aka (t;,y;), i = 1,...,m do pravca y = kt, tj. minimizaciju funkcije

Jrrs(k) = Z 7(kti — yi)Q.

Ako je ki, ¢ = argmingcp frrs(k), onda pravac y = ki, ¢t zovemo najbolji TLS pravac.
Odredimo k}; ¢. Lako se vidi da je f§ (k) =230 (kt; — yi)t; te fGq(k) =230, 2 >0,
za svaki k € R, odakle slijedi da je jedinstvena stacionarna tocka funkcije fors ujedno tocka u



kojoj funkcija fors postize globalni minimim te glasi

ks = Sl
> i 1
Problem odredivanja tocke a}; ¢ znatno je sloZeniji. MozZe se pokazati da funkcija frrs ima
dvije stacionarne tocke, te je stoga potrebno ispitati predznak druge derivacije. Za minimizaciju
funkcije frrs moguée je koristiti i metodu parabole kod koje nije potrebno ra¢unati derivaciju.
Na Slici 6 prikazani su najbolji OLS i TLS pravci za skup podataka

o () () (32)

te grafovi odgovarajuéih funkcija fors i frrs

TL =0.
\\ wl 15l T S pravac y = 0.638t

///./OLS pravac y = 0.589¢
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Slika 6: OLS i TLS pravci

2.3 Newtonov zakon hladenja

Poznati Newtonov zakon hladenja tijela glasi:
Brzina hladenja tijela proporcionalna je razlici izmedu temperature tijela i temperature okoline.

Pretpostavimo da je neko tijelo zagrijano na temperaturu Ty. Temperaturu okoline T smatrat
¢emo poznatom konstantnom i nizom od temperature tijela (Ts < Tp). Ako s T' = T'(t) ozna¢imo
temperaturu tijela u trenutku ¢ € [0, 7], onda Newtonov zakon hladenja tijela mozemo zapisati

diferencijalnom jednadzbom:
dT
C - kr-T 6
T k-, 0
pri ¢emu je a > 0 konstanta proporcionalnosti. Rjesenje diferencijalne jednadzbe (6) uz T(0) = Tp
glasi
T(t) =T+ (TO - Ts)eikﬁ (7)

Konstanta & > 0 moze se odrediti na osnovi podataka mjerenja (¢;,T;), ¢ = 1,...,m, pri ¢emu
su t; vremenski trenutci, a T; odgovarajuce temperature tako da graf funkcije 7" u nekom smislu
najbolje aproksimira zadane podatke. Obi¢no se u tu svrhu koriste tri pristupa:

e metoda najmanjih kvadrata, odnosno minimizacija funkcije:

m

Fy(k) =Y (To + (Tp — To)e ™ = Tp)%;
i=1



e metoda najmanjih apsolutnih odstupanja, odnosno minimizacija funkcije:

Fy(k) =Y |Tu+ (To — To)e ™ — T;

i=1
e metoda namanje maksimalne udaljenosti, odnosno minimizacija funkcije:

Foo(k) = max |T,+(Tp — Ty)e ™ — ).

Pri tome je funkcije Fy derivabilna, no njezine se stacionarne tocke ne mogu izra¢unati eks-
plicitno te je za odgovarajuéu minimizaciju potrebno koristiti neku iterativnu numericku metodu.
Funkcije F} i Fy nisu derivabilne funkcije te je za njihovu minimizaciju potrebno koristiti neku
metodu za nediferencijabilnu minimizaciju.

3 Minimizacija funkcije vise variabli

Neka je f : R™ — R neprekidni realni funkcional. Kazemo da f u tocki x* € R"™ postize lokalni
minimum ako postoji é > 0 takav da vrijedi f(z*) < f(z) za svaki € R™ za koji je ||l — z*|| <.
Ako je f(z*) < f(z) za svaki z € R™ kazemo da f u z* postize globalni minimum. Ako je z* tocka
u kojoj funkcija f postize globalni minimum funkcije f na pisemo

x* = argmin f(z).
TER™

Moze se pokazati da ako za dva puta neprekidno diferencijabilni funkcional f : R® — R te za
tocku z* € R vrijedi

Vi) =0, i 2IV2f(z*)z2>0,Vze€R" z#0, (8)

onda je z* tocka lokalnog minimuma funkcionala f.
Analiza numerickih metoda za minimizaciju funkcije vise varijabli izlaze iz okvira ovih preda-
vanja. U tu svrhu mozemo primjerice koristi Mathematica naredbe FindMinimum ili NMinimize.

4 Neki problemi koji se svode na minimizaciju funkcije vise
varijabli

4.1 Linearni problem najmanjih obi¢nih kvadrata

Pretpostavimo da u Newtonovom modelu hladenja (7) poznajemo parametar k > 0 te da na osnovi

izmjerenih podataka (¢;,7;), 7 = 1,...,m u smislu najmanjih obi¢nih kvadrata trebamo procijeniti
pocetnu temperaturu tijela Ty i te temperaturu okoline Ts. Oznac¢imo li u tu svrhu s z; = Tj,
x9 =To—Ts, x = [z, :I:g]T eR% tey; =T;,3=1,...,m problem se svodi na problem minimizaciju

funkcionala F» : R? — R,
Fy(x) = || Az — i3,

gdje su
1 e Fh Y1
1 ehe Yo
A = 5 y =
1 e Ftm Ym

Opéenito ako je A € R™*™ m > n te y € R?, problem minimizacije funkcionala F : R™ — R,
F(x) = ||Axz — y||3, zovemo linearni problem najmanjih obi¢nih kvadrata.



Nije tesko vidjeti da je VF(z) = 2(AT Az — ATy) te V2F(z) = 2AT A. U svrhu odredivanja
rjesenja linearnog problema najmanjih obi¢nih kvadrata prema (8) rjeSsavamo sustav linearnih
jednadzbi

VF(z) = 2(AT Az — ATy) = 0. (9)
Ako je pri tome matrica AT A regularna, sustav (9) ima jedinstveno rjesenje koje glasi z* =
(AT A)=1ATy. To rjesenje ujedno je i globalni minimum funkcije F jer za svaki z # 0 vrijedi
2IV2F(2)z = 2T AT Az = (A2)T(Az) = ||Az|)% > 0.

Za rjeSavanje lineranog problema najmanjih obi¢nih kvadrata moze se koristiti Mathematica
naredba LeastSquare[A,y].

4.2 Verhulstov model
Verhulstov zakon rasta populacije glasi:

“Brzina rasta populacije u ograni¢enom Zivotnom prostoru u trenutku t € [0, 7] proporcionalna je
broju jedinki N(t) u tom trenutku i velicini bioloskog potencijala”.

Ako s A ozna¢imo bioloski maksimum populacije, onda odgovarajuéa diferencijalna jednadzba
glasi:

AN
—5 = eN(B(A =N (D).

Rjesenje prethodne diferencijalne jednadzbe je tzv. logisti¢ka funkcija

A

N(t) = ——
®) 14 be—ct’

gdje je b integracijska konstanta.

Konstante A, b, ¢ > 0 odreduju se na osnovi podataka mjerenja (¢;, N;), i = 1,...,m, pri ¢emu
su t; vremenski trenutci, a N; odgovarajuca veli¢ina populacije, tako da graf funkcije N u nekom
smislu najbolje aproksimira zadane podatke. Obi¢no se u tu svrhu koriste tri pristupa:

e metoda najmanjih kvadrata, odnosno minimizacija funkcionala:
m A 2
Fy(A)b,c) = — —N; | ;

2( ) >C) Z:ZI (1+b6Ct’7 )

e metoda najmanjih apsolutnih odstupanja, odnosno minimizacija funkcionala:

m

5(A, b, ¢) Z

i=1

i

1+be 1+ be—cti

e metoda namanje maksimalne udaljenosti, odnosno minimizacija funkcionala:

A

w(Abc) = max ‘Hbet ~

1=

Funkcional F; je derivabilan za razliku od funkcionala F; i Fi

5 Prijedlozi seminarskih radova
1. Slobodne i prisilne oscilacije automobila ([3]).
2. Matematicki model reaktora u stacionarnom stanju ([3]).

3. Matematicki model elektromagnetske zavojnice ([3]).
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