Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku

4.3 Nejednakosti izvedene iz Jensenove nejednakosti

Teorem 3 (CSB nejednakost) Ako sua = (a1, a9,...,a,) 10 = (b1,ba, ..., by)
n-torke realnih brojeva, tada vrijeds

(;n:laibi)Q < (f:ﬁ)(zzn:lbf)

=1

Jednakost vrijedi ako i samo ako su n-torke a i b proporcionalne.

U zadacima cCesto primijenjujemo i CSB nejednakost u Engel formi:

n g2 (X ai)
>z
i=1 " Z bz
i=1
Teorem 4 (Holderova nejednakost) Ako su a = (ay,a9,...,a,) i b =
(b1, b2, ..., b,) n-torke pozitivnih realnih brojeva i p, q dva realna broja razli-

1 1
cita od 0, t.d. je —+ — =1, tada za p > 1 vrijeds
p q

Q=

San < (Sar) (S

=1

Za p < 1 wvrijedi suprotna nejednakost. Jednakost vrijedi ako i samo ako su
n-torke aP i b? proporcionalne.
Teorem 5 (Nejednakost Minkowskog) Ako sua = (ay,as,...,a,) ib=
(b1, ba, ..., b,) n-torke pozitivnih realnih brojeva, tada za p > 1 vrijedi

n 1 n 1 n 1

(Cterby) < (o) +(X®)"

i=1 i=1 i=1

Za p < 1 wvrijedi suprotna nejednakost. Jednakost vrijedi ako i samo ako su

n-torke a i b proporcionalne.

Zadatak 50. Neka su x,y, z pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

11 1
F+y+2)(=+-+-)>0
r Yy =z
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Zadatak 51. Neka su x1, 2o, ..., x, pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi
r1+ 2o + - -+ x, = 1. Dokazite da vrijedi

VI + Ty + -+ T, <V

Zadatak 52. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi a + b +
c = 1. Dokazite da vrijedi

w\»—k

a4+ +E>

Zadatak 53. Neka su z,y,z € [—i,oo) takvi da vrijedi x +y + 2z = 1.
Dokazite da vrijedi

Viar +1+Vay+1+V4z+1 < V21,

Zadatak 54. Neka su x,y, z pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

1'2 y2 22
THYy+rs — 4+ —.
z T Y

Zadatak 55. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

Srt+ e+ 2Py >yl +y + 2).

Zadatak 56. Neka su a, b, ¢ duljine stranice trokuta, a s njegov poluopseg.
Dokazite da vrijedi

a L b n c S 9
(b+c)2? (a+¢)? (a+b)?~ 8s
Zadatak 57. Neka su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi
1 + 1 L4 4 + 16 64
b d “a+b+tc+d

Zadatak 58. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

a? b P (a+ b+ c)?
T 7>7
33+43+5 = 63
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Zadatak 59. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi abc = 1.
Dokazite da vrijedi

1 1 1
a3(b+c) * b3(a + c) * c3(a+b)

3
> —.
-2

Zadatak 60. Necka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

a2+ P+ A+a?

+ + >a+b+ec.
a+b b+c c+a

Zadatak 61. Nekasu x,y, z pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi zyz = 1.
Dokazite da vrijedi
r—1 y—1 z-1
+ + > 0.
y+1 2z+1 z+1

Zadatak 62. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

a? N b? 3a+2b—c
a+b b4+c 4 )
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