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Vi ®00000000000000

SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA C

Skup
C:=RxR={(z,y):x €R,y € R},
na kojemu su operacije zbrajanja i mnoZenja definirane na sljedeéi nacin:
(1) zbrajanje: (z1,41) + (¥2,92) = (¥1 + 22,41 + y2)
(2) mnozenje: (z1, 1) - (%2,y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)
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Nekaje z = (z,y) € Ci i =+/—1.
Standardni ili algebarski zapis kompleksnog broja:

z=x+yi, r=Rez, y=Imz.
Kompleksno konjugirani broj:
zZ=x—Yi.
Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja:

|z| =Vz- 2=z + 92
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Kompleksne brojeve prikazujemo u kompleksnoj ili Gaussovoj ravnini.
Zasve z, z1, z9 € C vrijedi:

Qz=2z2

@ EtTn=%=%2%
@z =722

o (2) =2z
0z z=|z?

0 |z = [7|

@ |21 22| = |21 - |22
0O |21 + 22| < |z1| + |22
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Primjer.
(1+1)2
(1—1)"

Nekaje z =1 Odredite Re z, Im z, Z, |z].

O00@00000000000

Zadatak 1
147
1—14

n
Izracunati z = ( ) ,neN.

Zadatak 2
Odredite sve z € C za koje vrijedi
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Zadatak 3
Rijesite sljedece jednadzbe u skupu C:
a) [z +z2=2+1
b) 2|z| —4az+1+ai=0,ac R\ {0}.

0O000@0000000000

Zadatak 4
Rijesite sustav jednadzbi

z1+2z9 = 1+22
. z2
2+121+7 = 0,

6+ 6

akojelmzy = — 5
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Zadatak 5

_ u—1 w4 .
Neka je z = e u # +1,u € C. Dokazite sliede¢u tvrdnju:
u

Rez =0 < |u| =1.

Zadatak 6

Neka su |z1| = |22| = 1i 2122 # —1. Dokazite da je

21+ 2
B 1+ 2129

Odabrane teme iz nastave matematike Vijezbe 1 7116



Vi 0O00000e00000000

Zadatak 7
Ako za a, b, ¢ € C vrijedi |a| = |b| = |c| = 7, r # 0, dokaZite da vrijedi

ab+bc+ac|
at+btc | )
Zadatak 8
Ako vrijedi |z| = 1, z # 1, dokaZite da se broj z moZze prikazati u obliku

t+1
z:?,priéemujetER.
—1

Zadatak 9
Ako su a i b kompleksni brojevi, dokazite da vrijedi jednakost:

1= abl* — Ja = b]* = (1+ |ab])* — (Jal + |b])*.
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Zadatak 10

Odredite, a zatim skicirajte u Gaussovoj ravnini sliedeée skupove brojeva:
a) A={z€C: |z| =1}
by B={zecC: |z| <3}

C={z€C: |z—2+1| <3}

D={zeC: 1< |z| <2}

E={2€C: Re(z—3) >0}

fy F={z¢eC: Re>
z

o O
—_ = == =

2

2§O/\ |z| > 1}
90 G={z€C: |z—1+2i >3}

hy H={z€C: |[z+ 1| = |2+ 2i|}

) [={zeC: Im<i>:1}

z
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Zadatak 11
Dokazite da za proizvoljne kompleksne brojeve vrijedi nejednakost

|21 — 29| + |22 — 23] + |23 — 21| < 2(|]z — 21| + |2 — 22| + |2 — 23]).
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Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

z=x+iy =r(cosp+isiny)

P = VR
v = arg(z)€[0,2m),
zax # 0, ¢ je jedno od dva rie$enja jednadzbe tgp = ¥
(odreduje se prema predznacima od x i y), !
zar =0,y >0 = gazi;

5

zar =0,y <0 = @Z?;

Primjer. Napigite brojeve z; = 1 423, 20 =i + /3 u
trigonometrijskom obliku.
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Mnozenije i dijeljenje kompleksnih brojeva
zj =rj(cospj+ising;), 22 #0 j=1,2 =

2129 = rirafcos(pr + p2) +isin(p1 + ¢2)]

21 1 ..
— = —[cos(p1 — p2) +isin(p1 — ¢2)]
22 T2

Potenciranje kompleksnih brojeva
z=r(cosp+ising), n € N, —

2" = r"(cosnp +isinny)

Korjenovanje kompleksnih brojeva
z=r(cosp+isinp), n €N, —

2k 2k
{L/E: W(Cosu—i—isinu), k:O,l,...,n—l.
n n

. Napomena. Postoji to¢no n razlicitih vrijednosti n-toga korijena iz z koji su
Jyrhovi pravilnog n-terokuta.
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Zadatak 12
Odredite sve vrijednosti korijena:

a) V=141,
b) V16,
) v—1,
d) /3 + 4,

i prikazi ih u kompleksnoj ravnini.

00000000000 e000

Zadatak 13
36

Neka je z = 1 — 4. Odredite /z i 2°°.

Odabrane teme iz nastave matematike Vjezbe 1

13/16



000000000000 e00

Zadatak 14
IzraCunajte
a) (14i)%(1 —iy/3)°
p CLEVIY
(- V-1

NEEY

c)
V3—i
Zadatak 15
Neka su z i w kompleksni brojevi takvi da vrijedi |z| = |w| = |z — w].

o 2\ 999
IzraCunajte (—) .
w
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Zadatak 16
Rijesite jednadzbe i rieSenja zapisite u algebarskom obliku

a) 22 +8i=0
b) 2% + (3 +i%2)5 =0
3) Z=2°

Zadatak 17

Rijesite sljedecée jednadzbe u skupu C :
a) (3—1)z3 = —4+8i,
b) 244+ 224+1=0,
c) 25 +2iz3—-1=0,
d) 23 +322+324+3=0,

)
)
)
e) (14+14)z*— (1 —1i)z=0.
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Zadatak 18

Neka je u = 3 — 3v/3i. Odredite sve kompleksne brojeve z sa svojstvom
daje

4 ~34)

arg(z" -1°%) = arg(u), |z| =4.

Zadatak 19

Dokazite da je za svaki n € kompleksan broj (1 + i)*" realan.
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