Odjel za matematiku Odabrane teme iz nastave matematike

1 Skup kompleksnih brojeva

Skup
C=RxR={(z,y) :z € R,y € R},

na kojemu su operacije zbrajanja i mnozenja definirane na sljede¢i nacin:
(1) zbrajanje: (z1,y1) + (2,y2) = (21 + 22,41 + ¥2)
(2) mnozenje: (r1,y1) - (72,¥2) = (172 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1)

nazivamo skup kompleksnih brojeva.

Neka je z = (z,y) € C 1 i =+/—L
Standardni ili algebarski zapis kompleksnog broja:

z =z + yt, r=Rez, y=Imz.

Kompleksno konjugirani broj:
zZ=x— Y.

Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja:

|z| = VZ -z = /22 + 2

Kompleksne brojeve prikazujemo u kompleksnoj ili Gaussovoj ravnini.

Za sve z, 21, zo € C vrijedi:

|

1. 2=z,
2. 21:]:22:51:&22

3. Z1'22:§1'22
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Primjer. Neka je z =i Odredite Re z,Im z, Z, |z|.
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Zadatak 1. Izracunati z = < ) ,neN.

Zadatak 2. Neka su |z1| = |z2| = 11 2129 # —1. Dokazite da je

ya Z
PO S
1+212’2

Zadatak 3. Ako za a,b,c € C vrijedi |a| = |b| = |¢| = r, r # 0, dokazite da

vrijedi

ab + be + ac
a+b+c

Zadatak 4. Ako vrijedi |z| =1, z # 1, dokazite da se broj z moze prikazati
u obliku z =

[ .y .
——, pri cemu je t € R.
i

Zadatak 5. Odredite, a zatim skicirajte u Gaussovoj ravnini sljedec¢e sku-
pove brojeva:

a) A={z€C: |z|=1}
b) B={z€C: |2/ <3}

)
)
c) C={z€C: [z—2+i| <3}
d) D={z€C: 1< 2| <2}

)

e) E={z€C: Re(z—-3) >0}
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Zadatak 6. Dokazite da za proizvoljne kompleksne brojeve vrijedi nejedna-
kost

|21 — 22| + |22 — 23] + |23 — 21| < 2(|z — 21| + |2 — 22| + |2 — 23]).

Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

z=1x+1iy =r(cosp +isingp)
= F=vPIR
o = arg(2) € [0,27),
za x # 0, ¢ je jedno od dva rjesenja jednadzbe tgp = Yy
(odreduje se prema predznacima od z i y), !
zarz =0,y >0 = @zz;

5

zax=0y<0 = 4,0:7;

Primjer. Napisite brojeve z; = 1 + '3, 2z, = i + /3 u trigonometrijskom
obliku.

Mnozenje i dijeljenje kompleksnih brojeva

zj =rj(cosp; +ising;), 22 #0 j=1,2 —

21 - 29 = Trecos(p1 + @2) +isin(er + v2)]
21 T

= —[cos(ip1 — o) +isin(pr — o]
Z9 Ty

Potenciranje kompleksnih brojeva

z=r(cosp+ising), n € N, —

2" = r"(cosng + isinngp)
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Korjenovanje kompleksnih brojeva
z=r(cosp+ising), n € N, ==

2% 2%
V7= Ur(cos LT Liin PR 01, -1,
n n

Napomena. Postoji to¢no n razli¢itih vrijednosti n-toga korijena iz z koji
su vrhovi pravilnog n-terokuta.

Zadatak 7. Neka su z i w kompleksni brojevi takvi da vrijedi |z| = |w| =

999
|z — w|. Izracunajte <> :
w

Zadatak 8. Neka je u = 3 — 3v/3i. Odredite sve kompleksne brojeve z sa
svojstvom da je
arg(z* - i) = arg(u), |z| = 4.

Zadatak 9. Dokazite da je za svaki n € N kompleksan broj (1+7)%" realan.

Primjena kompleksnih brojeva

Zadatak 10. Dokazite da se izraz (a3 + b2)(a3 + b3) - - - (a2 +b2), a;, b; € R,
1 =1,2,...,n moze napisati u obliku zbroja dvaju kvadrata.

Zadatak 11. Ako su a i b kompleksni brojevi, dokazite da vrijedi jednakost:

1= abl” — Ja — b = (1 +]ab])? = (la] + [b])”.

Zadatak 12. Pokazi da vrijedi P(z) = P(z), za svaki polinom P s realnim
koeficijentima.



