Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku

4.2 Jensenova nejednakost
Teorem 1 [Diskretna Jensenova nejednakost|. Funkcija f: 1 — R je

konveksna na I C R ako i samo ako za svakin € N, n > 2, x1,x9,...,x, € I,
i A, .. A €[0,1] takve da Y- N\, = 1 vrijedi nejednakost
i=1

Ako je f strogo konveksna, tada u (1) vrijedi stroga nejednakost, osim ako je
T1 =Ty =" =Ty

Teorem 2 [Diskretna suprotna Jensenova nejednakost]. Funkcija
f I — R je konkavna na I C R ako i samo ako za svaki n € N, n > 2,

X1, %o,y €1, 0N, ..., N, €[0,1] takve da i \i = 1 vrijedi nejednakost
i=1

f( Aixi) > Z/\zf(l‘z) (2)
i=1 i=1
Ako je f strogo konkavna, tada u (2) vrijedi stroga nejednakost, osim ako je
T1 =Ty =" "= Tp.

Zadatak 36. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a+b+c = 1.
Dokazite da vrijedi nejednakost

1\2 1\2 1\2 _ 100
(a+> +(b+> —i—(c—i—) > .
a b c 3

Zadatak 37. Dokazite da za svaki x € [0, 00) vrijedi nejednakost

)
a2

X — X —.

— 16

Zadatak 38. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

nejednakost

a*bbct > (abe) e

7
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Zadatak 39. Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, a s njegov poluopseg.
Dokazite da vrijedi nejednakost
2 b2 2

a C

+ + > S.
b+c¢c a+c¢c a+d

Zadatak 40. Neka su aq,as, ..., a, pozitivni realni brojevi (n > 2) takvi da
vrijedi a1 + as + - - - 4+ a, = 1. Dokazite da tada vrijedi nejednakost
aq (05} Qp, > n

- +oot > .
1—|—a2—|—a3—|—~~-—|—an 1—|—a1—|—a3+---—|—an 1+CL1+G2+"'+6Ln71 2n—1

Zadatak 41. Odredite minimalnu vrijednost za k tako da za a i b pozitivne
realne brojeve vrijedi nejednakost

Ya+ Vb < kvVa+b.

Zadatak 42. Neka su x,y, z pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

Vaz4+ 1+ 2+ 1+V22+1>/6(x+y+ 2).

Zadatak 43. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi abc = 1.
Dokazite da vrijedi

1 1 1
Bh10  Plato  Fatb)

3
> —.
2

Zadatak 44. Neka su «, 8,v kutovi trokuta. Dokazite da vrijedi nejedna-

kost
1 1 1

. a . é . 1
S B S1n D) S 5

> 0.

Zadatak 45. Neka su «, 3,v kutovi trokuta. Dokazite da vrijedi nejedna-
kost

(1 —cosa)(1l —cosB)(1 —cosvy) < ;
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Zadatak 46. Neka su «, 3,v kutovi trokuta. Dokazite da vrijedi nejedna-

kost
«Q 15} v 3v3
COS — COS — cos — < ——.
2 2 2 8

Zadatak 47. Neka su «, 3,7~ kutovi siljastokutnog trokuta. Dokazite da
vrijedi nejednakost
tg? o +tg® B +tg®y > 9.

Zadatak 48. Neka su a, b, c duljine stranica, a P povrsSina trokuta. Dokazite

da vrijedi nejednakost
a’+ b+ > 4P/3.

Zadatak 49. Neka su a, b, c duljine stranica, «, 3, nasuprotni kutovi, a
R polumjer opisane kruznice Siljastokutnog trokuta. Dokazite da vrijedi
nejednakost
a? b? c?
+ + > 18R%.
cosa  cosf3  cosvy




