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Pellove jednadzbe

Diofantska jednadZba
X?—dy*=1, deN,d#0,

naziva se Pellova jednadzZba. JednadZbe oblika
X*—dy*=N, NeZdeN,d#0O,

nazivaju se pellovske jednazbe.

Lako se vidi da za d < 01ili d = [ gornje jednadZbe mogu imati najvise kona¢no
mnogo rjesSenja.

U nastavku éemo nesto vige reéi o rjeSenjima jednadzbi oblika x* — dy?> = =1,

deNN, d=+0.

Rjesenje (x,y) € IN x IN jednadzbe zvat ¢emo najmanjim rjeSenjem ako je x mini-
malan.

Uotimo da vrijedi: (x1,y1) je najmanje rje$enje jednadzbe x*> — dy? = 1 ako i samo
ako za bilo koje drugo rjeSenje (a,b) € IN x IN vrijedi

X1+ yl\/ﬁ < a+bVd. (2.1)
Ovo se moZe vidjeti iz sljedeceg;:
X3 —dy? = a® — dv?

povladi da je x2 — a> = d(y? — b?) paje x; < a akko y; < b. Stoga je (2.1)) moguce
akkoje x1 < a.

Pokazat ¢éemo da se sva rjeSenja jednadzbe x*> — dy?> = 1 mogu dobiti pomo¢u naj-
manjeg rjeSenja ove jednadzbe.

Uoc¢imo da vrijedi
x] —dyi = (x1 + y1Vd) (1 — y1Vd).

Primjetimo i da
a+bVd= (x1 + y1\/3)(X2 + yzx/ﬁ)
povladi da je

a— b\/ﬁ = (x1 — yl\/ﬁ)(xz — ]/2\/3)
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Teorem 2.1. Ako je (x1,Yy1) najmanje rjesenje jednadzbe
X2 —dy* =1, (2.2)
onda su sva rjesenja ove jednadzZbe dana s (X, yn) pri cemu jen € N i
X+ yuVd = (x1 + V)", (2.3)

Dokaz. 1z (2.3)) slijedi
X —ynVd = (x1 — y1Vd)",

paje
x% - dy% = (xn +yn\/3)(xn - yn\/g) = (x% - dy%)n =1,

tj. (X, Yn) je zaista rjedenje od (2.2)). Osim toga odavde je x, — y,v/d > 0.
Pretpostavimo daje (s, t) € IN x IN rjeSenje jednadzbe koje nije oblika (x,, y)
(pri ¢emu su x,, Y, zadani s (2.3))). Kako je

X1+]/1\/E > 1
s+t\/3 > 1,

postoji m € IN takav da je
(x1 +y1VA)" < s+ tVd < (x1 + ypVd)"
MnoZenjem prethodne nejednakosti s (x; — y;1/d)" dobivamo
1< (s4tVd)(xg —y1Vd)"™ < x1 4+ y1Vd. (2.4)
Uotimo da za a + bv/d = (s + t/d) (x; — y1V/d)™ vrijedi
a* — db? = (s> — t2d) (3 — dy3)™ = 1.

Stoga je (a,b) takoder rjeSenje jednadzbe (2.2)). Pokazat ¢emo da je to rjeSenje u pri-
rodnim brojevima sa svojstvom a < x;.
U (2.4)) smo zakljutili da je
a+bvVd>1.
Kako je
a® —db* = (a+bVd)(a—bVd) =1,
vrijedi i
0<a—bvd<1.

Iz ovih nejednakosti slijedi da je

2a = (a+bVd)+ (a—bVd) >0
2bvVd = (a+bVd)— (a—bVd) > 0.
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Nejednakost ([2.4]) sada povlaci da je rjeSenje (a,b) € IN x IN takvo da vrijedia < xq
pa smo dobili kontradikciju. U

U nastavku ¢e nam biti korisna tvrdnja sljedeceg teorema iz prethodnog poglavlja:

Teorem 1.7. Neka su p, q cijeli brojevi, g > 1i

Tada je s neka konvergenta u razvoju u verizni razlomak od .

Teorem 2.2. Sva rjesenja u prirodnim brojevima jednadzbi
X% — dyz ==+1

su oblika x = pn, y = qu, za neki n € IN, pri cemu je Pu konvergenta u razvoju od \/d u

n
verizni razlomak.

Dokaz. Neka je (x,y) € N x N rjegenje jednad?be x> — dy? = 1. Iz rastava
(x —yVd)(x +yVd) =1
dobivamo (dijeljenjem s y(x + yv/d))
x—yVd _ 1

> 0. (2.5)
y o yx+yVd)
Zbog
x—yVd > 0/+2yVd
x-l—y\/a > 2y\/ﬁ> 2y,
vrijedi
1 1
— <.
x+yvd 2y
Iz sada slijedi

— 1
O<MZE_¢3<F
y y Y

Teorem 1.7. povlaci da je 5 neka konvergenta od /d.

Neka je sada (x,y) € N x N rjeSenje jednadzbe x> — dy?> = —1. Tada je

dy* — x? = 1.
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Analogno kao ranije dobivamo

(y\/ﬁ - x)(y\/EJr x) 1/ : (xVd(x + y\/ﬁ)

yid—x _ ! >0 (2.6)
xVd xVd(x +yV/d)
yWd—x > 0/+42x
y\/g +x > 2x/- Vd
Vd(yvVd+x) > 2xVd > 2«
. 1
Vd(yvd + x) 2x
Iz ([2.6]) sada slijedi
0< Z — L < L
X \d o 2x?
paje, prema Teoremu 1.7., % konvergenta u razvoju u verizni razlomak od %
1 1 1
Kakoije — < 1, zbog — = 0+ —, zaklju¢ujemo da su razvoii u veriZzni razlomak
J \43 & Nz Nz jucyy )
brojeva —= i v/d u sljedecoj vezi
) Nz J )
LI 0,a0,a1,...], Vd=][agay,...]
\/H /O/ 1/"'/ 0/ 1/“"
Dakle, akoje % n-ta konvergenta u razvoju od %, ondaje ; (n —1)-va konvergenta
u razvoju od v/d. Time je teorem dokazan. O

Tvrdnje u nastavku navodimo bez dokaza (dokazi se mogu naci u [1]).

Teorem 2.3. Razvoj u veriZni razlomak broja \/d je oblika

[[ZO/ ai,az,...,0,-1, 2aO]/

gdjejeag = |Vd|,iay,...,a,_q sucentralno simetricni tj. ay = a,_1,a = a, o, ...

Teorem 2.4. Neka je r duljina perioda u razvoju u verizni razlomak broja /d.

(i) Ako je r paran, onda jednadZba x* — dy> = —1 nema rjesenja, a sva rjesenja od

x> —dy?> =1sudanasx = ppy_1, Yy = gur—1,n € N.

(ii) Ako je r neparan, onda su sva rjesenja jednadzbe x*> — dy> = —1 danas x = p,,_1,

Y = qur_1, n € IN neparan, a sva rjesenja od x> — dy*> = 1 su danas x = p,,_1,
Y = qnr—1, 1 € N paran.
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Uo¢imo dajednadZba x> — dy? = 1 uvijek ima rje$enja, dok jednadzba x> — dy? = —1
ima rjeSenja ako i samo ako je r neparan.
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