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Poglavlje 1
DJELJIVOST

Engleski matemati¢ar Godfrey Harold Hardy je u svom djelu Isprika jednog matem-
aticara (A Mathematician’s Apology), objavljenom 1940., istaknuo kako smatra da je
najljepSa matematika upravo Cista, teorijska matematika, koja je liSena moguénosti
prakti¢ne primjene, u ¢emo, kako je naglasio, prednja¢i upravo jedno od njegovih
polja istraZivanja - teorija brojeva (kako ¢emo vidjeti kroz nekoliko poglavlja, ubrzo
se pokazalo da Hardy nije u pravu). Pri tome se Hardy snaZzno oslanja i na Gaussovu
izjavu prema kojoj je "matematika kraljica znanosti, a teorija brojeva kraljica matem-
atike". lako je prema nekima upravo neprimjenjivost teorije brojeva glavni oslonac
Gaussu pri ovoj izjavi, Hardy je jasno istaknuo kako se protivi takvom razmisljanju,
jer pronalazak primjene teorije brojeva zasigurno ne bi rezultirao detroniziranjem sta-
tusa ove grane teorijske matematike. Hardy smatra kako se ishodiste Gaussova stava,
pri ¢emu se s njim u potpunosti slaze, o€ituje u ¢injenici da su temeljni pojmovi i
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matematike. Medu glavne oslonce te teze pripada i pojam djeljivosti.

1.1 Osnovni pojmovi

Djeljivost je fundamentalni pojam teorije brojeva. Dakle, neka su a, b cijeli brojevi, te
neka je a # 0. Kazemo da a dijeli b ako postoji cijeli broj d takav da vrijedi b = a-d. U
tom sludaju pigemo a | b, broj b nazivamo visekratnikom broja a, dok broj a nazivamo
djeliteljem broja b.

Ukoliko a ne dijeli b, piSemo a 1 b. Pogledajmo nekoliko primjera:

Primjer 1.

Kako je 4 =2 -2, o¢ito 2 | 4. Takoder, 2 | —6, jer je —6 = —3-2. No, 2t —7.
Primijetimo kako a | 0, Va € Z \ {0}, jer je 0 =0-a. Sli¢no, 1| b, Vb € Z. S druge
strane, iz a | 1 slijedi a € {1, —1}.

Navedimo nekoliko osnovnih svojstava djeljivosti:



Propozicija 1.1.1. (1) Ako a|b ib# 0, tada je |a| < |b].
(2) Ako je a djelitelj broja b, tada je a djelitelj i svakog visekratnika od b.
(3) Ako je a djelitelj brojeva b i ¢, tada je djelitelj i brojevab+c, b—c ib-c.

Dokaz. (1) Neka je b = a-d. Odatle slijedi |b| = |a| - |d|]. Kako je b # 0, o¢ito je |d| > 1
iz Cega slijedi tvrdnja.

(2) Neka je b = a - d; te neka je c¢ visekratnik broja b. Prema tome, postoji neki cijeli
broj ds takav da je c =b-dy = a-d; - da. Prema tome, a | c.

(3) Neka je b = a-d; te ¢ = a-dy. Redom dobivamo b+c = a-(dy+d3) i b-c = a?-(d;-ds)
§to povlaci tvrdnju. O

Primijetimo kako iz tvrdnje (1) prethodne propozicije slijedi da ukoliko a | bib | a,
tada je a € {b, —b}.
Sada ¢emo pokazati jedan od osnovnih teorema ¢itave teorije brojeva, poznat pod

nazivom Teorem o djeljenju s ostatkom.

Teorem 1.1.2. Neka su a,b cijeli brojevi, a > 0. Tada postoje jedinstveni cijeli brojevi

q it 7 takvi da je b=¢q-a+r, pri cemu je 0 < r < a.

Dokaz. Dokazimo najprije da postoje brojevi ¢ i r kao u iskazu teorema. U tu svrhu,
promotrimo racionalan broj g. Neka je q cijeli broj takav da g lezi u poluotvorenom
intervalu [g, ¢ + 1). O¢ito vrijedi 0 < g —qg<1

Stavimo r =b—a-q = a(g — ¢q) (primijetimo da je r cijeli broj koji zadovoljava
b=gq-a+r). Iz prethodne nejednakosti slijedi 0 < r < a.

Dokazimo sada i jedinstvenost. Dakle, nekasub=q -a+7r1ib=¢qs-a+ry dva
rastava trazenog oblika, tj. q1,q2,71,72 € Z te 0 < r1,79 < a.

Oduzimanjem dobivamo a(q; — g2) = 12 — 1. Ako je q1 # qo, tada a dijeli ro — rq.
No, —a+1<ry—7r; <a—1teje|rs —r1| < a. Prema prvom dijelu Propozicije 1.1.1

slijedi g1 = ¢2. No, tada je i 1 = r5 ¢ime je teorem dokazan. O

U prethodnom teoremu se broj r naziva ostatak pri dijeljenju, dok je ¢ kvocijent
cjelobrojnog dijeljenja.

Za realan broj x stavimo |2| = najveéi cijeli broj koji nije veéi od z. Time smo
definirali cjelobrojnu funkeiju 'pod’ (ili, funkciju najvece cijelo). Npr. [3.4] = 3,
|-7] = —4, |n] = n zan € Z. Tada se kvocijent cjelobrojnog dijeljenja ¢ moze
zapisati u obliku g = [ 2.

Primjer 2. 100 = 32 -3 +4, [12] = 3. Takoder, 100 = 3-33 + 1, | 12| — 33.

Neka su b i c cijeli brojevi. Cijeli broj a koji dijeli oba broja b1i c se naziva zajednicki
djelitelj brojeva b i c. Ukoliko je barem jedan od brojeva b i c razli¢it od nule, tada taj
broj ima kona¢no mnogo djelitelja. U tom slu¢aju postoji i kona¢no mnogo zajednickih
djelitelja brojeva b i ¢. Najveéeg od njih oznacavamo s (b,c¢). Izraz (b, ¢) nazivamo
najveéi zajednicki djelitelj brojeva b i c.

Sli¢no se definira i najveci zajednicki djelitelj cijelih brojeva by, bo, ..., b, (od kojih
je barem jedan razli¢it od nule), koji se oznadava s (b1, ba, ..., by).

Primijetimo da je (b, ¢) uvijek prirodan broj.



Primjer 3. (100,17) =1, (24,16) =8, (a,a-b) =|a|, za a # 0.

Za cijele brojeve a i b kaZemo da su relativno prosti ukoliko je (a,b) = 1. Brojevi
100 i 17 iz prethodnog primjera su relativno prosti. Sli¢no, za brojeve by, ba, ..., b,
kazemo da su relativno prosti ukoliko je (b1,bs,...,b,) = 1.

Naravno, postavlja se pitanje kako odrediti najveé¢i zajednicki djelitelj danih cijelih
brojeva. Ukoliko se radi o ve¢im brojevima (pa veé i troznamenkastim), takav zadatak

postaje vrlo tezak. Efikasan postupak ¢emo opisati u idu¢em poglavlju.

1.2 Euklidov algoritam

Promotrimo najprije iduéi primjer.
Primjer 4. Odredite (70,32).

Prema dijelu (3) Propozicije 1.1.1, svaki zajednicki djelitelj brojeva 70 i 32 dijeli i
njihovu razliku. Prema tome, (70,32) | 70 — 32 = 38. Dakle, (70, 32) je i zajednicki
djelitelj brojeva 32 i 38. No, kako je svaki zajednicki djelitelj brojeva 32 i 38 ujedno i
djelitelj broja 70, dobivamo jednakost (70,32) = (38, 32).

Na sli¢an nacin mozemo vidjeti i (70,32) | 70 — 2 - 32 = 6. Time smo problem
odredivanja broja (70,32) sveli na problem odredivanja broja (32,6), koji je o¢ito
jednak 2; $to se moze dobiti i sli¢nim zaklju¢ivanjem kao ranije, tj. (32,6) | 32—5-6 = 2,
odakle je (70,32) = (6,32) = (6,2) = 2.

Opcenito, neka su a i b cijeli brojevi te neka samo uzastopnom primjenom Teorema
1.1.2 dobili sljedeéi niz jednakosti:

b = qa+nr
a = qr1+Tr2
L = q3T2+7T3
Th—2 = (qpTn-1+T7Tn
Thn—1 = (Q4n+1Tn +0

(postupak zavrSava kada dobijemo ostatak jednak nuli). Kako jea >ry >ro > ...
¢itav postupak zavrSava nakon kona¢no mnogo koraka.

Iz prve jednakosti slijedi (a,b) | r1 te da je svaki zajednicki djelitelj brojeva a i
r1 ujedno i djelitelj broja b. Prema tome, (a,b) = (a,71). Na isti na¢in dobivamo i
niz jednakosti (a,b) = (a,m1) = (r1,72) = ... = (rp_1,7n) = Tn, jer r, dijeli r,_1.
Prema tome, (a, b) jednak je posljednjem nenul ostatku. Opisani postupak odredivanja
najveceg zajednickog djelitelja se naziva FEuklidov algoritam. Ovaj drevni algoritam
predstavlja izuzetno efikasan na¢in za odredivanje najveceg zajednickog djelitelja dvaju
cijelih brojeva, s brojnim vaznim posljedicama. Napomenimo kako se otkri¢e Euklidova
algoritma danas prvenstveno pripisuje Pitagorejcima, dok ga je Euklid objavio u svojim

matematidari.



Primjer 5. Odrediti (172,50).

172 = 3-50+22
50 = 2-2246
22 = 3:-6+4
6 = 1-4+42
4 = 2.2

Odatle je (172,50) = 2.

Primijetimo da iz prve jednakosti Euklidova algoritma mozemo zapisati r; = b—qia.
Uvrstavanjem u iduéi redak dobivamo ro = (1 + g1¢2)a — g2b. Nastavljajuéi na isti
nacin, uvrStavanjem u naredne jednakosti, mozemo zakljuciti da postoje cijeli brojevi
x iy za koje vrijedi

ax + by =r, = (a,b).

Prethodni identitet se obi¢no naziva Bezoutov identitet.

U Primjeru 5 bi na taj na¢in dobili redom:

22 = 172-3-30

6 = 7-50—-2-172

4 = T7-172-24-50
(172,50) =2 = 31-50—-9-172

Ovim je dan i postupak za nalaZenje cjelobrojnih rjesenja jednadzbe ax+by = (a, b).

Rjesivost sli¢nih jednadzbi je prokomentirana u idu¢em teoremu:

Teorem 1.2.1. Neka su a i b cijeli brojevi. Nagmangi prirodan broj m za kojeg postoji
cjelobrojno rjesenje jednadzbe ax + by = m je (a,b). Stovige, jednadzba ax + by = m

ima cjelobrojno riesenje ako i samo ako (a,b) dijeli m.

Dokaz. Kako (a,b) | a i (a,b) | b, mora vrijediti i (a,bd) | ax + by. Prema tome, ako
jednadzba ax+by = m ima cjelobrojno rjesenje, tada (a, b) | m. Ukoliko je m prirodan
broj manji od (a, b), tada m nije djeljiv s (a, b) pa promatrana jednadzba nema rjesenja
za takav broj m.

U razmatranjima prije teorema smo pokazali kako postoji cjelobrojno rjesenje jed-
nadzbe ax + by = (a,b). Neka je m € N takav da (a,b) | m. Tada postoji d € N za
koji vrijedi m = (a,b) - d. Direktno slijedi

adr +bdy = d - (a,b) =m
pa je dx, dy trazeno cjelobrojno rjesenje. O

Prethodni teorem pokazuje kako su brojevi a i b relativno prosti ako i samo ako

jednadzba ax + by = 1 ima cjelobrojno rjesenje.



Kod svakog algoritma je prirodno zapitati se koliko je brz, tj. koliko je koraka
potrebno da bi se izvrsio. Tako postoje situacije u kojima je Euklidov algoritam
izrazito efikasan, kao npr. a = 51, b = 105:

105
o1

= 2.51+3
= 17-3,

no i one u prilikom ¢ijeg je izvrS8avanja potrebno znatno vise koraka, kao npr. a = 89,

b= 144:

144
89
95
34
21

13

3
5
3
2

|
= T = T =S =

-89 + 55
55 + 34
-34+ 21
21 +13
13+ 38

1-845
1-5+3
= 1-
1
2

3+2

-2+1
- 1.

Slijededi rezultat daje ogradu na broj moguéih koraka Euklidova algoritma.

Propozicija 1.2.2. Neka su a i b prirodni brojevi, pri ¢emu je b > a. Za broj koraka
Euklidova algoritma vrijedi da je mangi ili jednak od 5 - (|loga| + 1).

Dokaz. Podsjetimo kako je broj znamenki broja a jednak upravo |loga| + 1.

Pretpostavimo kako smo primjenom Euklidova algoritma dobili sljedeé¢i niz jed-

nakosti

3

Ty =

dn—10a + Tn—1

Gn—2Tn—1 + rp—2

qir2 + 11

qoT1,

dakle imamo n koraka u provedbi algoritma te smo, samo za potrebe ovog dokaza,
oznacili dobivane ostatke redom s a=r, >r,_1 > ... > ry.

Kako je ¢; > 1 za sve i, dobivamo r;;1 > r; +7;_1. Osim toga, r1 > 1ire > 2. Iz

toga dobivamo

ry =
ry =
rs 2>

T2+7‘123

r3+1r9>5

r4 +1r3 > 8.



MoZemo zakljuciti kako je r; > F;, gdje je F; i-ti Fibonaccijev broj (primijetimo
kako se Fibonaccijevi brojevi 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144 pojavljuju i u prethodnom
primjeru). Dakle, a > F), i broj znamenki od a je veéi ili jednak broju znamenki od
F,.
Kako bi ocijenili broj znamenki Fibonaccijeva broja, koristimo Binetovu formulu
F, = %((IJFT‘/E)”'H - (#)”‘H) Za velike n je izraz (1%‘/5)"'*'1 mali (blizu nuli) te
1 (#

mozemo koristiti ocjenu F,, ~ —=

7 yn*1. Iz ove ocjene slijedi

1+\/5 n
2

) —log V5 ~ -

log F,, = (n + 1) log( 5

jer je log(l"’T‘/g) & % Prema tome, broj znamenki broja a nije veéi od broja ko-

raka algoritma podijeljenog s 5, tj. broj koraka algoritma je manji ili jednak od broja

znamenki broja a uvecanog 5 puta, odnosno |loga] +1> %. O

Napomenimo kako se jo$ neke ¢injenice o moguénostima koristenja Euklidova algo-
ritma, koja svjedoCe njegovoj efikasnosti i zapanjujucoj jednostavnosti, mogu vidjeti
u [9].

1.3 VeriZni razlomci

Neka je « realan broj. Najprije stavimo ag = |« te definiramo by = o — ag. Ukoliko
je bg # 0, stavimo a; = %. Primijetimo da je a; > 0 te a = ag + a%

Nastavimo isti postupak s a;: neka je redom a1 = |ay], by = a; — a;. Ako je
b1 # 0, definiramo oy = i te nastavljamo na isti nacin. Ovaj postupak staje ukoliko

je b, = 0 za neki n, u suprotnom se moze nastaviti u nedogled.

172
50

22

£, zatim

Pogledajmo ovaj postupak na primjeru o = Redom je ay = 3, by =

alz%,alzlblz%. Nadalje,oq:%,a2=3,b2:%tea3:%a3:1, b3:%.
Naposlijetku, oy = % =a4=21iby=0.
Ovim smo dobili iduéi zapis racionalnog broja %:
172 22 1 1 1 1
— =3+ _—-=3++=3+ =3+ = =34+
50 50 5 2+ 2 2+2% 2+ﬁ
1+%

koji se naziva razvoj racionalnog broja % u jednostavni verizni razlomak, dok se izrazi
koje smo redom dobivali (3,3+ %, 3+ %%, ...) nazivaju parcijalne konvergente. Krace
3
ornji razvoj u verizni razlomak oznacavamo s [3,2,3,1, 2], jer je tim nizom potpuno
) ) ) ) )
odreden.

Primijetimo kako se upravo ovaj niz brojeva pojavio u Primjeru 5. Opcenito, neka



je @ = ¢ i neka su primjenom Euklidova algoritma na par (a,b) dobivene jednakosti

a = q¢b+mn
b = qri+r2
T = g3ry+7T3
Th—2 = ({nTn-—1 +
Tm—1 = (Gn+1Tn-
Tada je ag = |a] = q1, bp = 3, a1 = %. Potom a1 = |a1] = g2, b1 = %, Qg = :—;
itd. Odatle dobivamo 1
a
—=q + —_—
b 0 e w—
."+ﬁ
te ¥ = [q1,42,--.,qn]. Primijetimo da je a; > 1 za sve i pa je ¢; > 1 za i > 2. Osim

toga, g1 < 0 ako je ¢ <O0.

Jos je Euler u 18. stolje¢u uocio kako se Euklidov algoritam moze uklopiti u postu-
pak razvoja racionalnog broja u jednostavni verizni razlomak te je u narednih stotinjak
godina upravo to postao omiljeni nacin opisa Euklidova algoritma. Cak je i Gauss u
svom djelu Disquisitiones ignorirao sam Euklidov postupak te se referirao isklju¢ivo na
postupak razvoja racionalnog broja u verizni ralzomak. Povratak Euklidova algoritma
u osnovnu upotrebu se dogodio oko 1860. godine, za $to je ponajprije zasluzan Dirich-
let, koji je ovaj algoritam koristio na otprilike sli¢an nacin kako ¢emo mi to ucniti u
ovom poglavlju.

Opisani postupak razvoja broja « u verizni razlomak staje jedino ukoliko je «
racionalan broj. Iracionalni brojevi odgovaraju beskonacnim veriznim razlomcima,

Sto ¢emo opisati iduéim primjerom.
Primjer 6. Odredite razvoj u jednostavni veriini razlomak broja /2.

Sadajea:\/ia():libozﬂ—ltealzﬁ:\/ﬁ—i—l.
U idu¢emo koraku dobivamo ay = 2, by = V2 — 1, jednako kao i u prethodnom.

Naravno, ag = V2+1 te as = a;. Prema tome, a1 = ay = azg = -+ = V241 te
a1 = as = as = --- = 2. Sada /2 moZemo zapisati u obliku
1
\/§ == 1 + 2_|_717
25

ili krace V2 = [1,2], gdje 2 oznacava uzastopno ponavljanje broja 2. Gornji razvoj ira-
cionalnog broja v/2 u verizni razlomak treba promatrati kao aproksimaciju iracionalnog
broja parcijalnim konvegentama [1,2],[1,2,2],[1,2,2,2],..., koje zaista predstavljaju
konvergentan niz racionalnih brojeva ¢ji limes je jednak v/2.

Napomenimo kako sam Euklidov algoritam ne igra znacajnu ulogu pri razvoju

iracionalnih brojeva u verizne razlomke.

10



1.4 Prosti brojevi

Prirodan broj n, n > 1, nazivamo prostim ukoliko nema niti jednog djelitelja d za koji
vrijedi 1 < d < n. Broj koji nije prost se naziva sloZzen. Primijetimo kako su jedini
pozitivni djelitelji prostog broja p brojevi 1 i p.

Na primjer, broj 11 je prost, dok je broj 187 = 11 - 17 slozen.

Vaznost prostih brojeva se o¢ituje u ¢injenici da se svaki prirodan broj veéi od
jedan moze prikazati u obliku produkta potencija prostih brojeva, §to ¢emo u ovom
poglavlju i dokazati.

Najprije navedimo jednu vaznu tvrdnju, poznatu pod nazivom aksiom dobre ure-
denosti: Svaki neprazan podskup skupa prirodnih brojeva ima najmanji element.

Oznac¢imo skup svih prirodnih brojeva koji se ne mogu prikazati u obliku produkta
prostih brojeva sa S te neka je a najmanji element tog skupa. Ocito, a nije prost broj,
jer bi inace na trivijalan nacin bio prikazan u obliku produkta prostih brojeva. Prema
tome, postoje prirodni brojevi b i ¢, oba veéi od 1, takvi da jea =b-c. Kakosubic
oba manji od a, ne mogu biti elementi skupa S te se oba mogu napisati kao produkt
prostih brojeva. No, tada se i a moze napisati u obliku produkta prostih brojeva, $to
nije moguce. Dakle, skup S je prazan.

Na primjer, 28 =7-4=7-2-2=7-22,

Jedinstvenost ovakvog rastava éemo prokomentirati u sljede¢em podnaslovu.

1.4.1 Osnovni teorem aritmetike

Pokazimo najprije korisnu lemu:

Lema 1.4.1. Neka je p prost broj te neka su a i b cijeli brojevi takvi dap | a-b. Tada
plaiip]|b.

Dokaz. Neka p ne dijeli jednog od brojeva a, b. Mozemo pretpostaviti da p 1 a.
Trebamo dokazati da tada p dijeli b. Kako p ne dijeli cijeli broj a, a jedini djelitelji
prostog broja p su 1 i p, slijedi da je (a,p) = 1. Prema Teoremu 1.2.1, postoje cijeli
brojevi x,y takvi da je ax 4+ py = 1. MnoZenjem s b dobivamo abx + pby = b. Kako p
dijeli ab, slijedi da p dijeli b, Sto je i trebalo dokazati. O

Prethodna lema se moZe direktno generalizirati na produkt proizvoljno mnogo fak-

tora:

Lema 1.4.2. Neka je p prost broj te neka su ai,as,...,a, cijeli brojevi takvi da

plaias---an. Tadap|a; za nekiie€ {1,2,...,n}.
Sada smo spremni dokazati Osnowvni teorem aritmetike:

Teorem 1.4.3. Prikaz svakog prirodnog broja veéeg od 1 u obliku produkta potencija

prostih brojeva je jedinstven do na poredak faktora.

Dokaz. Neka je n prirodan broj veéi od 1 te neka sun = p1po---prin = qiq- - q

dva prikaza broja n u obliku produkta prostih brojeva. Tada je p1p2---pr = q1q2- - @
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pa p1 | qigz2---q. Prema Lemi 1.4.2, p; | ¢; za neki i. Kako su p; i ¢; oba prosti,
slijedi p; = ¢;. Permutiranjem faktora ¢1, ..., q;, mozemo uzeti da je ¢ = 1 te nakon
kraéenja dobivamo po -+ pr = g2 - - - .

Sli¢nim zaklju¢ivanjem dobivamo ps = ga2, p3 = ¢3,...,pr = qx te k = [. Time je

teorem u potpunosti dokazan. O

Ovim smo pokazali da svaki prirodan broj n > 2 mozemo (na nacin jedinstven do

na poredak) prikazati u obliku

n=pi'py*ppt,
gdje je k € N, p1,pa,...,pr € N razli¢iti prosti brojevi te, naravno, a; € N. Npr.,
96 = 2° - 3.
Prema tome, proste brojeve mozemo smatrati temeljnim gradivnim bolokovima
pomoc¢u kojih se moZe, na nacin jedinstven do na poredak, prikazati svaki prirodan
broj.

Iduca propozicija, koju navodimo bez dokaza, daje koristan kriterij djeljivosti:

(e SN D}

Propozicija 1.4.4. Neka su a = p{'py®---pp* i b = qllqg2 . -.qfl prirodni brojevi
dani rastavom na proste faktore. Broj a je djeljiv brojem b ako i samo ako za svaki q;,
j€{1,2,...,1} postoji neki i € {1,2,...,k} tako da je q¢; = p; i o; > (3.

Primjer 7. 18 =2-3? |54 =2-33, no 36 = 22 .32 { 54.

1.4.2 Skup prostih brojeva

S P oznacavamo skup svih prostih brojeva. Iduéi rezultat opisuje osnovno svojstvo

ovog skupa:
Teorem 1.4.5. Skup P je beskonacan.

Dokaz. Dokazat ¢emo ovaj teorem na dva nacina. Prvi dokaz potjece jos od Euklida.

Pretpostavimo kako je skup prostih brojeva konacan, te stavimo P = {p1,pa2, ...,k }-
Promotrimo broj ¢ = p1pa---pr + 1. OCito je ¢ > p; zasvei = 1,2,...,k paq ¢ P.
Prema tome, broj ¢ nije prost pa mora biti djeljiv nekim prostim brojem. Ako p; | g,
tada p; | ¢ — p1p2---pr te p; | 1, Sto nije moguce. Dakle, skup prostih brojeva je
beskonadcan.

Drugi dokaz koristi metode matematicke analize.

Riemannova zeta funkcija je definirana s

1 1
74'_7

((s) =14 55 + 55

SR
45 ’

gdje je s kompleksan broj. Primijetimo da je ((1) upravo harmonijski red, koji je
divergentan.
Pretpostavimo ponovno kako je skup prostih brojeva konac¢an, te neka su, jednos-

tavnosti radi, 2,3,5 1 7 svi prosti brojevi. Tada se svaki prirodan broj n moze prikazati
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u obliku n = 2*13*25%37%4_ Koristeéi ovaj rastav, harmonijski red 1 + % + % + i 4

mozemo zapisati u obliku kona¢nog produkta

1 1 1 1 1 1 1 1
1+ -4+ -4+ )1+ =+ )l + =4+ =+ )1+ =+ =+
(+2+22+ )(+3+32+ )(+5+52+ )(+7+72+ )

Svaki od faktora je jednak sumi geometrijskog reda, odakle slijedi da je suma harmoni-

jskog reda jednaka % . % . % . % = %5, §to je u suprotnosti s divergencijom harmonijskog
reda.
Odatle slijedi kako prostih brojeva ima beskona¢no mnogo. O

Takoder svaki prirodan broj n moZemo zapisati u obliku n = HpeP p%r, gdje je
ap € NU {0} te su svi osim kona¢no mnogo brojeva o, jednaki nuli.

Ukoliko su s a = Hpepp%, b = Hpeppﬁp dani prikazi prirodnih brojeva a i b
u obliku produkata potencija prostih brojeva, tada se lako moze vidjeti da vrijedi
(a,b) = [L,ep pien:Bp)  Mozemo zakljuciti kako se najveci zajednicki djelitelj moze
lako odrediti ukoliko je poznat rastav danih brojeva na proste faktore, tj. ukoliko je
poznata njihova faktorizacija. No, postupak faktorizacije prirodnog broja na proste
faktore i ispitivanje prostosti danog broja pripadaju medu najteZe probleme u teoriji
brojeva, za ¢ije rjeSavanje postoje brojni algoritamski postupci.

Za prirodan broj n kazemo da je potpun kvadrat ako postoji cijeli broj m takav da
je n = m2. Brojevi 1,4, 16,49 su potpuni kvadrati, dok npr. niti jedan prost broj nije
potpun kvadrat.

Moze se lako vidjeti da je prirodan broj n = pi" p5? - - - pi*, n > 2, potpun kvadrat
ako i samo ako 2 | a; za sve i = 1,2,...,k (zaista, zapiSemo li o; = 2 - 3;, tada je
n= (pflpg2 . -pf")Q, dok je obrat o¢igledan).

Za prirodan broj n kazemo da je kvadratno slobodan ako je 1 najveéi potpuni
kvadrat koji ga dijeli, tj. ukoliko iz m? | n, m € N, slijedi m = 1. Na primjer, brojevi 6
i 15 su kvadratno slobodni, dok 12 i 100 nisu. Takoder, svaki prost broj je kvadratno
slobodan. Prirodan broj n = p{'p3?---pp*, n > 2, je kvadratno slobodan ako i samo

ako je a; = 1 za svaki 1.

1.4.3 Broj djelitelja i suma djelitelja prirodnog broja

U ovom potpoglavlju ¢ée nas interesirati samo pozitivni djelitelji prirodnih brojeva.
Dakle, neka je n prirodan broj vecéi od 1, te zapisimo n u obliku n = pi"p5? - - - pp*
(ukoliko je n =1, broj i suma djelitelja su o¢iti).

Sa o(n) ozna¢avamo sumu svih pozitivnih djelitelja broja n, dok s 7(n) oznactavamo
broj svih pozitivnih djelitelja od n.

2

Prema Propoziciji 1.4.4, svaki djelitelj broja n je oblika pfpo -~-p’£k, gdje je 0 <
B < ay, zasve i = 1,2,..., k. Osim toga, vidimo da svakim ovakvim odabirom
eksponenata (31, (2,...,r dobivamo po jedan djelitelj broja n. Prema tome, kako

svaki (; moZemo odabrati na «; + 1 nacéina, po principu produkta slijedi

7(n) = (a1 + D(ag + 1) (ag + 1).
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Primjer 8. Neka jen = 100. Kako je 100 = 22.52, dobivamo 7(100) = (2+1)(2+1) =
9.

Neka su sada a i b relativno prosti prirodni brojevi, prikazimo ih u obliku a =
pItpst e pptib= qllqg"’ e qf’. Kako je (a,b) = 1, mora vrijediti p; # ¢;, za sve i, j.
Dakle, a-b=p{* ---pp* - qfl . ~q£l odakle slijedi

m(ab) = (a1 + 1) (. +1)- (Br+ 1) (B + 1) = 7(a)7(b).

Funkciju f : N — C za koju vrijedi f(a-b) = f(a)- f(b) za relativno proste a i b te
f(1) = 1, nazivamo multiplikativna funkcija.
Pokazali smo da je funkcija 7 multiplikativna.

Pokazimo da i funkcija o ima to svojstvo. O&ito je o(1) = 1. Osim toga, o(p*) =
l+p+p?+--+pk= pkptl;l, za prost broj p.

Promotrimo najprije o(n) u slucaju n = p*q', gdje su p i q razliciti prosti brojevi.

Tada redom imamo:

o('q) = 1+p+p’+-+p tatpe+pato et +
¢ +pd +p°¢ + -+ "¢

A+p+p* -+ )L+ g+ +--+q")
karl*l.qlJrl*l

p—1 g—1

_ k 1

= o(p")o(q).

Generalizacijom prethodnog ra¢una dobivamo da je i funkcija o multiplikativna te

k p{lH—l -1
o ey o) = [1 === = oo vs) - o (o).
i=1 "

Primjer 9. 0(100) = 0(22-5%) = 2=1. 5=1 — 917,

1.4.4 Fermatovi i Mersennovi brojevi

U ovom kratkom potpoglavlju uvodimo neke specijalne brojeve, koji su od posebnog
interesa u teoriji brojeva.

Pierre de Fermat je bio francuski pravnik te matemati¢ar iz hobija, koji je dao
veliki doprinos u analiti¢koj geometriji i teoriji vjerojatnosti, a smatra se i jednim od
zaCetnika diferencijalnog ra¢una. Posebno se ipak isti¢e svojim rezultatima u teoriji
brojeva.

Fermatovi brojevi su brojevi oblika F,, = 22" + 1, gdje je n nenegativan cijeli broj.

Prvih nekoliko Fermatovih brojeva su:
3,5,17,257,65537,4294967297, 18446744073709551617, . ..

Medu Fermatovim brojevima ima i prostih i slozenih, a zanimljivo je da su jedini

poznati prosti Fermatovi brojevi upravo Fy, Fy, F», F3 i Fy. Sam Pierre de Fermat
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(kojeg ¢emo spominjati i u jo§ nekoliko navrata) je smatrao da je i F5 prost, no
100-tinjak godina nakon Fermata je Leonard Euler pronaSao rastav 4294967297 =
641 - 6700417. Drugi slozeni Fermatovi brojevi takoder imaju posebno velike proste
djelitelje te ih je iz tog razloga vrlo tesko faktorizirati.

Jo§ jedna posebnost Fermatovih brojeva lezi u tome Sto zadovoljavaju nekoliko

rekurzivnih relacija, koje se mogu dokazati induktivno:

F, = (F,1—-172+1

F, = F, 1+2" 'FF ---F,
F, = F2 | —-2(F, 5—1)?

F, = FyF,---F,_1+2

Posljednju od navedenih relacija éemo iskoristiti u dokazu iduéeg rezultata:

Propozicija 1.4.6. Neka su i, j nenegativni cijeli brojevi. Ako je i # j, tada je
(F;, Fy) =1.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti ¢ > j. Prema navedenoj
relaciji, vrijedi Fi = Fo cee Fj ce Fi—1+2~ Kako (Fz, FJ) | Fz i (FZ,F]) | FO s Fj s Fi—17
slijedi da (F}, Fj) | 2. No, svi Fermatovi brojevi su neparni, odakle dobivamo (F;, F}) =
1. O

Prije nego se dotaknemo Mersennovih, definirajmo savrsene brojeve:

Za prirodan broj n kazemo da je savrsen ako vrijedi o(n) = 2n, tj. ako je jednak
sumi svojih djelitelja manjih od njega.

Primjeri savrSenih brojeva su 6128, jerje 6 =1+2+3te28=1+2+4+7+ 14.

Sam naziv savreni brojevi duguju Pitagorejcima, koji su brojevima ¢esto pridavali
misti¢na svojstva. Takoder, mnogo stoljeca su se filozofi bavili misti¢nim i religijskim
znacCajem savrSenih brojeva. Tako je Sveti Augustin objasnio da je Bog mogao stvoriti
svijet odjednom, ali je izabrao to uciniti u Sest dana jer je savrSenstvo stvaranja svijeta
simbolizirano savrsenim brojem 6. Rani komentatori Starog zavjeta objasnjavali su da
je savrSenstvo svemira reprezentirano brojem 28, brojem dana koji je potreban da
Mjesec obide Zemlju.

Problem odredivanja parnih savrSenih brojeva datira gotovo od matematickih poce-
taka i jos je Euklid oko 300. godine prije Krista pokazao da ¢injenica da je broj 2™ — 1
prost povladi da je broj 2"71(2" — 1) savr§en. Stari Grci su poznavali samo &etiri
savrSena broja: 6,28,496,8128, koji su navedeni u Nikomahovoj knjizi Introductio
Arithmeticae. Na osnovi toga je nastala slutnja da n-ti savrSen broj ima to¢no n
znamenki te da parni savrSeni brojevi zavrsavaju naizmjence na znamenke 6 i 8.

No obje navedene pretpostavke su se pokazale neto¢nima kada je Cataldi pokazao
da su peti, Sesti i sedmi savrSeni broj jednaki 33550336, 8589869056 i 137438691328.
Napomenimo i kako parni savrSeni brojevi zaista zavrSavaju znamenkama 6 i 8, ali ne
naizmjeniéno.

Oko 2000 godina poslije Euklida, Euler je dopunio njegov rezultat:
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Teorem 1.4.7. Paran broj n je savrsen ako i samo ako se moZe prikazati u obliku
n = 2F-1(2% — 1), gdje je broj 2¥ — 1 prost.
Dokaz. Neka je n = 28-1(2F — 1), gdje je 2% — 1 prost. Direktno slijedi o(2"71) =
142444428 = 2021 — 9k 1 te (28— 1) = 1425 —1 = 2%, Kakosu 25! i
2% —1 relativno prosti, mulitplikativnost funkcije o povlaci o(n) = o(2¥~1).0(2¥ -1) =
(2% — 1) - 2F = 2n pa je broj n savren.

Obratno, neka je n savrien; zapisimo ga u obliku n = 2% - m, gdje je k > 0im

neparan. Kako je o(n) = 2n, dobivamo
2l im =2n = o(n) = 0(2F - m) = 0 (2F) - o(m) = (2" — 1)o(m).

Iz prethodnih jednakosti zakljuCujemo da 2F+1 — 1 dijeli 28! . m. Kako su 2F*! i
2k +1 1 relativno prosti, 281 —1 dijeli m. Zapigimo sada m u obliku m = (281 —1)m/.
Dobivamo da je o(m) = 28Ttm/ te n = (2F+1 — 1)2Fm/.

Preostaje jos dokazati da je m/ = 11 da je 2¥*1 — 1 prost broj.

Ako je m’ # 1, slijedi o(m) > 1 +m/ +m. No, vidjeli smo da je o(m) = 2k *1im/ =
(2M1 —Dm/ +m’ =m +m/ <1+ m' +m. Prema tome, m’ =1 te m = 281 — 1. S

druge strane, o(m) = m +m’ =m+ 1 pa je m (tj. 281 — 1) prost broj. O

Napomenimo kako jo$ nije poznato postoji li neki neparan savrsen broj.

Prema prethodnom teoremu, vaznu ulogu pri odredivanju parnih savrSenih brojeva
imaju prosti brojevi oblika 2¥ —1. Upravo takvi brojevi su sadrzani medu Mersennovim
brojevima, koji su brojevi oblika M,, = 2™ — 1, gdje je n prirodan broj. Ovi brojevi su
nazvani prema francuskom redovniku i matemati¢aru Marinu Mersenneu, koji je zivio
u drugoj polovici 16. i prvoj polovici 17. stoljeéa. Napomenimo kako su Mersenne i
Fermat ¢esto putem pisama raspravljali o matematickim problemima, prvenstveno o
pitanjima prostosti brojeva oblika 2" 4+ 11 2™ — 1.

Prvih nekoliko Mersenneovih brojeva su 1, 3,7, 15,31, 63, 127, 255, iz ¢ega je vidljivo
da su neki Mersenneovi brojevi prosti, a neki slozeni. Mersenneovi brojevi koji su prosti

nazivaju se Mersenneovi prosti brojevi.
Propozicija 1.4.8. Ako je Mersennov broj M, prost, tada je i n prost broj.

Dokaz. Ako je broj n slozen, moZemo ga zapisati u obliku n = rs, za neke prirodne
brojeve r, s koji su oba veéi od 1. Tada je

TS _ 1 = (29 _ 1)(2s(r—1) + 23(7"—2) S 8 + 1)
te je M, slozen broj jer je djeljiv s 2° — 1. O

U uvodu svoje knjige Cogitata physico mathematica 1644. godine, Mersenne je
iznio posebno intersantnu tvrdnju o Mersenneovim prostim brojevima. Ustvrdio je
da je M, prost broj za p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 te da je M, sloZen za
sve ostale proste brojeve p < 257. Mersenneova tvrdnja pobudila je veliko zanimanje
iz razloga $to su navedeni brojevi toliko veliki da nekoliko stotina godina nitko nije

mogao potvrditi ni opovrgnuti njegovu tvrdnju. Tada$njim matemati¢arima je bilo
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jasno da Mersenne nije mogao provjeriti tvrdnju za sve navedene brojeve, ali isto tako
nisu mogli ni oni. Euler je 1772. dokazao da je M3, prost, a Lucas 1876. da je i Mia7
prost. Ameri¢ki matematicar Cole je 1903. pokazao

267 _ 1 =193707721 - 761838257287

odakle slijedi da Mg7 nije prost broj. Do 1947. su testirani svi Mersennovi brojevi
M, za n < 257 te je pokazano da je Mersenne napravio pet pogresaka: neispravno je
zakljucio da su Mg; i Mosy prosti te da su Mgy, Mgg i M1g7 sloZeni.

Jos nije dokazana slutnja da postoji beskona¢no mnogo prostih Mersennovih bro-
jeva.

Iskazimo na ovom mjestu i kriterij za ispitivanje prostosti Mersennovih brojeva koji
se naziva Lucas-Lehmerov test.

Teorem 1.4.9. Definirajmo niz prirodnih brojeva (s,) sa s1 = 4, $p+1 = s2 —2. Neka

Jje p neparan prost broj. Mersennov broj M), je prost ako i samo ako M, dijeli sp,_1.

Dokaz navedenog kriterija, koji daleko nadilazi okvire ovog udzbenika, se moze naéi
u [10], Poglavlje 4.
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Poglavlje 2

KONGRUENCIJE

Teorija kongruencija predstavlja jo§ jedno naslijede "Princa matematike’, Carl Friedricha
Gaussa, koji je ovu moc¢nu tehniku, poznatu i pod nazivom modularna aritmetika zas-
novao u svom djelu Disquisitiones Arithmeticae, objavljenom 1801. Spomenuta knjiga
se sastojala od sedam poglavlja, od kojih je prvih Sest bilo posveéeno teoriji brojeva.
Svakodnevni primjer ove teorije sre¢emo pri mjerenju vremena, gdje koristimo

takozvanu aritmetiku modulo 12 dijeleéi dan na dva perioda u trajanju od 12 sati.

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka je m prirodan broj, te neka su a i b cijeli brojevi. Ako n dijeli razliku a — b,
tada kazemo da je a kongruentan b modulo n, ili da su a i b kongruentni modulo n, te
pisemo a = b (mod n).

Primijetimo da je a djeljivo s n ako i samo ako je a = 0 (mod n). Takoder, ako je

¢ prirodan broj i a = b (mod n), tada je i ac = be (mod nc).

Primjer 10. 17 =5 (mod 12) i 5 =5 (mod 12). Slicno, 24 =0 (mod 12). Takoder,
= —34 (mod 40).

Napomena 2.1.1. Buduéi dan | a—>b ako i samo ako —n | a —b, gdje je n € Z\ {0},

dovoljno je promatrati samo pozitivne brojeve n.

Lema 2.1.2. Neka je n prirodan broj. Biti kongruentan modulo n je relacija ekviva-

lencije na skupu cijelih brojeva.

Dokaz. Kakon | 0= a—a, ofito je a = a (mod n). Takoder, kako n | a — b ako i samo
ako n | b — a, vrijedi i a = b (mod n) ako i samo ako je b = a (mod n).
Neka su sada a, b, ¢ cijeli brojevi te neka vrijedi a = b (mod n) i b = ¢ (mod n). Iz

nla—bin|b—cdobivamon|a—b+b—c=a—ctea=c (modn). O
U iducoj propoziciji navodimo osnovna svojstva kongruencija:

Propozicija 2.1.3. (1) Neka su a,a’,b,V’ cijeli brojevi te n prirodan broj. Neka je

a=a (modn)ib="b (modn). Tada vrijedi i a+b =a’+b (mod n), a—b=d —b
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(mod n) tea-b=ad'-b (mod n).
(2) Neka su a,b,c cijeli brojevi i n prirodan broj. Neka su brojevi a i n relativno prosti.

Ako je ab = ac (mod n), tada vrijedi i b = ¢ (mod n).

Dokaz. (1) Dokazimo trecu tvrdnju, prve dvije se mogu dokazati na isti na¢in. Prema
uvjetima propozicije, postoje cijeli brojevi m i m’ takvida jea—a’ = mnib—b' = m'n.
Odatle je ab— a'b’ = ab —al/ + ab' — a'b = a(b—V') + (a — )b = am'n + V'm/n.
Prema tome, n dijeli ab — a’b’ pa je ab = da'b’ (mod n).

(2) Kako su a i n relativno prosti, prema Teoremu 1.2.1 postoje cijeli brojevi z i y
takvi da je ax 4+ ny = 1. Iz kongruencije ab = ac (mod n) slijedi da postoji cijeli broj
k takav da je a(b — ¢) = nk. MnoZenjem prethodne jednakosti s x, iz ax = 1 — ny
dobivamo (b — ¢) — ny(b — ¢) = nkx. O¢ito n dijeli b — ¢ pa je b = ¢ (mod n). O

Primijetimo kako tvrdnja (2) prethodne propozicije ne vrijedi opéenito, tj. ukoliko
a i n nisu relativno prosti. Npr. 60 = 20 (mod 5), no kongruencija 6 = 2 (mod 5) nije

tofna. Vise informacija o kraéenju u kongruencijama donosi idué¢a propozicija:

Propozicija 2.1.4. Neka je ax = ay (mod n). Tada vrijedi i x =y (mod %), gdje je
d = (a,n).

Dokaz. Kako je ax = ay (mod n), postoji cijeli broj k takav da vrijedi az — ay = kn.
Odatle je §(z—y) = "7’“ pa 7 | 9(z—y). No, kako su % i § relativno prosti, jer nemaju

zajednickih prostih faktora, dobivamo % | 2 — y ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Lako se moZe vidjeti, koristenjem dijela (1) Propozicije 2.1.3, kako vrijedi i obrat

prethodne tvrdnje.

Primjer 11. Odredimo x € Z za koji vrijedi 341z = 1 (mod 17). Kako je 340
djeljivo sa 17, slijedi 340 = 0 (mod 17) te 340x = 0 (mod 17). PrikaZemo li 341z
u obliku 340x + x, iz prethodne propozicije nalazimo 34lx = x (mod 17). Dakle,
danu kongruenciju zadovoljava svaki cijeli broj x koji je kongruentan 1 modulo 17, tj.
zxe{..,—33,-16,1,18,35,...}.

Pogledajmo neke jednostavne primjene kongruencija:

Propozicija 2.1.5. (1) Prirodan broj je djeljiv s 3 ako i samo ako je suma njegovih
znamenki djeljiva s 3.
(2) Prirodan broj je djeljiv s 11 ako i samo ako je alternirajuca suma njegovih znamenksi

djeljiva s 11.

Dokaz. (1) Zapisimo prirodan broj n u obliku n = agar_1...a1, tj. neka je n =
a1 +10-as+ ...+ 105 2q,_1 + 10*"Lay, gdje su aq, . . ., ay cijeli brojevi, 1 < ai <91
0<a; <97z j<k

Kako je 10 = 1 (mod 3), primjenom Propozicije 2.1.3 slijedi 10 = 1 (mod 3), za
j>0. Odatle jen =a1+10-as+.. 4105 2a,_1+10° Yoy, = ay +as+. .. +ap_1+ak
(mod 3), odakle dobivamo tvrdnju propozicije.
(2) Sliéno kao u dokazu prve tvrdnje, iz 10 = —1 (mod 11) dobivamo 10/ = (—1)J
(mod 11), za j > 0. Sadajen =a; —az +az —ag + ...+ (=1)F1ay (mod 11), ¢ime

je propozicija dokazana. O
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Jedna od najstandarnijih primjena kongruencija se nalazi u oznacavanji knjiga -
svaka knjiga je jednozna¢no odredena tzv. ISBN brojem (International Standard Book
Number). ISBN broj je niz od 10 znamenki a4, as, ..., aig, npr. 0 — 387 — 95587 — 9.
Znamenke aq, ..., a1 su podijeljene u 4 skupine, od kojih prva oznacava gdje je knjiga
izdana, druga izdavaca, a treéa naslov i redni broj izdanja. Posljednja znamenka, a1,

se naziva kontrolna znamenka te se odreduje iz prethodnih:

9
aig = Zz ~a; (mod 11).
i=1

U slucaju da je a1 = 10 (mod 11), na posljednje mjesto se upisuje X. Kontrolna
znamenka je uvedena kako bi se na efikasan na¢in mogle korigirati ucestale pogreske
koje nastaju pri prepisivanju ISBN brojeva - pogreske nastale zamjenom mjesta dvaju
znamenki ili greSkom u prepisivanju jedne znamenka.

Dakle, pretpostavimo kako je niz by, ba, ..., b1g dobiven prepisivanjem ISBN broja
ai,asg, ..., a0, pri éemu je to¢no jedna znamenka a; pogresno prepisana (dakle, a; # b;
te a; = b;, za i # j). Pokazimo kako tada niz by, bs, ..., b1g ne predstavlja valjan ISBN
broj.

Primijetimo kako je kongruencija a9 = Z?:l i-a; (mod 11) ekvivalentna s 2121 i
a; = 0 (mod 11). Odatle je Zjﬁlz b = Zgili b — Zgli - a; (mod 11). No,
time dobivamo kongruenciju Zgﬂ -b; = j(bj —aj) (mod 11). Kako je b; # aj, s

desne strane prethodne kongruencije ne mozemo dobiti nula, pa niz by,bs, ..., b1g ne
predstavlja ISBN broj.
Sli¢no se moze provjeriti i situacija u kojoj je niz by, ba, . .., byp dobiven zamjenom

mjesta dvaju znamenki valjanog ISBN broja.

2.1.1 Potpuni i reducirani sustavi ostataka

Neka je n prirodan broj veéi od 1. Skup S = {a1,as,...,a,} se naziva potpuni sustav
ostataka modulo n ako za svaki cijeli broj b postoji jedinstveni a; € S za koji vrijedi

b=a; (mod n).

Napomena 2.1.6. Primijetimo kako svaki potpuni sustav ostataka modulo n ima
tocno n elemenata. Takoder, svaki n-clani skup koji se sastoji od cijelih brojeva medu-

sobno nekongruentnih modulo n predstavlja jedan potpuni sustav ostataka modulo n.

Najcesce koristen potpun sustav ostataka modulo n je skup {0,1,2,...,n — 1}.

Navedimo i nekoliko potpunih sustava ostataka modulo 5:
{0,1,2,3,4},{—2,-1,0,1,2},{1,2,3,4,5}, {—10, -8, —4, 13, 39}.
Ocito ih postoji beskona¢no mnogo, $to pokazuje i iduca lema:

Lema 2.1.7. Neka je S = {a1,aq,...,a,} potpuni sustav ostataka modulo n. Tada
jei{b-ai,b-aa,...,b-ay} potpuni sustav ostataka modulo n, za svaki cijeli broj b za
koji vrijedi (b,n) = 1.
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Dokaz. Prema Napomeni 2.1.6, dovoljno je dokazati da su svaka dva elementa skupa
{b-a1,b-as,...,b- a,} medusobno nekongruentna modulo n. Pretpostavimo da je
b-a; =b-a; (modn), za neke 4, j. Kako su b i n relativno prosti, Propozicija 2.1.3
(2) povlaci a; = a; (mod n). Iz ¢injenice da je S potpuni sustav ostataka modulo n,

zaklju¢ujemo da je ¢ = 7, ¢ime je tvrdnja dokazana. O

U nastavku éemo kratko komentirati rjeSavanje linearnih kongruencija, tj. kon-
gruencija oblika ax = b (mod n). Prvotni interes za rjeSavanje ovakvih kongruencija
dolazi iz diofantskih jednadzbi, gdje se ¢esto mogu iskoristiti za pronalazenje rjeSenja.

Lema 2.1.8. Neka su a i n prirodni brojevi. Ako su a i n relativno prosti, tada
kongruencija ax = b (mod n) ima jedinstveno rjesenje modulo n, tj. ako je S =
{a1,as,...,a,} potpuni sustav ostataka modulo n tada postoji jedinstveni a; € S takav

da je x = a; (mod n) rjeSenje polazne kongruencije.

Dokaz. Kako su a in relativno prosti, postoji cijeli brojevi k, [ za koje vrijedi ak+nl =
1, odakle je akb + nkb = b. Ocito, akb = b (mod n) pa je x = kb rjeSenje polazne
kongruencije.

Neka su sada x1 i xo dva rjeSenja polazne kongruencije. Dokazimo da su ova rjeSenja
medusobno kongruentna modulo n.

Kako je ax; = b (mod n) i aza = b (mod n), dobivamo az; = aze (mod n).
Primjenom Propozicije 2.1.3 slijedi 1 = 25 (mod n) §to je i trebalo dokazati. O

Primjer 12. Kongruencija 3z = 50 (mod 113) ima jedinstveno rjeSenje, koje je dano
sz =92 (mod 113).
Jednadzba bx + 15y = 1 nema cjelobrojnih rjesenja, jer kongruencija bxr = 1

(mod 15) nema rjesenja.

Teorem 2.1.9. Neka su a i n prirodni brojevi. Kongruencija ax = b (mod n) ima
rjesenja ako i samo ako d = (a,n) dijeli b. Ako je xq rjesenje kongruencije Gr = g
(mod %), tada su sva medusobno nekongruentna rjesenja modulo n polazne kongruen-
cije dana s xg,xo + 5,70 + 27”7 e, To + @.

Dokaz. Ako kongruencija axz = b (mod n) ima rjeSenja, tada postoji cijeli broj k takav
da je axz = b+ nk pa o¢ito d = (a,n) dijeli b.

4 1 & relativno prosti, prema prethodnoj lemi postoji rjeSenje

Kako su brojevi 4
kongruencije Gz = % (mod %). Oznacimo to rjeSenje s zo. Dakle, postoji cijeli broj k
takav da je Swo — % = k-5, tj. arg —b = kn. Prema tome, xg je i rjeSenje kongruencije
ar =b (mod n).

Stavimo y = wg + t%. Tada je ay = awg + §tn. Kako d dijeli a, § je prirodan broj
pa n dijeli ay — azp. Odatle dobivamo ay = azy (mod n) te ay = b (mod n). Dakle,
y je takoder rjesenje polazne kongruencije.

Pretpostavimo sada da je y rjeSenje polazne kongruencije. Tada je ay = axg
(mod n), odakle proizlazi da % dijeli §(y — xo). Posto su § i 5 relativno prosti, %
dijeli y — zo pa je y = wo + k%, za neki cijeli broj k.

Neka je 0 < j < d — 1 takav da je k = j (mod d). Tada je y = zo + 545 (mod n).
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Lako se vidi da nikoja dva razli¢ita broja oblika zo+j % nisu medusobno kongruentni
modulon za 0 <j<d-1. O

U situaciji kao u iskazu prethodnog teorema, kazemo da kongruencija ima d rjeSenja
modulo n. Opéenito, kaZemo da kongruencija modulo n ima m rjeSenja ukoliko ima
m medusobno nekongruentnih rjeSenja modulo n.

Neka je n prirodan broj veci od 1. Skup S = {a1,as,...,ax} se naziva reducirani
sustav ostataka modulo n ako za svaki cijeli broj b, koji je relativno prost s n, postoji

jedinstveni a; € S za koji vrijedi b = a; (mod n).

Primjer 13. Skupovi {1,2,3,4} i {—2,—6,6,7} su reducirani sustavi ostataka modulo
5, dok je npr. {1,5} reducirani sustav ostataka modulo 6.

Primijetimo da postoji beskona¢no mnogo reduciranih sustava ostataka modulo n.

Takoder, svaki reducirani sustav ostataka modulo n ima jednako mnogo elemenata.

2.2 Eulerova funkcija

Neka je n prirodan broj. Broj prirodnih brojeva u nizu 1,2,...,n koji su relativno
prosti s n se oznacava s ¢(n); ovim je definirana funkcija ¢ : N — N koja se naziva
Eulerova funkcija.

Primijetimo kako je ¢(n) upravo broj elemenata reduciranog sustava ostataka mod-

ulo n, te u daljnjem reducirani sustav ostataka moZzemo zapisati u obliku {a;,as,. ..,

y(n) }-

Primjer 14. ¢(5) =4, p(6) =2, (1) = 1. Ako je p prost broj, tada je p(p) = p— 1.
Takoder, ako za neki prirodan broj n vrijedi p(n) = n — 1, moZemo zakljuciti kako je
n relativno prost sa svakim mangim prirodnim brojem. Prema tome, n nema djelitelja

veéeg od 1 i manjeg od n pa je prost.
Na isti na¢in kao Lema 2.1.7 se moze dokazati i

Lema 2.2.1. Neka je S = {a1,a,...,a,(m)} potpuni sustav ostataka modulo n. Tada
jei{b-ai,b-az,...,b-aym} potpuni sustav ostataka modulo n, za svaki cijeli broj b
za koji vrijedi (b,n) = 1.

Teorem 2.2.2 (Eulerov teorem). Neka je a cijeli broj te n prirodan broj. Ako su

brojevi a i n relativno prosti, tada je a¥™ =1 (mod n).

Dokaz. Neka je S = {ay,az,...,a,(,)} reducirani sustav ostataka modulo n. Prema
prethodnoj lemi je tada i skup {a-ai,a-az,...,a- ay(,)} reducirani sustav ostataka
modulo n. Prema tome, za svaki a;, 1 < i < ¢(n) postoji jedinstveni a; € S takav da
je a; =a-a; (mod n).

Primjenom Propozicije 2.1.3 (1) dobivamo a1 - az -+ Gy(n) = aG1 - GG2 - - - QG ()
(mod n), tj. a1 - az - ayny = a¥™ay - az - ayn) (mod n).

Kako je (a;,n) = 1 za sve a; € S, uzastopnom primjenom Propozicije 2.1.3 (2)

dobivamo 1 = a?™ (mod n), ¢ime je teorem dokazan. O
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Ako je p prost broj i a cijeli broj koji nije djeljiv s p, tada su a i p relativno prosti.

Iduéi rezultat je direktna posljedica Eulerova teorema:

Korolar 2.2.3 (Mali Fermatov teorem). Neka je p prost broj i a cijeli broj. Tada je

a? = a (mod p) te ako p ne dijeli a vrijedi i a?~! =1 (mod p).

U ostatku ovog potpoglavlja éemo opisati jo§ neka svojstva Eulerove funkcije.

Lema 2.2.4. Neka je p prost broj i k € N. Tada je p(p*) = p¥ — pk~1.

Dokaz. Neka je 1 < n < p*. Ako p ne dijeli n, tada su n i p* relativno prosti. Prema
tome, jedini brojevi u nizu 1,2, ..., p* koji nisu relativno prostis p* sup, 2p, 3p, ..., p* =
pF=1 - p, tj. njih pF~L. Odatle slijedi ¢(p*) = p* — pF~L. O

Pokazat ¢emo i da je Eulerova funkcija multiplikativna. O¢ito je ¢(1) = 1. U tome

¢e nam koristiti 1 iduéi rezultat:

Lema 2.2.5 (Kineski teorem o ostatcima). Neka su m i n relativno prosti prirodni
brojevi. Tada za svaki par cijelih brojeva a,b postoji jedinstveno (modulo mn) rjeSenje

sustava kongruencija * = a (mod m), x = b (mod n).

Dokaz. Primijetimo kako se ovdje radi o sustavu dvije jednadzbe, tj. kongruencije, s

jednom nepoznanicom. Promatramo preslikavanje
i:{0,1,...,mn—1} - {0,1,...,m—1} x {0,1,...,n — 1},

dano s i(t) = (¢t mod m,t mod n).

Primjera radi, neka je m = 2;n = 5 te a = 1,b = 3. U tom slucaju je npr.
i(0) = (0,0), i(1) = (1,1), i(2) = (0,2), i(7) = (1,2), i(8) = (1,3), i(9) = (1,4). O¢ito,
rjeSenje polaznog sustava kongruencija je x za koji vrijedi i(x) = (1,3) te je dano s
x =8 (mod 10).

Prema tome, da bi dokazali tvrdnju leme dovoljno je dokazati da je preslikavanje i
bijekcija. Kako skupovi {0,1,...,mn—1}1{0,1,...,m—1} x{0,1,...,n— 1} imaju
jednako mnogo elemenata, dovoljno je pokazati da je 4 injekcija.

Neka su t1, to € {0,1,...,mn — 1} takvi da je i(t;) = i(t2). Tada je t; = to
(mod m) it; =to (mod n), tj. m | t; —ta in |ty —te. Kako sum in relativno prosti,
slijedi mn | t1 — t3 te (zbog —mn +1 < t; —to < mn — 1) t; = t5. Prema tome, i je

injekcija. O

Punu verziju Kineskog teorema o ostatcima iskazujemo, bez dokaza, u sljede¢em

teoremu:

Teorem 2.2.6. Neka su ni,ns,...,n, u parovima relativno prosti prirodni brojevi te
neka su ay,as,...,a cijeli brojevi. Tada postoji rjeSenje sustava kongruencija x = aq
(mod n1), £ = as (mod ng), ..., x = ax (mod ny). Ako je x¢ jedno rjeSenje, tada su

sva rjesenja dana s x = g (mod ning---ny).
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Prema predaji, Kinezi su se ¢esto u primjenama koristili upravo prethodnim rezul-
tatom. Neki navodi govore kako je postupak odredivanja rjeSenja sustava kongru-
encija prvenstveno koristen u vojne svrhe prilikom prebrojavanja prezivjelih vojnika
nakon bitke. Naime, umjesto da se nepotrebno trosi vrijeme na dugacka prebrojavanja,
prezivjeli vojnici bi se jednostavno postrojili u redove od po 3,4,5,7,11 i eventualno 13
vojnika (ukoliko bi se radilo o veéem broju preZivjelih vojnika), a potom bi se pomoéu
broja vojnika preostalih u zadnjem redu dobivao sustav kongruencija. RjeSavanje tako
dobivenog sustava bi rezultiralo kongruencijom iz koje bi se direktno dobio toc¢an broj
prezivjelih vojnika. Naravno, broj vojnika u pojedinom redu se mogao i mijenjati,
jedino se uvijek moralo paziti da brojevi budu medusobno relativno prosti te njihov
produkt dovoljno velik kako bi se iz zavrSne kongruencije mogao ocitati to¢an broj
prezivjelih vojnika. Sam dokaz prethodnog teorema te njegove primjene i poopéenja

se mogu nadi u [2].
Teorem 2.2.7. FEulerova funkcija je multiplikativna.

Dokaz. Veé¢ smo vidjeli da je ¢(1) = 1. Neka su sada m,n relativno prosti cijeli
brojevi. Definiramo skupove S; = {a € N:a < mn,(a,mn) =1}, Ss ={a € N:a <
m, (a,m) =1}, S5 ={a € N:a <n,(a,n) =1}. Ocito je |S1]| = p(mn), |S2| = ¢(m)
te |S5] = p(n).

Zat € {0,1,...,mn — 1}, neka je i(t) = (a,b), gdje je i preslikavanje definirano u
dokazu Leme 2.2.5. Primijetimo da je (¢, mn) = 1 ako i samo ako je (a,m) = (b,n) = 1.
Zaista, kako je t = kym+a = kon+D0, slijedi da je svaki zajednicki prost djelitelj brojeva
t i m (odnosno, t i n) ujedno i zajednicki prost djelitelj brojeva a i m (odnosno, b i n).

Prema tome, restrikcija preslikavanja ¢ na skup 57 daje bijekciju sa skupa S7 na
skup Sy x S3, §to povlaci p(mn) = p(m)p(n). O

(e SN}

Neka je n > 1 prirodan broj. Prikazimo n u obliku n = p{'p3? ---pp*. Tada je

on) = @@'Py? - pr*) = (P )e®s?) - - - w(pp*)
= P =P @8 —ps ) - (o — Pt
1 1 1
= pall——pazl_i...pakl_i
1 pl)Q( pz) R ( pk)
1 1 1
= n(l-—)1-—)(1-—).
p1 D2 Pk

Primjer 15. ¢(100) = 100- (1 — %) (1 —

1 ) = 40.

=

2.3 Wilsonov i Lagrangeov teorem

Neka je p prost broj i a < p prirodan broj. Tada postoji prirodan broj b za koji vrijedi

a-b=1 (mod p) i takav broj b se naziva multiplikativni inverz od a modulo p.
Zaista, kako su a i p relativno prosti, prema Teoremul.2.1 postoje cijeli brojevi z, y

za koje vrijedi ax + py = 1, odakle slijedi az = 1 (mod p) te moZemo uzeti b = x.

Primijetimo kako iz Leme 2.1.8 slijedi da su svaka dva multiplikativna inverza od a
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modulo p medusobno kongruentni modulo p, pa postoji jedinstveni multiplikativni
inverz od a modulo p koji je prirodan broj manji od p.

Opéenito, ako je a € N te p 1 a, tada postoji multiplikativni inverz od a modulo p.

Jedna od najistaknutijih primjena multiplikativnih inverza se pojavljuje prilikom
evaluacije produkta (p —1)! =1-2-3---(p — 1) modulo p, gdje je p prost broj. Iduce
teorem se pripisuju engleskom matematic¢aru iz 18. stolje¢a Johnu Wilsonu, iako je
vjerojatno otkriven od strane Ibn al-Hayhama u 10. stolje¢u, a prvi poznati dokaz je
Lagrangeov i datira iz 1770.

Teorem 2.3.1 (Wilsonov teorem). Ako je p prost broj tada je (p—1)! = —1 (mod p).

Dokaz. Prema diskusiji koja prethodi teoremu, za svaki od brojeva 1,2,...,p—1 pos-
toji multiplikativni inverz modulo p. Dakle, svaki od faktorau (p—1)!=1-2---(p—1)
daje 1 modulo p u produktu sa svojim multiplikativnim inverzom, osim faktora koji
su sami sebi inverzni. Odredimo takve faktore.

Neka je x € {1,2,...,p — 1} takav da vrijedi 22 = 1 (mod p). Tada p | 2% — 1 =
(z — 1)(z+1). Kako je p prost broj i1l <z < p—1, slijedi da jeili  — 1 = 0 ili
x+1 = p. Prema tome, jedini faktori u (p — 1)! koji su sami sebi inverzni su 11ip— 1.
Odatle dobivamo (p— 1) =1-(p—1) (mod p) te (p — 1)! = —1 (mod p). O

Prethodni teorem ustvari daje interesantnu karakterizaciju prostih brojeva, jer vri-
jedi i obrat:

Propozicija 2.3.2. Ako prirodan broj n zadovoljava kongruenciju (n — 1)! = —1

(mod n), tada je n prost.

Dokaz. 1z (n —1)! = =1 (mod n) slijedi (n — 1)! = —1 (mod m) za svaki m koji dijeli
n. Ako je m < n, tada se m pojavljuje kao faktor od (n—1)! paje (n—1)! =0 (mod m)
te =1 =0 (mod m). Odavde je m = 1 te n nema pozitivnih djelitelja razli¢itih od 1 i

n pa je n prost. ]
Primjer 16. Iz Wilsonova teorema slijedi 100! = —1 (mod 101), 7. 101 | 100! 4 1.

Sada ¢emo pokazati kako Wilsonov teorem moze biti primijenjen na rjeSavanje

odredenih kongruencija, kakve ¢emo detaljnije obraditi u poglavlju 4.

Korolar 2.3.3. Neka je p neparan prost broj. Kongruencija x> +1 =0 (mod p) ima

rjeSenja ako ¢ samo ako je p =1 (mod 4).

Dokaz. Neka je p neparan prost broj te neka je k = p—;l. Koristenjem kongruencije

p—1i=—i (mod p) u produktu
p-D'=1-2-k-(k+1)---(p—2)-(p—1)
zai=1,2,...,k, dobivamo

(p— D= (~1)FED?  (mod p).
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Wilsonov teorem daje (p — 1)! = —1 (mod p) te slijedi (—1)*(k!)? = —1 (mod p)
odakle dobivamo i (k!)2 = (—1)**! (mod p). Kako je k paran za p = 1 (mod 4),
slijedi (k!)2 = —1 (mod p) te je x = k! rjeSenje kongruencije 22 + 1 =0 (mod p).
Neka je sada p = 3 (mod 4), odakle je k = % neparan. Ako je z rjeSenje kon-
gruencije 22 + 1 = 0 (mod p), tada su x i p relativno prosti te je, prema Malom
Fermatovom teoremu, zP~! = 1 (mod p). Prema tome, 1 = (22)F = (-1)F = —1
(mod p), $to nije moguée jer je p neparan te u ovom slucaju polazna kongruencija
nema rjesenja. O

Cinjenica da kongruencija 22 —1=0 (mod p) ima najvise dva rjeSenja (nekongru-

entna modulo p) ima vaznu generalizaciju:

Teorem 2.3.4 (Lagrangeov teorem). Ako je p prost broj i P(x) polinom stupnja n
s cjelobrojnim koeficijentima, koji nisu svi djeljivi s p, tada kongruencija P(x) = 0

(mod p) ima najvise n rjesenja modulo p.

Dokaz. Dokaz provodimo indukeijom po stupnju polinoma P(z). Ako je stupanj pro-
matranog polinoma jednak 1, tvrdnja teorema slijedi direktno iz Leme 2.1.8. Pret-
postavimo kako tvrdnja vrijedi za polinome stupnja manjeg od n te neka je P(x)
polinom stupnja n.

Najprije, ako kongruencija P(z) = 0 (mod p) nema rjeSenja, tada nemamo §to
dokazivati. Nasuprot, pretpostavimo kako je P(xg) =0 (mod p), za neki cijeli broj xg
te neka je P(x) = anx™ + an_12" 1 + ...+ a1x + ag, gdje su ag,ay,...,a, € Z.

Odatle je P(z) = P(z) — P(zo) (mod p), tj. P(z) = a,(z" — 28) + ap_1(2" ! —
0 4+ .. 4 ai(z — x0) (mod p).

Kako za k € N vrijedi 2% — 2§ = (2 — o) (2" + 2% 220 + -+ + 2zk =2 4 2b™h),
desnu stranu prethodne kongruencije mozemo zapisati u obliku (x — z9)Q(z), gdje je
Q(x) polinom stupnja n — 1 s cjelobrojnim koeficijentima.

Kako je p prost broj, kongruencija P(z) = 0 (mod p) pokazuje kako jeiliz—xzy =0
(mod p) ili Q(z) =0 (mod p). Prema pretpostavci indukcije, kongruencija Q(z) =0
(mod p) ima najvise n — 1 rjeSenja pa kongruencija P(x) = 0 (mod p) ima najvise n

rjeSenja (zo i rjeSenja kongruencije Q(z) =0 (mod p)), Sto je i trebalo dokazati. O

2.4 Pseudoprosti i Carmichaelovi brojevi

Jedno od najcesée postavljanih pitanja u teoriji brojeva, je kako na efikasan nacin
provjeriti je li neki broj prost. Postupci koji za rezultat imaju potvrdan ili negativan
odgovor na takvo pitanje se nazivaju testovi prostosti. Posebna vaZznost ispitivanja
prostosti se danas moze na¢i u modernoj kriptografiji, gdje su Sifre bazirane na teskoéi
ispitivanja prostosti i faktorizacije prirodnih brojeva na proste faktore. Vise ¢e o tome
biti rije¢i u potpoglavljima 3.2 i 3.3.

Wilsonov teorem, dokazan u prethodnom potpoglavlju, daje vrlo jednostavnu karak-
terizaciju prostih brojeva. NaZzalost, kompliciranost ra¢unanja faktorija ga ¢ini vrlo
neefikasnim testom prostosti, ¢ak i za male prirodne brojeve poput dvoznamenkastih.
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S druge strane, Mali Fermatov teorem prezentira jedan nacin za ispitivanje prostosti
- prema ovom teoremu, tj. prema njegovu obratu, ako postoji prirodan broj a < n —1
takav da a”~! # 1 (mod n) tada n nije prost broj. Ovaj test je mnogo jednostavnije
primjeniti, jer se u modularnoj aritmetici velike potencije mogu izracunati mnogo
lakse od faktorijela. No, ukoliko za prirodan broj n vrijedi a”~* = 1 (mod n) za sve
a € {2,3,...,n — 1}, ne znaci da je n prost, jer Malim Fermatovim teoremom nije
dana karakterizacija prostih brojeva.

Jo§ je u antickoj Kini smatrano da je prirodan broj n prost ako i samo ako je
27~1 =1 (mod n) (primijetimo da je, na primjer, 26=! = 32 = 2 (mod 6) te 6 nije
prost broj), a ova tvrdnja je opovrgnuta tek 1819. iduéim primjerom:

Primjer 17. Odredimo cemu je 234° kongruentno modulo 341.
Na ovom primgjeru éemo kratko pokazati i nacin odredivanja potencija modulo priro-
dan broj. Nagprije primijetimo da je 2'° = 1024 = 1 (mod 341). Sada dobivamo

2310 — (210)31 = 131 =1 (mod 341).

Prema tome, 341 je proSao prethodni test, ali nije prost jer vrijedi 341 = 11-31. Dakle,
341 je slozen broj koji posjeduje odredena svojstva prostih brojeva. Iz tog razloga kazemo
da je 341 pseudoprost u bazi 2.

Prirodni brojevi koji su pseudoprosti u bazi 2 su rijetki, no ima ih mnogo.

Teorem 2.4.1. Postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva koji su pseudoprosti u
bazi 2.

Dokaz. Neka je n pseudoprost broj u bazi 2. Dokazat ¢emo da je tada i 2™ — 1
pseudoprost u bazi 2. Na taj nacin, polazeé¢i od 341 dobivamo beskonaéno mnogo
prirodnih brojeva koji su pseudoprosti u bazi 2.

Kako je n pseudoprost u bazi 2, n je slozen neparan broj. Direktno slijedi da je i
2" — 1 slozen. Kako je 27! =1 (mod n), dobivamo 2" = 2 (mod n) te se 2" moze

prikazati u obliku nk + 2 za neki prirodan broj k. Iz jednakosti
2% 1= 1= (2" - + @)+ + )
slijedi
ok —92""2 =1 (mod 2" —1)
§to je i trebalo pokazati. O

Definicija 2.4.2. Ako je n neparan sloZen broj te a cijeli broj za koji vrijedi (n,a) = 1
ia" 1 =1 (mod n), kazemo da je n pseudoprost u bazi a.

Sli¢no kao u dokazu Teorema 2.4.1, moZe se pokazati da postoji beskona¢no mnogo
pseudoprostih brojeva u bazi a za svaki prirodan broj a > 2. Pogledajmo jedan

zanimljiv primjer vezan uz pseudoprostost.
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Primjer 18. Ranije smo vidjeli da je 341 pseudoprost u bazi 2. Iz ¢injenice da je
341 prosao test s bazom 2 mismo mogli zakljuciti niti da je prost niti da je sloZen.
Provedimo isti test s bazom 3. Dakle, treba odrediti cemu je 3%*° kongruentno modulo
3. Iskoristiti éemo cinjenicu da je 341 =11 - 31.

Kako je 3° = 243 =1 (mod 11), slijedi 330 = (3°)%® =1 (mod 11).

Prema Malom Fermatovu teoremu, vrijedi 33° = 1 (mod 31) pa je 3340
310 (mod 31). Kako je 3* = 81 = 19 (mod 31), dobivamo 3'© = 3*.3%.32 = —1
(mod 31).

Sada se moze lako vidjeti da je 334 £ 1 (mod 340) pa 341 nije pseudoprost u bazi

— 311:304+10 —

3. Primigetimo da dobivena kongruencija pokazuje da 341 nije prost.

Prirodno se nameée iducée pitanje: ako je prirodan broj n pseudoprost u bazi a za
svaki 2 < a < n, (n,a) =1, da li je tada n prost? Ili, obratno, ako je prirodan broj
n slozen, da li nuzno postoji a takav da je (n,a) = 1ia" ' # 1 (mod n)? Nazalost,
odgovor na ovo pitanje je negativan, §to pokazuje da se navedenim testom ne mogu s
potpuno sigurnoséu odredivati prosti brojevi (iako se na taj nacin mogu odredivati s

velikom vjerojatnoséu).

Definicija 2.4.3. SloZen prirodan broj n se maziva Carmichaelov broj ako za sve

prirodne brojeve a koji su relativno prosti s n vrijedi a® 1 =1 (mod n).

Primijetimo da je sloZen broj n Carmichaelov ako i samo ako je pseudoprost u

svakoj bazi koja je relativno prosta s n.

Primjer 19. Najmangji Carmichaelov broj je 561. Lako se vidi da je 561 = 3-11-17.
Neka je a prirodan broj koji je relativno prost s 561. Tada oc¢ito a nije djeljiv niti s 3,
niti s 11 niti s 17 pa je a™ ' =1 (mod m) zam € {3,11,17}. Kako je 560 = 2-280 =
10 - 56 = 16 - 35 dobivamo da je a®®® =1 (mod m) za m € {3,11,17} odakle slijedi
a®®® =1 (mod 561)

Carmichaelovi brojevi se pojavljuju mnogo rjede od prostih brojeva i prili¢no je
teSko konstruirati ih. Samu egzistenciju takvih brojeva je utvrdio R.D. Carmichael
1912. te pretpostavio da takvih brojeva postoji beskona¢no mnogo, sto je dokazano
tek 1992.

Lema 2.4.4. Svaki Carmichaelov broj je neparan.

Dokaz. Zaista, ako je n paran broj vedi od 2, tada je (n — 1)t = (=1)"! = -1
(mod n) pa n nije pseudoprost u bazi n — 1 (dva uzastopna prirodna broja su uvijek

relativno prosti). O
No, postoji i vrlo eksplicitna karakterizacija Carmichaelovih brojeva:

Teorem 2.4.5 (Korseltov kriterij). Prirodan broj n je Carmichaelov ako i samo ako
je n kvadratno slobodan te za svaki prost broj p koji diyjeli n vrigedi © da p — 1 digeli

n—1.
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Dokaz. Pokazimo samo dovoljnost. Dokaz drugog smjera zainteresirani ¢itatelj moze

naci u [7], poglavlje 6.

Neka je n = p1ps - - - pg, gdje su p1,pa, . .., pr medusobno razli¢iti prosti brojevi te
pi—1l|n—1zasvei=1,2,... k. Neka je a prirodan broj koji je relativno prost s n.
Tada je a relativno prost i s p; te slijedi a?*~* =1 (mod p;), za i = 1,2,..., k. Kako

p; — 1 dijeli n — 1, moZemo pisati n — 1 = m(p; — 1) odakle je a"~1 = (aPi=1)™ =1
(mod p;). Prema tome, a"~! — 1 je vigekratnik svakog p; pa je i visekratnik od n
(primijetimo kako smo ovdje iskoristili ¢injenicu da je n kvadratno slobodan) te je

a" ! =1 (mod n), tj. n je Carmichaelov broj. O

Primjer 20. 1729 ¢ 2821 su Carmichaelovi brojevi jer je 1729 = 7-13 - 19, 2821 =
7-13- 31 te je 1728 djeljiv s 6,12 i 18, dok je 2820 djeljiv s 6,12 i 30.
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Poglavlje 3

PRIMJENA KONGRUENCIJA

Temeljna primjena kongruencija, koja je vjerojatno i inicirala nastanak ove snazne
metode, se nalazi u rjeSavanju diofantskih jednadzbi. Jedan od pristupa pri dokazi-
vanju nerjesivosti takvih jednadzbi se bazira na promatranju lijeve i desne strane mod-
ulo odabrani prirodan broj te pokazivanju nekongruentnosti, slicno kako smo vidjeli
u Primjeru 12. Na taj se na¢in moze spretno suziti manevarski prostor te promatrati
samo ostatke pri dijeljenju s odredenim brojem, umjesto traganja za rjeSenjem na
¢itavom skupu cijelih brojeva.

No, teorija kongruencija nalazi i mnogo Siru primjenu, nasuprot Hardyjevu misl-
jenju navedenom na pocetku prvog poglavlja. Upravo je na ovoj teoriji bazirana mod-
erna kriptografija, dok neke ideje koje se mogu vezati uz kongruencije potjecu i jos iz
vremena galskih ratova. Time je teorija brojeva, putem kriptografije, zauzela istaknuto

mjesto u omogucavanju svakodnevne zastite sigurnosti podataka.

3.1 Linearne diofantske jednadzbe
Neka su a1, as,...,an,b cijeli brojevi. Tada se jednadzba oblika
a1y + asxs + -+ apr, =0

naziva linearna diofantska jednadzba. Ovdje pretpostavljamo da je n prirodan broj te
da su svi brojevi ay, as, . .., a, razli¢iti od nule.
Rjesivost linearnih diofantskih jednadzbi (u cijelim brojevima) je karakterizirana

iduéim teoremom:

Teorem 3.1.1. Linearna diofantska jednadzba ayxy + asxe + -+ + anr, = b ima
rjeSenja ako i samo ako (ay,as,...,a,) | b. U tom slucaju, svako rjeSenje se moZe

zapisati pomoéu n — 1 cjelobrojnih parametara.

Dokaz. Neka je d = (a1, as,...,a,). Ako d ne dijeli b, tada linearna diofantska jed-
nadzba aizi + asxs + - - + a,x, = b nema rjeSenja, jer je za bilo koje cijele brojeve

Z1,%2, ..., Ty lijeva strana djeljiva s d, dok desna nije.
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Pretpostavimo sada da d dijeli b. Dijeljenjem polazne jednadzbe s d dobivamo
ekvivalentnu jednadzbu

alxy +ayxe + -+ alx, =V, (3.1)

gdje je af = % te b/ = 5. O¢ito vrijedi (a}, b, ..., a,) = 1.

Dokazat ¢emo da ova jednadzba ima rjeSenja indukcijom po broju varijabli, tj.
indukcijom po n.

Ukoliko je n = 1, tada jednadZba ima oblik ;1 = b’ ili —x; = V' te jedinstveno
rjeSenje ne ovisi niti o kakvom parametru.

Neka je sada n > 2 te pretpostavimo da jednadZzba ima rjeSenja u slucaju da je
broj varijabli manji od n. Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n varijabli.

Neka je dy = (a},ab,...,a),_;). Tada svako rjeSenje jednadzbe ajzq +ahzo+---+
anx, = b zadovoljava i kongruenciju afz1 + abze + - -- + a,z, = b (mod dy)), koja
je ekvivalentna kongruenciji a),x, = b (mod dy).

Mnozenjem s (a/,)#(4)=1 dobivamo (a’,)? @z, = (a!)?@)=1¥ (mod d;). Kako
su a,, i dy relativno prosti, Eulerov teorem povladi x, = ¢ (mod d;), gdje je ¢ =
(a;,)# 1Y

Prema tome, x, = ¢+ dit1, za neki t; € Z. UvrStavanjem ovog izraza u jednadzbu
(3.1) dobivamo jednadzbu u n — 1 varijabli

a1y +ajxe + -+ an_qTn—1 = b —al,c—aldity. (3.2)

Pokazimo da d; dijeli " — al,c — al,d1t1. U tu svrhu je dovoljno dokazati da d; dijeli
¥ —alc, tj. da je a/,c = b (mod dy). No, kako je a/,c = (a’,)?®)V, prethodna
kongruencija vrijedi jer su d; i a, relativno prosti.

Prema tome, moZemo podijeliti jednadzbu (3.2) s d;, ¢ime dobivamo jednadzbu
oblika

alry +abxo+ - +al _jr,_q =10", (3.3)

pri éemu je a} = Z—E te b = bl%filc —alty.

Kako je (af,ay,...,al!_;) = 1, po pretpostavci indukcije jednadzba (3.3) ima
rjeSenja te svako rjeSenje ove jednadzbe moze biti napisano pomocéu n — 2 cjelobrojna
parametra. Pridodamo li tome i x,, = ¢ + dit;, dobivamo rjeSenja polazne jednadzbe

a121 4+ a2x2 + - - - + anx, = b zapisana u terminima n — 1 cjelobrojnih parametara. [
Poseban slucaj linearnih diofantskih jednadzbi je dan idué¢im korolarom.

Korolar 3.1.2. Neka su a1, as relativno prosti cijeli brojevi. Ako je ureden par (xo,yo)
rjesSenje jednadzbe a1 x+asy = b, tada su sva rjesenja ove jednadzbe dana s © = xg+ast,
Yy =yo — art.

Primjer 21. Rjesimo linearnu diofantsku jednadzbu

3z +4y+ 7z =8.

Ocito mora vrijediti 3z + 4y = 1 (mod 7) pa je 3x + 4y = 1 + 7s, za neki cijeli
broj s. Jedno rjesenje ove jednadzbe je x = —1 4 5s, y = 1 — 2s. Prema prethodnom
korolaru su sva Tjesenja dana s x = —1+5s+4t, y=1—2s —3t, t € Z.
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Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobivamo z = 1—s. Dakle, sva rjeSenja polazne
jednadzbe su dana s (x,y,z) = (—1+5s+4t,1 — 25 — 3t,1 — s),s,t € Z.

3.2 Kriptosustavi

Znanstvena disciplina koja se bavi analiziranjem i pronalazenjem metoda pomoc¢u kojih
je poruku moguce poslati u obliku u kojem ju neée moéi procitati nitko osim onih
kojima je namijenjena se naziva kriptografija (od gréki krypto - skrivati te grafo -
pisati). Ova disciplina je u principu prisutna od samog nastanka pisma i pisanih
komunikacija, a prvi napredniji oblici se pojavljuju u antickoj Grékoj u petom stoljeéu
prije Krista.

U samoj osnovi kriptografije se nalaze dvije osobe, posiljaoc i primaoc poruke, koje
Zele komunicirati sigurnim putem, tj. Zele komunicirati na na¢in da nezeljene strane
ne mogu odgonetnuti sadrzaj poruke koju pogiljaoc Salje primaocu.

Naravno, nije moguce sprijeciti da poslana poruka ne dospije u ruke nezeljene trece
strane. Ono $to se moze sprijeciti, barem na nekoj razini, jest da osoba neupuéena u
nacin pisanje poruke ne moze razumjeti njen sadrzaj.

Poruka koju posiljaoc Zeli poslati se naziva otvoreni tekst, kojeg poSiljaoc prije
slanja transformira koriste¢i unaprijed dogovoreni postupak Sifriranja - time se dobiva
Sifrirani tekst ili Sifrat.

I otvoreni tekst i Sifrat se sastoje od elemenata odredenih, ne nuZzno jednakih,
alfabeta (opéenito, skupova simbola koji su elementi teksta poruke). Najéesée se alfa-
bet otvorenog teksta sastoji od slova abecede i znamenki, ponekad i interpunkcijskih
znakova, dok se alfabet Sifrata Cesto sastoji samo od znamenki, kako bi se dodatno
otezalo odredivanje teksta izvorne poruke.

Sifrirana poruka se zatim Salje primaocu; presjece li poruku netko treéi, on vidi
Sifrat, no treba osigurati da ne moZe doé¢i do sadrzaja otvorenog teksta.

S druge strane, primaoc je upucen u postupak Sifriranja po dobivenu poruku moze
desifrirati i tako saznati otvoreni tekst.

Strogo formalno, Sifra je ureden par dvije funkcije, od kojih prva sluzi za Sifriranje, a
druga za desifriranje. Ove funkcije ¢esto ovise o nekom unaprijed zadanom parametru
(kljucu), poznatom posiljaocu i primaocu poruke. Klju¢ je uglavnom jednak nekom
odabranom slovu abecede, broju ili nekoj klju¢noj rijeci.

Neka je, za odabrani parametar ¢, Sifra koja odgovara tom parametru oznacena s
(ft, gt). Ako je z neki element alfabeta otvorenog teksta (npr. proizvoljno slovo, broj ili
simbol), tada je fi(x) = y neki element alfabeta $ifrata (opéenito, moguéa je i situacija
da se niz elemenata alfabeta otvorenog teksta preslika u jedan element alfabeta Sifrata,
no ograni¢imo se na gornju situaciju). Nadalje, mora vrijediti g;(f:(z)) = x, odakle
slijedi da su preslikavanja f; i g; injekcije.

Dakle, kriptosustav se sastoji od:

e alfabeta otvorenog teksta,
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e alfabeta Sifrata,
e skupa parametara,

e za svaki parametar ¢, uredenog para funkcija (f:, g;) takvih da je g:(fi(x)) = x

za, svaki element x alfabeta otvorenog teksta.

U daljnjem ¢emo pretpostavljati da se alfabet otvorenog teksta sastoji od slova
engleske abecede te da se alfabet Sifrata sastoji od slova engleske abecede i znamenki
0,1,2,...,9.

Nasuprot samoj kriptografiji se nalazi znanstvena disciplina pod nazivom krip-

toanaliza, ¢iji zadatak je pronaci nacin za deSifriranje Sifrirane poruke.
Primjer 22. Pomak alfabeta ili Cezarova Sifra.

Podsjetimo kako pretpostavljamo da se alfabet otvorenog teksta koji koristimo
sastoji od 26 slova engleske abecede. Svakom slovu mozemo pridruziti njegov odgo-
varajuéi redni broj umanjen za 1, tj. slovu A odgovara 0, slovu B odgovara 1, ...,
slovu Z odgovara 25.

Ideja ove metode (za koju se pretpostavlja da je koristena jos od strane Gaja Julija
Cezara) jest da se jednostavno svakom slovu koristene abecede (gledano kao cijeli broj
izmedu 0 1 25) doda (modulo 26) klju¢ni cijeli broj k.

Ukoliko je recimo k = 5, tada iz poruke (otvorenog teksta) Ne zaboravite postupak
dobivamo Sifrat SJEFGTWFANYJUTYZUFP.

Primijetimo kako smo ovdje koristili neke sitne detalje koji ipak donekle otezavaju
kriptoanalizu Sifrata - zapisali smo otvoreni tekst bez razmaka i interpunkcijskih znakova
te koristili iskljucivo velika slova, ¢ime se otezava moguénost pogadanja otvorenog tek-
sta.

Dakle, alfabet otvorenog teksta i alfabet Sifrata su u ovom primjeru jednaki te se
sastoje od slova engleske abecede, parametri su cijeli brojevi, dok su funkcije koje sluze

za Sifriranje i deSifriranje zbrajanje i oduzimanje s fiksiranim parametrom modulo 26.

No, predstavljena Cezarova Sifra je nazalost vrlo nezahvalna radi njene sigurnosti.
Zaista, iako klju¢ni broj (parametar) k moZe biti bilo koji cijeli broj, zapravo postoji
samo 26 razli¢itih parametara. Jer, ukoliko su k i k9 cijeli brojevi koji su medusobno
kongruentni modulo 26, tada se pomaci alfabeta za ki i ko podudaraju. Zaklju¢ujemo
kako su svi predstavnici parametara iskazani upravo potpunim sustavom ostataka mod-
ulo 26.

Primjer 23. Neka je primjenom Cezarove Sifre dobiven Sifrat QRSKSTSOYWENE.
Odredimo otvoreni tekst (pretpostavijamo da znamo da je napisan na hrvatskom jeziku)
1 koristent parametar k.

Primijetimo kako Sifrat pocinje s tri uzastopna slova abecede, pa s tri uzastopna
slova mora pocinjati i otvoreni tekst.

PokuSavajuéi redom s k = 0,1,2,3 dobivamo za pocetni dio QRS, PQR, OPQ,
NOP. Eventualno bi posljednji dio mogao predstavljati pocetak nekog teksta na hrvatskom

jeziku, no tada bi naredno slovo u otvorenom tekstu bilo H.
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Uzmemo li da je k = 4, dobivamo pocetni dio MNO te nastavljajuci i otvorens
tekst MNOGOPOKUSAJA. Dakle, poslana poruka je glasila Mnogo pokusaja’, a

koristeni parametar k je jednak 4.

Zelimo li konstruirati §to sigurniji kriptosustav, treba paziti da upravo skup param-
etara bude Sto opseZzniji, jer se u primjerima poput prethodnog kriptoanaliza moze

provesti direktnim ispitivanjem svih moguénosti.

Primjer 24. Jednokratni uzorak.

Sada ¢emo predstaviti daleko sigurniji na¢in Sifriranja (po tim, naravno, smatramo
da je kriptoanaliza kompliciranija). Neka je ajasas . .. vrlo dug sluc¢ajan niz prirodnih
brojeva, od kojih je svaki manji ili jednak 26. Pod pojmom vrlo dugi niz smatramo
da broj elemenata u ovom nizu prelazi broj znakova koriStenih u otvorenom tekstu.

Sifriranje se vrdi na sljedeéi nacin: i-to slovo Sifrata dobivamo dodajué¢i modulo 26
broj a; i-tom slovu otvorenog teksta.

Ukoliko je niz ajagas ... dan s a; = (i mod 26) + 1, tada iz otvorenog teksta Ne
zaboravite postupak dobivamo Sifrat OGCEGUYIESEQCCHJLHTE.

Kada je pocetni dio niza aias...a, iskoriSten, taj dio se odbacuje, a ostatak
Gp11Gnao - - . koristi za Sifriranje iduc¢eg otvorenog teksta.

Kako su svi slu¢ajni nizovi aias ... opisanog tipa vrlo sli¢ni, sli¢ni su i dobiveni
sifrati, te je Sifrirane koristenjem jednokratnih uzoraka potpuno sigurno. Osim toga,

u ovom slucaju raspolazemo s golemim brojem parametara koje mozemo koristiti.

No, kako koristeni kljuéni niz mora biti vrlo dugacak i svaki njegov dio mozemo ko-
ristiti najviSe jednom, opisani postupak Sifriranja se u praksi pokazuje krajnje neprim-
jenjiv.

Osnovni cilj kriptografije je pronaci nac¢in Sifriranja koji je kombinacija onih opisanih
u prethodnim primjerima - uspjes$no iskombinirati jednostavnost koristenja Cezarove
Sifre sa sigurnosc¢u Sifriranja koristenjem jednokratnih uzoraka.

Opisani primjeri pripadaju medu takozvane simetricne Sifre, kod kojih su postupak
Sifriranja i desifriranja esencijalno jednaki (kakvi zbrajanje i oduzimanje modulo 26 za-
ista jesu). Takoder, navedeni postupci pripadaju medu kriptosustave s tajnim kljucem,
jer su parametri koristeni pri Sifriranju (kljucni broj k i niz ajasas . ..) poznati samo
posiljaocu i primaocu poruke.

U praksi se najkorisnijim pokazuju kriptosustavi u kojima se Sifriranje moze lako
provesti, dok je desifriranje gotovo neizvedivo bez poznavanja nekih dodatnih podataka
(dakle, sifre (f;, g¢) su takve da se f;(x) moZe lako izra¢unati, dok je vrijednost g;(y)
neupucenima gotovo nemoguce izracunati).

Takvi kriptosustavi o¢ito nisu simetri¢ni te pripadaju medu asimetricne Sifre.

U takvim situacijama neki od podataka (naravno, ne i oni klju¢ni za desifriranje)
mogu biti poznati svima, a ne samo posiljaocu i primaocu poruke. Tada govorimo o
kriptosustavima s javnim kljucem.

Osnovni primjer asimetrije moZzemo vidjeti u ¢injenici da je dane proste brojeve

lako pomnoziti, bez obzira na njihov broj znamenki, no dani slozen broj je ¢esto vrlo
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komplicirano prikazati u obliku produkta prostih faktora (bez poznavanja npr. nekog
od faktora).

Primjer 25. Brojevi 11399 i 105929 su prosti. Njihov produkt je jednak 1207484671.
No, prikazati prethodni broj u obliku produkta prostih brojeva, bez poznavanja barem

jednog od njih, je prilicno teZak zadatak.

Upravo ovaj princip ¢emo iskoristiti u iduéem potpoglavlju.

3.3 RSA kriptosustav

RSA kriptosustav je nastao 1977. i nazvan je prema inicijalima trojice njegovih tvoraca,
matemati¢ara Rona Rivesta, Adia Shamira i Lena Adlemana.

Osnovne sastavnice RSA kriptosustava su multiplikativni inverzi modulo neki priro-
dan broj, koje smo opisali prije Wilsonova teorema, te Eulerov teorem.

Alfabet otvorenog teksta se ponovno sastoji od slova engleske abecede, no Citav
postupak Sifriranja i deSifriranja se obavlja nad cijelim brojevima te mozemo smatrati
kako se od njih sastoji i polazni alfabet (StoviSe, dovoljno je uzeti da je sastavljen od
prirodnih brojeva). OpiSimo sada postupak Sifriranja.

Neka su p; i po prosti brojevi, po moguénosti $to veéi. Oznacimo njihov produkt s

Prema potpoglavlju 2.2 znamo da je ¢(n) = (p1 — 1) - (p2 — 1).

Nadalje, korisnik odabire i takozvani enkripcijski eksponent e, koji moze biti bilo
koji cijeli broj koji je relativno prost s p(n).

Kako su e i ¢(n) relativno prosti, slijedi da postoji multiplikativni inverz d od e
modulo ¢(n), tj. e-d =1 (mod ¢(n)).

Multiplikativni inverz d se moze odrediti iz Euklidova algoritma, jer ima svojstvo
da postoji neki cijeli broj ¢ za koji je ed + c¢p(n) = 1. Broj d se naziva dekripcijski
eksponent.

Neka je sada = dio otvorenog teksta koji treba Sifrirati, gdje uzimamo da je x strogo
manji od n. Tada se odgovarajuéi dio Sifrata dobiva pomocéu fi(z) = z¢ mod n, gdje
je t parametar t = (n,e).

Ako je y dio Sifrata, dekripcija se obavlja pomoéu g;(y) = y¢ mod n, gdje je ponovo
t=(n,e).

Parametar (n,e) se smatra javnim i moZe biti svima poznat. Takoder se naziva i
javni klju¢. Faktorizacija n = p; - p2 1 podatak d se smatraju tajnim, poznati su samo
posiljaocu i primaocu poruke.

Uvjerimo se najprije da su ovako definirane funkcije zaista jedna drugoj inverzne:

Teorem 3.3.1. Za 1 < x < n vrijedi g:(ft(z)) = x, gdje je t = (n,e), uz uvjet

(e, 0(n)) = 1.
Dokaz. O¢ito je g¢(fi(z)) = 2°¢ (mod n).
Kako je d multiplikativni inverz od e modulo ¢(n),imamo ed = 1 (mod ¢(n))

odakle slijedi da postoji a € N takav da je ed = a-@(n)+1. Odatle je ¢4 = z- (x#(™)2,
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Razlikujemo nekoliko moguénosti:
e (n,z) = 1: sada je (™ =1 (mod n) pa je z¢¢ = z (mod n);

e (n,z) = p1: u ovom slucaju je ¢ = 0 (mod py) i z°¢ = z - (P>~ 1)P1-De = 4

(mod p2), zbog (x,p2) = 1, Sto slijedi iz Cinjenica da je z < nip; | z. Iz
dobivenog sustava kongruencija se lako vidi, sli¢no kao u dokazu Leme 2.2.5 da
je ¢4 = x(mod n);

e (n,z) = py: na isti na¢in kao u prethodnom slu¢aju zakljuc¢ujemo da je z¢¢ =

(mod n).

T

Iz dobivene kongruencije slijedi da je = 2°¢ mod n, jer je < n. Dakle, funkcije

su medusobno inverzne. O

Primjer 26. PokazZimo na primjeru kako koristenjem RSA kriptosustava mozZemo

Sifrirati poruku TB.

Najprije prikazimo otvoreni tekst u obliku niza prirodnih brojeva uzimajuéi pozicije
slova u abecedi. Time dobivamo 202.

Nadalje, odaberimo proste brojeve py i po: neka je p; = 71ipy = 11. Sada jen =77
i p(n) = 60. Enkripcijski eksponent e mora biti relativno prost s 60 pa uzmimo da je
e = 13. Direktno, ili primjenom Euklidova algoritma, dobivamo da je d = 37.

Otvoreni tekst rastavljamo na dva dijela od kojih ¢emo svaki Sifrirati zasebno, kako
bi bili manji od 77. Izmedu opcija 2, 2 i 20, 2, odabiremo drugu.

Prema tome, najprije je x = 20, te treba odrediti 20*® mod 77. U tu svrhu se

koristimo iduéim nizom kongruencija:

201 = 20 (mod 77)
20> = 15 (mod 77)
20* = 71 (mod 77)
208 = 36 (mod 77)

Odatle je 2013 = 20% - 20* - 20 = 36 - 71 - 20 = 69 (mod 77).
U iduéem koraku je # = 2 pa imamo 213 =28 .24.2=256-16-2 = 30 (mod 77).
Prema tome, Sifrat je jednak 69 30.
Naravno, desifiranjem bi dobili polazni otvoreni tekst 20 2.

Primijetimo kako je klju¢an dodatni podatak, koji omogucuje desifriranje uz pozna-
vanje javnog kljuca (n, e) upravo faktorizacija n = p; - p2 iz koje se lako moze odrediti
©(n), a zatim 1 dekripcijski eksponent d. Zapravo, kako je za desifriranje dovoljno poz-
navati eksponent d, u postupku desifriranja kljuénu ulogu igra poznavanje parametra
¢(n).

Prilikom koristenja RS A kriptosustava su ra¢unski najkompliciraniji koraci odredi-
vanje izraza z° i i y* modulo n. Kako ovaj kriptosustav esto koristi eksponente s vise
od stotinu znamenki, prethodni izrazi mogu poprimiti vrijednosti koje su krajnje ne-

pogodne za ra¢unanje.
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No, primijetimo kako nama u stvari nisu potrebni prirodni brojevi z¢ i i y?, ve¢
samo njihovi ostatci pri dijeljenju s n. Racunanje ostataka pri dijeljenju koje daju
kvadrati je standardno najlakse izvediv zadatak od svih potencija pa se racunski ko-
raci obi¢no odvijaju na na¢in prikazan u prethodnom primjeru. Osnovni korak je
prikazati eksponent u obliku sume potencija broja 2 te iskoristiti dobivene ostatke u

odgovarajucoj kongruenciji.

Primjer 27. Digitalni potpis

RS A kriptosustav se takoder koristi prilikom prenoSenja digitalnog potpisa kojim
se dokazuje kako je korisnik uistinu onaj za koga se predstavlja. U tu svrhu, korisnik
je duzan pokazati kako posjeduje podatke kojima nitko drugi ne bi trebao raspolagati,
poput nekog osobnog koda, lozinke ili poput dekripcijskog eksponenta d koji dolazi uz
javni klju¢ (n,e).

Jasno, korisnikova ideja ne lezi u tome da otkrije eksponent d, ¢ime inkriminira
sigurnost poslanih Sifrata, ve¢ da na neki na¢in samo pokaZe poznavanje tog podatka.

U tu svrhu, korisnik uzima neku poznatu poruku z (npr. svoje ime) te Zalje x¢
mod n, Sifriranu poruku koju je mogao poslati samo poznavatelj eksponenta d. Kako
je podatak (n,e) javni, svatko je u moguénosti odrediti 2 uzimajuéi e-tu potenciju od

d

2% mod n, jer vrijedi (x¢)¢

= 2! = z(mod n).
Na taj nacin se svatko moze uvjeriti da je korisnik u posjedu tajnog eksponenta d

te time i u njegov identitet.
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Poglavlje 4
KVADRATNI OSTATCI

U ovom poglavlju se bavimo opéenitim pitanjem posjeduje li cijeli broj a kvadratni
korijen modulo n te, ukoliko posjeduje, koliko je takvih te kako ih odrediti. Jedna
od osnovnih primjena se nalazi u rjeSavanju kvadratnih kongruencija, no takoder se
pojavljuje i pri prikazu prirodnih brojeva u obliku z2 + dy?, gdje je d € N. Upravo
je Fermat zapodeo istrazivanje mogucénosti prikaza prostih brojeva u obliku z? + y2,
22 +2y? te 224 3y? pri ¢emu je primijetio vaznost tzv. kvadratnog zakona reciprociteta.
Taj rezultat, koji se smatra najdrazim Gaussovim teoremom (dokazao ga je na ukupno

osam nacina) je prvi dokazao Dirichlet 1837.

4.1 Legendreov simbol

Neka su a i n relativno prosti prirodni brojevi. Ako kongruencija 2 = a (mod n) ima

rjeSenja, tada kazemo da je a kvadratni ostatak modulo n. U suprotnom kazemo da je

a kvadratni neostatak modulo n.

Primjer 28. Prirodni brojevi 1, 2 i 4 su kvadratni ostatci modulo 7, a brojevi 3, 5 4

6 su kvadratni neostatci modulo 7.

Neka je p neparan prost broj i a cijeli broj. Legendreov simbol (£) je definiran s

P
1, ako je a kvadratni ostatak modulo p,
a
(p) = 0 ako p | a,
—1 , ako a nije kvadratni ostatak modulo p.

Kombinirajuéi prethodni primjer s definicijom Legendreova simbola, dobivamo
B)=3)=1(2) = (% = -1 te (¥) = 0. Primijetimo da vrijedi (%) = 1 ako
pne dijeli a i () = 0 ako p dijeli a.

Podsjetimo se kako, u slu¢aju da su a i p relativno prosti brojevi i p neparan prost,
vrijedi a?~! =1 (mod p) (prema Korolaru 2.2.3). Euler je iskoristio ovu relaciju kako

bi dobio iduéu formulu za odredivanje Legendreova simbola:
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Teorem 4.1.1 (Eulerov kriterij). Ako je p neparan prost broj, tada vrijedi (%) =47
(mod p). Prema tome, a je kvadratni ostatak modulo p ako i samo ako je a7 =1
(mod p).
Dokaz. Otito je a*=" =0 (mod p) ako i samo ako p | a, tj. ako i samo ako je () = 0.
Dakle, u tom slucaju je tvrdnja dokazana. Nadalje mozemo uzeti da su a i p relativno
prosti.

Pretpostavimo da je a kvadratni ostatak modulo p. Tada je a = b*> (mod p) za

neki b te, (%) = 1 po definiciji Legendreova simbola. Kako su a i p relativno prosti,

slijedi da su i b i p relativno prosti. Time dobivamo a'T =l =1 (mod p).
Preostaje jos provjeriti formulu iz iskaza teorema u sluéaju da a nije kvadratni
ostatak modulo p. Primijetimo kako vrijedi (a7 )2 = a?~! =1 (mod p).

2 =1 (mod p) ima to¢no dva rjefenja, x = +1 (mod p)

No, kako kongruencija x
(prema Teoremu 2.3.4 znamo da su ovo jedina rjeSenja), dovoljno je dokazati da o'z
nije kongruentno 1 modulo p kada a nije kvadratni ostatak modulo p (jer ¢e iz toga
slijediti da mora biti kongruentno —1 modulo p).

. .. p—1 . ey 1 . . .
Prema istom teoremu, kongruencua rz =1 (mod p) 1ma najvise B2 rjesenja,

2
medu kojima su moraju nalaziti 12,22, ..., (%)27 jer se prema ve¢ dokazanom medu
rjeSenjima nalaze svi kvadratni ostatci modulo p. PokaZimo da su sva ova rjeSenja
medusobno razli¢ita, tj. nekongruentna modulo p.

Ako su 22, y? takvi da je 22 = y? (mod p), tada slijedi dailip |z —y ili p | # + y.
Kako je 1 < z + y < p, dobivamo = = y. Dakle, sva rjeSenja kongruencije 2 =1
(mod p) su dana navedenim nizom koji ukljuc¢uje samo kvadratne ostatke modulo p.

Prema tome, ako a nije kvadratni ostatak modulo p, tj. (%) = —1, slijedi o' = -1

(mod p). O

Direktno iz prethodnog teorema mozemo zakljuciti da, ukoliko je a = b (mod p),

vrijedi i (%) = (%). Takoder vrijedi i tzv. 'pola-pola’ svojstvo:
Korolar 4.1.2. Ako je p neparan prost broj, tada su tocno polovica brojeva 1,2, ..., p—

1 kvadratni ostatci modulo p.

Dokaz. U dokazu prethodnog teorema smo vidjeli kako su 12,22, ..., (25%)? kvadratni
ostatci modulo p. Pokazimo da je svaki kvadratni ostatak modulo p kongruentan
modulo p nekom od brojeva iz prethodnog niza.

Ako je neki 1 < a < p — 1 kvadratni ostatak modulo p, tada postoji x takav da je
2?2 = a (mod p). Mozemo uzeti da je 1 < z < p—1, jer rjeSenja trazimo u reduciranom
sustavu ostataka modulo p.

Ako je z < %17 tada se 22 nalazi u prethodnom nizu. Ako je % < z, tada je

2?2 = (p— x)? (mod p), te zbog p — x < ”2;1 slijedi da je 22 kongruentno nekom od

brojeva 12,22, ..., (%)2 modulo p.
Time smo dokazali da u nizu 1,2,...,p — 1 postoji to¢no % kvadratnih ostataka
modulo p, koje &ine oni ¢lanovi koji su kongruentni s 12,22, .. ., (%)2 modulo p.

O
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Pokazimo jos nekoliko svojstava Legendreovih simbola koja su vrlo korisna pri

njihovu eksplicitnom odredivanju.

Propozicija 4.1.3. Za svaka dva cijela broja a1 i as te meparan prost broj p vrijedi
a1a3) _ (@1)(az

(m02) = (@1)(22),

Dokaz. Koristenjem Eulerova kriterija dobivamo

(2)(2) = (a1)"7 (a2)"7 = (amaaz)"z = (222) (mod p). O

Osim prethodnog svojstva multiplikativnosti, prilikom ra¢unanja je ¢esto od velike
pomodi znati direktno odrediti neke Legendreove simbole.

Primjer 29. Odredimo (=2).

Prema prethodnoj propoziciji je (52) = (3)(3)(5t) = (2)(5). Ostatak racuna
mozemo provesti direktno preko Eulerova kriterija, no direktniji na¢in za odredivanje

Legendreovih simbola ovog oblika ¢emo opisati u ostatku ovog potpoglavlja.
Propozicija 4.1.4. Za neparan prost broj p vrijedi
(—1) B 1 , dkojep=1 (mod4),
p) | -1 , dkojep=3 (mod4).

Drugim rjecima, (%) = (—1)%.

Dokaz. Prema Eulerovu kriteriju je ?1) = (—1)L (mod p).
Ako je p=1 (mod 4), tada je broj p21 paran pa je ( 1y =1.
Ako je p =3 (mod 4), tada je broj %1 neparan pa je ( )= O

Propozicija 4.1.5. Za neparan prost broj p vrijedi
<2) B 1 , dkojep=1 (mod8) ilip=7 (mod8),
p) | =1 , akojep=3 (mod8)iip=5 (mod 8).

Dokaz. Opet, prema Eulerovu kriteriju je (%) =o% (mod p), no s izrazom 255+ je
1

mnogo teze manipulirati nego s izrazom (71)% u prethodnoj propoziciji.
Najprije ¢éemo dokazati iduce kongruencije:

(-1)*5  (mod p) , akojep=4n+1,

(-1)" = (mod p) , ako jep=4n—+3.

1

mod 4), redom imamo

(4n)! = 4n) (mod p)

2n)22" (mod p)

(
( .
= (1- 2n—1) ((2n+1)(2n—|—3)-~-(4n—1))(1 2---2n)2*"  (mod p)
= ((=1)(=3)---(=2n+ 1)) (=1)"((2n + 1)(2n + 3) - -- (4n — 1))
(1-2---2n)2*"  (mod p)
= (An(dn—2)---2n+2)(-D™((2n+1)(2n +3)--- (4n — 1))
(1-2---2n)2*"  (mod p)
= (=1)"2*"(4n)! (mod p)
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Kako je p > 4n, slijedi (p, (4n)!) = 1 te iz prethodnog izraza dobivamo 1 =
(—=1)m22n = (1) 2"2 (mod p).

Odatle slijedi 2"z (71)%1 (mod p), za p=1 (mod 4).

Na potpuno analogan nacin se dobiva i da je 2t = (—1)% (mod p), zap =3
(mod 4).

Sada zasebno razmatramo sve moguénosti:

e p =1 (mod 8): u ovom slucaju je p = 1 (mod 4) i prl je paran broj pa je
2" =1 (mod p),

e p = 3 (mod8): sada je p = 3 (mod 4) i pT‘H je neparan pa je 2°7 = —1
(mod p),

e p =15 (mod 8): sada imamo p =1 (mod 4) i % je neparan broj pa je 25 =
—1 (mod p),

e p =7 (mod 8): napokon, p =3 (mod 4) i pTH je paran pa je 2% =1 (mod p).

Iz promatranih sluc¢ajeva direktno slijedi tvrdnja propozicije. O

2_
Prethodnu propoziciju smo mogli iskazati i u ekvivalentnom obliku (%) = (1" '
Kako raspolazemo rezultatima iz prethodne dvije propozicije, uvrstavanjem dobi-

vamo (2) = —11i (5}) = —1. Dakle, (52) = 1.

4.2 Kvadratni zakon reciprociteta

Tako smo pokazali nekoliko rezultata pomocu kojih se mogu odrediti Legendreovi sim-
boli, eksplicitno izra¢unavanje ovih simbola i dalje ostaje kompliciran postupak, oso-
bito ako su ukljuceni veéi brojevi. Npr. s kompliciranim postupkom se susre¢emo veé i
prilikom ispitivanja je li 67 kvadratni ostatak modulo 151. Najveéi korak prema pojed-
nostavljenju tog postupka je dan upravo kvadratnim zakonom reciprociteta, dubokim
rezultatom do kojeg je doSao jos Gauss. Jednako kao Sto se Pitagorin teorem moze
smatrati fundamentalnim rezultatom u geometriji, kvadratni zakon reciprociteta se
danas moze smatrati kljuénim teoremom u teoriji brojeva, koji se pojavljuje kad god
se proucavaju kvadratne diofantske jednadzbe. Upravo iz tog razloga je do danas kon-
struirano mnogo bitno razli¢itih dokaza kvadratnog zakona reciprociteta (do 2000. ih
je bilo poznato ukupno 196).

Na ovom mjestu ¢emo izvesti dokaz kvadratnog reciprociteta koji se temelji na
mnozenju elemenata koji posjeduju multiplikativni inverz modulo produkt dva razli¢ita

prosta broja. U tome ¢ée osnovni korak predstavljati iduéi tehnicki rezultat:

Lema 4.2.1. Neka su p i ¢ medusobno razliciti prosti brojevi. Tada je

x invertibilan modulo pq ) )
11 @)= (0% (4), 0% () ) mod p,mod o).

p
1§r§%
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Dokaz. Promotrimo invertibilne elemente modulo pq, §to su upravo oni elementi koji

nisu djeljivi niti s p nitis ¢. Skup invertibilnih elementa x koji se nalaze u {1,2,..., pqgl ,
promatran modulo p, se sastoji od % nizova 1,2,...,p—1teniza 1,2,..., %, gdje
jos treba iskljuciti niz ¢,2q, ..., %q koji se sastoji od viSekratnika broja q. Na taj

nac¢in dobivamo

z invertibilan modulo pq w1 (p— 1 vt [(p— 1
H x (p—1)= —— /¢ = — ' (mod p)

1<g<Pa-t

07 (%) Gmod ),

jer se (pgl> ! dokida, (p—1)! = —1 (mod p) prema Wilsonovu teoremu te qu_l = <q>
(mod p).

Na isti na¢in dobivamo i

z invertibilan modulo pq <

11 z=(-1)"7T

1§x§%71

¢ime je lema dokazana. O

Teorem 4.2.2 (Kvadratni zakon reciprociteta). Neka su p i q razli¢iti neparni prosti

()

Dokaz. Kako bi dokazali ovaj vazan rezultat, produkt

brojevi. Tada vrijedi

x invertibilan modulo pq

H (z,2) (mod p,mod q)

pg—1
1<z<*5—

iz prethodne leme éemo izraziti isklju¢ivo pomoéu potencija od —1.

Primijetimo da se za svaki z € {1,2,...,pg—1} to¢no jedan element skupa {z, —z}
(mod pq) pojavljuje unizu 1,2,. .., %;1. Prema tome, medu odgovarajuéim uredenim
parovima ostataka (a,b) = (x mod p,x mod ¢) pojavljuje se to¢no jedan od parova
(a,b),(—a,—b). Tofno po jedan od svakog moguceg para ostataka (mod p, mod q)

dobivamo uzimajuéi 1 <a<p—-1i1<b< %. Na taj nacin dobivamo

z invertibilan modulo pq

I1 (z,2) = :|:<(p — DI (g — 1)/2)!p1> (mod p,mod ¢) (4.1)

1<e<Pa=t
jer se svaki a € {1,2,...,p — 1} pojavljuje u to¢no q;—l parova, dok se svaki b €
{1,2,..., q;—l} pojavljuje u to¢no p — 1 parova.

Pomoc¢u Wilsonova teorema ¢emo potencije faktorijela koje se pojavljuju u (4.1)
prikazati kao potencije od —1. Kako je (p — 1)! = —1 (mod p), prva komponenta
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je kongruentna (—1)(1%1 modulo p. Kako bi prikazali i drugu komponentu u obliku
potencije od —1, primijetimo da vrijedi
-1 = (¢—1)! (mod q)
= 1-2---(¢—-1)/2-(=(¢—1)/2)---(=2) - (=1) (mod q)
((g—1)/2)*(-1)"=  (mod q).

Prema tome je
((g=1)/2P = (~1)(-1)'T  (mod ).

Potenciranjem dobivamo

(q—1)/2% ' =(-1)"7 (-1)*7 T (mod q)
te kongruencija (4.1) prelazi u

z invertibilan modulo pq

I1 (z,2) = £((-1)"F , ((-1)"7 (=1)"7 =) (mod p, mod )

—1
1S$S Pq2

(4.2)
Izjednadavanjem kongruencije (4.2) i rezultata iz Leme 4.2.1 dobivamo da vrijedi
jedno od iduceg:

() () -
(-0 ()

iz Cega slijedi

Primjer 30. Odredimo (%)

Primjenom kvadratnog zakona reciprociteta dobivamo

() () (8)-()-- (%)

Pokazimo i jos jednu primjenu kvadratnog zakona reciprociteta. Podsjetimo se
kako smo u prvom poglavlju definirali n-ti Fermatov broj F,, s F,, = 22" + 1. Idu¢im

rezultatom je dan efikasan kriterij za ispitivanje prostosti Fermatovih brojeva.

Propozicija 4.2.3. Fermatov broj F,, je prost ako i samo ako vrijedi

Fp—1

377 =-1 (mod F,).

Dokaz. Pokazimo samo nuznost. Dakle, neka je F), prost.
Po Eulerovom kriteriju vrijedi 375~ = (£) (mod F,).

Fp
Prema tome, dovoljno je dokazati da 3 nije kvadratni ostatak modulo F,,. Kako je
F,, — 1 djeljiv s 4, kvadratni zakon reciprociteta povlaci (Fi) = (g)
Nadalje je F,, = (—1)2" + 1 (mod 3), tj. F;, =2 (mod 3), paje (&) = (%) = -1

Prema tome, 3 nije kvadratni ostatak modulo F,. O

43



4.3 Jacobijev simbol

Jacobijev simbol je direktna generalizacija Legendreova simbola. Neka je P neparan
prirodan broj te zapiSimo P u obliku P = pips---p,, gdje su p1,po,...,p, prosti
brojevi.

Jacobijev simbol (%) je definiran s (%) = (i)(l) . ( ) gdje je (i) Legen-
dreov simbol.

Ako je P prost, tada se Jacobijev i Legendreov simbol podudaraju. Ako a i P nisu

a

relativno prosti, tada je (P) = 0, inace je jednako 1 ili —1.

Nedostatak Jacobijeva simbola se nalazi u tome $to (%) = 1 ne znadi da je a
kvadratni ostatak modulo P, §to se moze vidjeti iz primjera (%) = 1, no jednadzba
2?2 = 2(mod 15) nema rjeSenja. StoviSe, a je kvadratni ostatak modulo P ako i samo
ako je a kvadratni ostatak modulo p;, za sve 1 < i < n.

Direktno iz dokazanih svojstava Legendreova simbola se dobivaju i analogna svo-

jstva Jacobijeva simbola:

Propozicija 4.3.1. Neka su a i b cijeli brojevi te Py © Py neparni prirodni brojevi.
Tada vm’jedi'

(1 1
2) (% ) 7) (7)),

(3) ako jea="b (mod Py), tada vrijedi (P%) = (P%),
(4) ako je (a, P1) =1, tada vrijedi (a—?) = (%) =1,
()
(6)

Pl
5 (71) = (D77 (F) = (D7,
6) ako je (P1, P2) =1, tada vrijedi (ﬁl)(%) =(-1)"=z =7

Dokaz. Prokomentirajmo samo svojstvo (5):

)
Py = pips - - P, p; neparan prost za ¢ =1,2,...

Za neparne brojeve a, b vrijedi ab 1 Lyo

#, §to je paran broj.

Induktivno slijedi Y5, 2irt = 2pzepe=l = Piml (04 2). O

4.4 Primjena kvadratnih ostataka na diofantske jed-

nadzbe

U ovom kratkom potpoglavlju éemo prikazati neke primjene kvadratnih ostataka na
rjeSavanje nekih specifiénih diofantskih jednadzbi.

Propozicija 4.4.1. Diofantska jednadzba 2 + 3k +1 = 0 nema rjesenja niti za jedan
cigeli broj k.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje cijeli brojevi x, k koji zadovoljavaju danu Diofantsku
jednadzbu. Tada je 22 = —3k — 1 pa vrijedi i 22 = —3k — 1 (mod p) za svaki prost
broj p.
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Posebno, za p = 3 dobivamo 2 = —1 (mod 3) odakle slijedi da je —1 kvadratni
ostatak modulo 3. No, Legendreov simbol (%1) je jednak —1 pa polazna jednadzba

nema rjesenja. O

Teorem 4.4.2. Neka je n prirodan broj. Diofantska jednadzba
2+ 3y2=n

mma rjeSenja ako i samo ako u rastavu broja n na proste faktore svaki prost faktor

oblika 3k — 1 dolazi s parnom potencijom.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da jednadzba iz iskaza teorema ima rjeSenja te neka n
ima neki prost faktor p oblika 3k — 1, tj. neka je p = 2 (mod 3).

Kako p dijeli n, dobivamo kongruenciju z2 + 3y%> = 0 (mod p) ili, ekvivalentno,
2?2 = —3y? (mod p).

Iz prethodne kongruencije slijedi da ili p dijeli y ili je —3y? kvadratni ostatak
modulo p. Pretpostavimo najprije da su p i y relativno prosti. Tada je Legendreov
simbol (%yQ) jednak 1. Odatle je i (*?3) =1

Nadalje, imamo (_73) = (_71)(%) = (—1)%1(%). Iz (_?3) = 1 dobivamo (%) =
(fl)pT_l. Kvadratni zakon reciprociteta pokazuje

HIOREEEEE

Odatle je (%) =1, §to povladi p =1 (mod 3), suprotno polaznoj pretpostavci.
Prema tome, p dijeli y, no p? dijeli i 22 i y? pa p? dijeli i 22+ 3y? = n. Dijeljenjem
polazne jednadzbe s p? dobivamo novu jednadzbu (%)2 + 3(%)2 = 7, te indukcijom

slijedi da p u rastavu broja n na proste faktore dolazi s parnom potencijom.

Pokazimo sada i dovoljnost. U tu svrhu, primijetimo najprije da se prost broj p
moZe prikazati u obliku p = 22 + 3y? ako i samo ako je p = 3 ili p = 1 (mod 3).
Zaista, 3 = 02 + 3 - 12. Nadalje, pretpostavimo p > 3 i p = 22 + 3y2. Ocito vrijedi
(p,z) = (p,y) = 1 pa postoji multiplikativni inverz 3’ od y modulo p. Iz kongruencije
2?2 = —3y? (mod p) slijedi (zy')? = —3 (mod p). Sada iz (23, 3) = 1 slijedi (’73) =1
ili, ekvivalentno tome, (%) = (—1)%1. Koristenjem kvadratnog zakona reciprociteta
na isti nacin kao i prije dobivamo p =1 (mod 3).

Obratno, neka je p prost broj oblika 3k+1. Tada postoji cijeli broj a za koji vrijedi
a’? = -3 (mod p).

Ocito je (a,p) = 1 te za b = |/p| vrijedi (b+ 1)®> > p. Postoji (b+ 1) parova
(u,v) € {0,1,...,b} x {0,1,...,b} i (b+ 1)? cijelih brojeva oblika au + v, gdje je
u,v € {0,1,...,b}. Odatle dobivamo razli¢ite parove (uy,v1) i (uz2,v2) za koje vrijedi
auy + v1 = aus + vy (mod p). Pretpostavimo da je u; > us te neka je x = uy — ug i
y = |v1 — vz|. Dobivamo 0 < z,y <b < /piax+y=0 (mod p).

Prema tome, postoje cijeli brojevi x i y takvi da je 0 < z,y < /p i pla®a® — ¢
Sada direktno slijedi

pl(a® + 3)a® — (3% +y°),

45



tj. 3z2 + y? = Ip za neki prirodan broj I. Iz nejednakosti 0 < 22 < pi0 < y?2 <p
slijedi I € {1, 2,3}.

Promotrimo sada dobivene moguénosti:
e [ = 1: dobivamo p = 32 + 3.

e | = 2: dobivamo jednakost 2p = 3z? + 32 koja nije moguéa, jer iz nje slijedi da

su x i y iste parnosti odakle je 2p djeljivo s 4, suprotno pretpostavci.

e [ = 3: dobivamo jednakost 3p = 322 + 32 iz koje slijedi da se y moze zapisati u

obliku y = 3y; odakle je p = 22 + 3y2.

Neka je, napokon, n oblika a?b, gdje je b kvadratno slobodan. Iz pretpostavke
teorema slijedi b = [/, p; gdje jeilip; = 3ilip; =1 (mod 3) zai=1,2,...,m. Tada
se svaki p; moZe zapisati u obliku p; = 27 + 3y? te iz jednakosti (z? + 3y12)(x§ + 3y]2) =
(w24 3y:y;)*+3(ziy; —xjy:)? slijedi b = 2243y?. Konacéno, n = a?b = (az)?+3(ay)>.

O

Primijetimo kako prethodni teorem moZemo iskazati i na iduéi nacin: prirodan broj
n se moZe prikazati u obliku z? + 3y?, gdje su x i y cijeli brojevi, ako i samo ako se

svaki prost faktor oblika 3k — 1 u rastavu od n pojavljuje s parnom potencijom.
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Poglavlje 5

GAUSSOVI CIJELI BROJEVI

Gaussovi cijeli brojevi predstavljaju proSirenje skupa cijelih brojeva, koji je Gauss uveo
prilikom prouc¢avanja diofantskih jednadzbi oblika 22 + y? = n, jer omoguéuju faktor-
izaciju lijeve strane navedene jednadzbe. Kako ¢emo i pokazati u ovom poglavlju,
skup Gaussovih cijelih brojeva posjeduje i brojna svojstva skupa cijelih brojeva, koja
omogudéuju njegovu primjenu pri rjeSavanju razli¢itih problema u teoriji brojeva. Up-
ravo je preko Gaussovih cijelih brojeva uveden i pojam norme te pojmovi prostog,
invertibilnog i asociranog elementa koji su danas standardni pojmovi u algebri i alge-

barskoj teoriji brojeva.

5.1 Skup Z[i]

Gaussovi cijeli brojevi su kompleksni brojevi oblika a + bi, gdje su a, b cijeli brojevi.
Skup Gaussovih cijelih brojeva se oznacava sa Z[i], dakle Z[i] = {a + bi : a,b € Z}.

Primijetimo kako je svaki cijeli broj ujedno i Gaussov cijeli broj, jer je Z C Zli].
Takoder, neki cijeli brojevi se mogu zapisati u obliku produkta Gaussovih cijelih bro-
jeva, kao npr. 5 = (24 ¢)(2 —4) ili 50 = (4 — 3¢)(8 + 61).

Posebno, svaki prirodan broj n koji se moze prikazati u obliku sume kvadrata
dvaju cijelih brojeva z i y (tj. n = 22 + y?, kratko kaZemo da je n suma dvaju
kvadrata) se moZe zapisati u obliku produkta dvaju Gaussovih cijelih brojeva, jer
vrijedi 22 + 32 = (z + yi)(z — yi).

Na skupu Gaussovih cijelih brojeva definiramo normu N(«), za a« = a + bi € Z[i] s
N(a) = a-a = (a+bi)(a— bi) = a® + b.

Primijetimo kako je N(«) uvijek nenegativan cijeli broj, te je N(«) = 0 ako i samo
ako je a = 0.

Osnovno svojstvo norme je njezina multiplikativnost:
Lema 5.1.1. Za «, § € Z[i] vrijedi N(a - 3) = N(a)N(B).

Dokaz.



O

Iz ove leme direktno slijedi i tzv. Diofantov identitet, koji govori kako je produkt

suma dvaju kvadrata ponovno suma dvaju kvadrata:
(a% + b%)(a% + bg) = (a1a2 — b1b2)2 + (albg + b1a2)2. (51)

Primijetimo kako je Diofantov identitet ustvari jednakost N(aj + b13)N(ag + boi) =
N((a1 + b17)(az + b27)), koju smo dokazali u Lemi 5.1.1.

Primjer 31. Iduéi prikazi brojeva v obliku sume dvaju kvadrata su ociti: 13 = 22432,
25 = 32 + 42, no tada vrijedi

325=13-25=(224+3%)(3%4+4%) =(2-3-3-42+(2-4+3-3)> =6 +17%

Napomenimo da smo normu mogli definirati i opéenito za proizvoljan kompleksan
broj z pomoc¢u N(z) = z-Z. Takoder, tada za z1, 22 € C vrijedi N(z122) = N(21)N(z2).

Element « € Z[i] nazivamo invertibilnim ukoliko postoji 8 € Z[i] takav da je

a - 3 = 1. Takav element 3, ukoliko postoji, se obi¢no oznacava s a~!.

Propozicija 5.1.2. Gaussov cijeli broj o je invertibilan ako i samo ako je norme

jednake 1. Prema tome, jedini invertibilni Gaussovi cijeli brojevi su 1, —1,1, —1.

Dokaz. Neka je najprije o € Z[i] invertibilan. O¢ito je tada a # 0. Tada postoji
a~!t € Z[i] takav da vrijedi - a=! = 1. Uzimajuéi normu lijeve i desne strane
prethodne jednakosti te koriste¢i Lemu 5.1.1, dobivamo N(a)N(a~!) = 1. Kako su
N(a) i N(a™?t) prirodni brojevi, slijedi N(a) = 1.

Neka je sada o Gaussov cijeli broj norme 1. Tada je - @ = N(a) = 1 pa je «
invertibilan.

Ako je a = a + bi Gaussov cijeli broj norme 1, tada je a? + b%> = 1. MoZemo
zakljuciti a,b € {0,1,—1}, a # b ia-b=0. Odatle direktno slijedi posljednja tvrdnja

propozicije. U

5.2 Djeljivost i prosti elementi u Z][i]

Kazemo da Gaussov cijeli broj [, razli¢it od nule, dijeli Gaussov cijeli broj a ako
postoji Gaussov cijeli broj v takav da je o = (- 7.

Na primjer, 4 — 37 dijeli 25, jer je 25 = (4 — 3i)(4 + 3i).

Ako f dijeli «, tada ocito i N(5) dijeli N(«). Prema tome, npr. 4 + i ne moze
dijeliti 2 — 3i. Dakle, na odreden nadin se pitanje o djeljivosti u Z[i] ¢esto reducira na
pitanje djeljivosti u Z.

Upravo iz toga razloga definiramo da je Gaussov cijeli broj prost ako se ne moze

prikazati u obliku produkta Gaussovih cijelih brojeva manje norme.

Primjer 32. 3+ 2i je prost Gaussov cijeli broj, jer je N (3 + 2i) = 3% + 2% = 13, koji
je prost broj.
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2 nije prost Gaussov cijeli broj, jer je 2 = (1+1i)(1 —1i), a 1+14, 1 —i su oba norme
2 dok je 2 norme 4. Primijetimo da su 1l —1i, 141 prosti Gaussovi cijeli brojevi, pa su

oni upravo prosti faktori broja 2 u Z[i].

Propozicija 5.2.1. Svaki Gaussov cijeli broj se moZe prikazati kao produkt prostih

Gaussovih cijelih brojeva.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu analognog svojstva prirodnih brojeva.

Dakle, neka je o Gaussov cijeli broj. Ako je a prost, tada smo gotovi. Ako « nije
prost, tada postoje 3, € Z[i], norme manje od «, takvi da je a = - .

Ako (3 i~ nisu oba prosti, na isti nacin ih prikazemo u obliku produkta Gaussovih
cijelih brojeva manje norme te nastavimo na isti na¢in. Kako su norme prirodni brojevi
i smanjuju se u svakom koraku, ovaj postupak mora stati nakon kona¢no mnogo koraka.
Time dobivamo traZenu faktorizaciju od a.

O

Jos§ preostaje prokomentirati jedinstvenost ovakve faktorizacije. U sluc¢aju prirod-
nih brojeva, jedinstvenost dokazanu u Osnovnom teoremu aritmetike (Teorem 1.4.3) se
oslanjala na Euklidov algoritam, osnovna ¢injenica za ¢iji dokaz je bilo dana Teoremom

o dijeljenju s ostatkom (Teorem 1.1.2).

Sto se faktorizacije u Z[i] ti¢e, jedinstvena je do na poredak faktora i mnoZenje
faktora invertibilnim elementima. Na primjer, 2 = (1 —4)(14+4) = (1 +i)(1 — i) =
(=14 4)(—1 —14). Iz tog razloga kaZemo da su Gaussovi cijeli brojevi «, 8 relativno
prosti ako su im jedini zajednicki djelitelji upravo invertibilni elementi. Npr. 2 + 37 i
2 — 3¢ su relativno prosti.

Osim toga, najveéi zajednicki djelitelj Gaussovih cijelih brojeva a i 8 je svaki
Gaussov cijeli broj v sa svojstvom da iz 6 | @ 1§ | 3 slijedi 6 | 7. Analogan nacin
za definirati najveéi zajednicki djelitelj Gaussovih cijelih brojeva a i 8 je reéi da je to
njihov zajednicki djelitelj najveée norme.

Ukoliko je v najveéi zajednicki djelitelj Gaussovih cijelih brojeva « i 3, direktno iz
definicije slijedi da su —~,4 - v te —i -y takoder najveéi zajednicki djelitelji od « i (.

Za dokaz jedinstvenosti faktorizacije nam je najprije potreban analogon Teorema

o dijeljenju s ostatkom za Gaussove cijele brojeve:

Teorem 5.2.2. Za o, 3 € Zli], 8 # 0, postoje v,0 € Z[i] takvi da je « = v - 546 te
N(6) < N(p).

Dokaz. Gaussov cijeli broj v definiramo kao najbolju aproksimaciju kompleksnog ra-
zlomka %, dobivenu zaokruzivanjem realnog i imaginarnog dijela na najblizi cijeli broj,
posebno 0.5 na 11 —0.5 na 0.
Nakon toga, definiramo 6 = a — (3 - 7.
Na primjer, uzmimo o = 5+ 7i te § = 2 +¢. Tada je
5+7 17 9,

a +
— = = —1
B 2+i 5 b

tejey=3+2i. Daljejed =5+T7i—(24+19)(3+2i) =1te N(1) =1 < N(2+1) =5.
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Provjerimo da N(§) < N(f) vrijedi i opéenito. Primijetimo da je % — v =z +yi,
gdje je |z[,y| < 3.

Iz definicije od  slijedi N(0) = N(a — -7) = N(§ —7)N(B) pa je y5 =
N(§—7) =Nz +yi) =2 +y* < 3.

Odatle je N(8) < Y8 < N(p). O

Koristenjem prethodnog teorema, na isti nac¢in kao u prvom poglavlju, dobivamo:
e FEuklidov algoritam za Gaussove cijele brojeve,

e prikaz najveceg zajednickog djelitelja Gaussovih cijelih brojeva «,  u obliku

v-a—+ -3, za neke Gaussove cijele brojeve ~, 6,

e ako prost Gaussov cijeli broj § dijeli produkt a; - as - -y, tada G dijeli «; za
neki i € {1,2,...,n},

e jedinstvenost prikaza Gaussovih cijelih brojeva u obliku produkta prostih Gausso-
vih cijelih brojeva, do na poredak i mnozenje invertibilnim elementima, tj. ele-

mentima norme 1.

Pokazimo sada i neke rezultate koji povezuju proste prirodne brojeve i proste

Gaussove cijele brojeve.

Propozicija 5.2.3. Prost prirodan broj p je prost Gaussov cijeli broj ako i samo ako

p nije suma dva kvadrata.

Dokaz. Ako je p = a? + b2, za neke a,b € Z, tada je p = (a — bi)(a + bi). Kako je
N(a % bi) = p < N(p) = p?, p nije prost Gaussov cijeli broj.

Neka je sada p prost prirodan broj koji nije prost u Z[i]. Tada postoji faktorizacija
p = (a+bi)y, gdje su a+bi, v Gaussovi cijeli brojevi norme manje od p?. Konjugiranjem
dobivamo p = (a — bi)7¥, te mnozenjem prethodnih izraza p? = (a® + b*>)N (7).

Kako su a® + b2 i N(v) prirodni brojevi veéi od 1, a p prost, slijedi p = a®?+b2. O

Primijetimo da su faktori a — bi, a + bi prostog prirodnog broja p prosti Gaussovi
cijeli brojevi, jer im je norma jednaka p. U iduéoj propoziciji éemo dokazati da se svi

prosti Gaussovi cijeli brojevi pojavljuju na taj nacin.

Propozicija 5.2.4. Prosti Gaussovi cijeli brojevi a + bi, gdje je a-b # 0, su faktori
prostih prirodnih brojeva p oblika a® + b.

Dokaz. Ako je a + bi prost Gaussov cijeli broj, tada je i a — bi prost (inae bi rastav
a—bi = a- 3 davao rastav a + bi = a - ).

Nadalje, (a + bi)(a — bi) je jedinstven rastav od p = a? + b*> = (a + bi)(a — bi)
u produkt prostih Gaussovih cijelih brojeva. Ako p nije prost, tada postoji i rastav
p=rs,r,s € N, 1 <r s<p,sto nije moguce, jer bi na taj nacin dobili jos neki rastav
u produkt prostih Gaussovih cijelih brojeva. O
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5.3 Prikazi prirodnih brojeva u obliku sume dvaju

kvadrata

Ukoliko je p prost prirodan broj oblika 4k + 3, koristenjem kongruencija modulo 4 se
lako moze vidjeti kako se p ne moze prikazati u obliku sume dvaju kvadrata (jer za
svaki prirodan broj n vrijedi n? = 0 ili 1 (mod 4)). Preostaje vidjeti §to se moze re¢i
za proste brojeve oblika 4k + 1.

Pokazimo najprije korisnu lemu:

Lema 5.3.1 (Lagrange). Prost brojp € N oblika 4k + 1 dijeli n® +1 za neki cijeli broj
n.

Dokaz. Primjenom Wilsonova teorema dobivamo:

-1 = 1-2-3.---4k (mod p)
= (1-2---2k)((2k +1)- (2k +2)---4k) (mod p)
= (1-2--2K)((=2k) - (=2k = 1)---(=1)) (mod p)
= (12 22— (mod p)
= (1-2---2k)* (mod p)
Stavimo li n = (2k)!, dobivamo n? = —1(mod p) pa p dijeli n? + 1. O

Teorem 5.3.2 (Fermat). Svaki prost broj p oblika 4k + 1 se moZe prikazati u obliku

sume kvadrata dvaju cijelih brojeva.

Dokaz. Neka je n € Z takav da p dijeli n? + 1, takav n postoji prema prethodnoj lemi.
U Z[i] vrijedi n? +1 = (n —i)(n +1).

TIako p dijeli n?+41, p ne dijeli niti n—4 niti n+1, jer %—% i %—i—% nisu Gaussovi cijeli
brojevi. No, tada p nije prost Gaussov cijeli broj. Sada Propozicija 5.2.3 pokazuje da

je p oblika p = a® + b? za neke cijele brojeve a, b. O

Teorem 5.3.3. Prirodan brojn se moZe prikazati u obliku sume kvadrata dvaju cijelih
brojeva ako i samo ako se svaki prost faktor oblika 4k + 3 u rastavu od n pojavijuje s

parnom potencijom.

Dokaz. Neka je najprije n = 22 + 32 te neka je p € N prost faktor broja n oblika
4k + 3. Tada je 22 = —y? (mod p). Nastavljamo sli¢no kao u dokazu Teorema, 4.4.2:
)Jednakltel( 1y =1,

pretpostavimo da p ne dijeli y, tada je Legendreov simbol (
§to nije moguée prema Propoziciji 4.1.4.

Prema tome, p | y pa p? | 22 + y? = n. Dijeljenjem s p? dobivamo novu jednakost
(%)2 + (%)2 = 7 te induktivno slijedi da se p pojavljuje u rastavu broja n na proste
faktore s parnom potencijom.

Sada pretpostavimo kako se svaki prost broj oblika 4k + 3 u rastavu od n pojavljuje
s parnom potencijom. Prema tome, n mozemo zapisati u obliku n = pyps - - - pyn?, gdje
su pi1, P2, ..., p; medusobno razli¢iti prosti brojevi, od kojih je najvise jedan jednak 2,
dok za ostale vrijedi p; = 1(mod 4).
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Iz Teorema 5.3.2 i ¢injenice da je 2 = 12 + 12 slijedi da se svaki od prostih brojeva
p1,P2,--.,p; moze prikazati u obliku sume kvadrata dvaju cijelih brojeva pa iz Dio-
fantova identiteta (5.1) slijedi da se i broj n moZe prikazati u obliku sume kvadrata

dvaju cijelih brojeva. O

5.4 Pitagorine trojke

Uredenu trojku prirodnih brojeva (z,y, z) nazivamo Pitagorina trojka ako vrijedi

tj. ako su = i y katete, a z hipotenuza pravokutnog trokuta. Ako su x,y, z relativno

prosti, kazemo da je (x,y, z) primitivna Pitagorina trojka.
Primjer 33. (3,4,5) je primitivna Pitagorina trojka.

Najprije éemo promatrati isklju¢ivo primitivne Pitagorine trojke, iz kojih se lako
dobiju i ostale Pitagorine trojke.

Kako su kvadrati parnih brojeva kongruentni 0 modulo 4, a kvadrati neparnih
prirodnih brojeva kongruentni 1 modulo 4, u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojci je
to¢no jedan od brojeva x, y paran, dok je z neparan.

U Z[i] identitet 2% +y? = 2% moZemo zapisati u obliku (z —yi)(z+yi) = z2. Vezano

uz ovaj identitet, pokazimo iduce rezulate:

Lema 5.4.1. Ako je (z,y,z) primitivna Pitagorina trojka, tada su x — yi i  + yi

relativno prosti Gaussovi cijeli brojevi.

Dokaz. Ako je a € Z[i] zajednicki djelitelj Gaussovih cijelih brojeva x — yi i x + yi,
tada je i @ zajednicki djelitelj tih brojeva (primijetimo da iz uvjeta (z,y) = 1 slijedi
da « nije cijeli broj). No, tada je produkt « - @, koji je prirodan broj, djelitelj od
(x — yi)(z + yi).

Kako svaki zajednicki djelitelj Gaussovih cijelih brojeva x —yi i z+yi dijeli njihovu
sumu 2z te njihovu razliku 2yi. slijedi kako su svi zajednicki prosti djelitelji od x — yi
i x + yi sadrzani medu prostim Gaussovim cijelim brojevima £1 + ¢ koji dijele 2. No,
kako je (z — yi)(z + yi) = 22, gdje je z neparan, slijedi da niti jedan Gaussov cijeli
broj oblika +1 + ¢ ne dijeli desnu stranu prethodne jednakosti pa su x — yi i * + yi

relativno prosti. O

Lema 5.4.2. Neka su x — yi,  + yi relativno prosti Gaussovi cijeli brojevi takvi da
je (x — yi)(x + yi) = 22, za neki z € Zli], tada postoje ui,us,a, 3 € Z[i], u1,us
invertibilni, takvi da je x — yi = u1a? te v + yi = uzB3%. Drugim rjecima, relativno

prosti faktori kvadrata su kvadrati pomnoZeni invertibilnim elementima.

Dokaz. Kako se u rastavu od 22 svaki prost faktor pojavljuje s parnom potencijom, a
x — yi,  + yi nemaju zajednickih prostih faktora, takoder se i svaki prost faktor od
x — yi, * + Yyt mora pojaviti s parnom potencijom. Produkt parnih potencija prostih

faktora je o¢ito potpun kvadrat. Kako su preostali faktori koji se mogu pojaviti jedino
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invertibilni elementi, x — yi, © 4 yi se mogu prikazati u obliku produkata invertibilnih

elemenata i potpunih kvadrata. O

Prema prethodnim rezultatima, ako je (x,y, z) primitivna Pitagorina trojka, tada
x — yi ima jedan od sljedec¢ih oblika:

(s —ti)?, —(s — ti)?,i(s — ti)?, —i(s — ti)?,
gdje su s,t € Z. Dakle, x — yi je oblika:
(82 —t2) — 2sti, t? — 5% + 2sti, 25t + (5% — %), —2st + (t* — 52)i.

Izjednacavanjem realnih i imaginarnih dijelova dobivamo da je jedan od brojeva z,
y oblika u? — v2, a drugi oblika 2uv, za neke prirodne brojeve u,v. O¢ito je u > v.

Obi¢no se uzima da je y paran, dakle y = 2uv. Kako su z, y relativno prosti (jer
se radi o primitvnoj Pitagorinoj trojci), slijedi da su i u, v relativno prosti. Takoder,
u 1 v su razli¢ite parnosti, jer bi inac¢e x bio paran.

Iz identiteta (u? — v?)? + (2uv)? = (u? + v?)? proizlazi z = u? + v2.

Teorem 5.4.3. Ako je (x,y,z) primitivna Pitagorina trojka, tada postoje relativno

2

prosti prirodni brojevi u, v razlicite parnosti, u > v, takvi da je x = u® — v?, y = 2uv,

2z =u?+v2,
Sve Pitagorine trojke su dane identitetom
[d(u? — vH)]? + (2duv)? = [d(u® +v?)]?,d € N. (5.2)
Primjer 34. Odredite sve Pitagorine trojke u kojima je jedna stranica jednaka 14.

Iz identiteta (5.2) vidimo da je d € {1,2,7,14}. Primijetimo kako dijeljenjem s d

dobivamo primitivnu Pitagorinu trojku. Promotrimo moguée slucajeve zasebno:

e d = 14: U ovom slu¢aju dijeljenjem s d dobivamo primitivnu Pitagorinu trojku
¢iji je jedan ¢&lan jednak 1. No, kako je u > v, slijedi da je 1 = u? — 0% =

(u —v)(u + v), odakle slijedi v — v = u + v = 1, §to nije moguce.

e d = T7: Sada dobivamo primitivnu Pitagorinu trojku ¢iji je ¢lan y = 2uv jednak

2. Odatle slijedi v = v = 1 §to ponovno nije moguce jer su u, v razli¢ite parnosti.

e d = 2: Dijeljenje s d vodi na primitivnu Pitagorinu trojku ¢iji je jedan ¢lan
jednak 7. Prema Teoremu 5.3.3, 7 se ne moze prikazati u obliku u? + v2. Prema
tome, 7 =u? —v? = (u—v)(u+v) pajeu+v="T1iu—v =1 RjeSenje ovog

sustava je u = 4, v = 3 te dobivamo Pitagorinu trojku (14, 48, 50).
e d = 1: Preostaje primitivna Pitagorina trojka s jednim ¢lanom jednakim 14.

Dakle, 2uv = 14, tj. uv = 7. No, kako su u i v razli¢ite parnosti, ovaj slucaj nije

moguc.

Zaklju¢imo ovo poglavlje posebnim slu¢ajem Velikog Fermatova teorema. Zapoc¢n-
imo iduéom lemom, ¢iji dokaz koristi vrlo interesantnu metodu poznatu pod nazivom

"Fermatova metoda beskonac¢nog spusta’.
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Lema 5.4.4. Jednadzba z* + y* = 22 nema rjedenja u prirodnim brojevima.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji rjesenje jednadzbe xz* + y* = 22 u prirodnim broje-
vima te neka je (z,y, 2) trojka prirodna brojeva koja je rjeSenje s najmanjim z. Tada
je (z2, 2, 2) primitivna Pitagorina trojka, inace bi dijeljenjem s najveéim zajednickim
djeliteljem dobili rjeSenje s manjim z.

Dakle, postoje prirodni brojevi u, v takvi da je 2 = u? —v2, y? = 2uv, 2 = u? +v2.
Time dobivamo i novu primitivnu Pitagorinu trojku z? 4+ v? = 42, pa su y i v parni
te mozemo staviti y = 2m i v = 2n. UvrStavanjem u jednakost y? = 2uv dobivamo

m? = un. Kako su u i v relativno prosti, moraju i u i n biti relativno prosti pa su i

potpuni kvadrati. Zapigimo ih u obliku u = u2, n = n?.

Iz primitivne Pitagorine trojke (x, v, u) slijedi da postoje i relativno prosti prirodni
brojevi a, b takvi da je x = a® — b?, v = 2ab, u = a® + b?.

No, sada je, zbog v = 2n = 2n?, 2ab = 2n? pa je ab = n?. Zbog (a,b) =1, a i b su
takoder potpuni kvadrati pa ih mozemo zapisati u obliku a = a? i b = b?. Uvrstavanjem
u jednakost u = a?+b? dobivamo af+b} = u?. Kako je u; < z, dobivamo kontradikciju
s minimalno$éu od z. Dakle, polazna jednadzba nema rjeSenja u prirodnim brojevima.

O

Direktna posljedica prethodne leme je

Teorem 5.4.5. Jednadzba z* + y* = 2* nema rjeienja u prirodnim brojevima.
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Poglavlje 6
PELLOVE JEDNADZBE

Pellova jednadzba z2 — ny? = 1, gdje je n prirodan broj koji nije potpun kvadrat,
pripada medu najstarije i najvaznije diofantske jednadzbe drugog reda, a jedini pravi
suparnik joj u tome moze biti Pitagorina jednadzba z? + 3% = 22, koju smo rije&ili u
prethodnom poglavlju.

Pellova jednadzba ima dugu povijest, korijeni koje sezu jo§ u doba anticke Grcke.

Jo% je Teon iz Smirne koristio rjefenja jednadzbe z? — 2y? = 1 kako bi racionalnim
T
y
rjeSenja jednadzbe 2 — ny? = 1, tada je % dobra aproksimacija iracionalnog broja

brojem £ aproksimirao v/2. Opéenito, Arhimed je primijetio da ako su z i y velika
v/n. Jos je jedna uvena Pellova jednadzba otkrivena od strane Arhimeda. Kako je
otkriveno iz povijesnih izvora u 18. stolje¢u, nakon $to je Apolonij iz Perga kritizirao
jedan od Arhimedovih radova, Arhimed u formi epigrama od 44 retka postavlja problem
stoke. Ovaj racunski izuzetno zahtjevan problem u kojem se traZi prebrojavanje bikova
razli¢itih boja (i o kojem se viSe moZe naci u [4]) se bazira na sustavu sedam jednadzbi
s osam nepoznanica, koji se svodi na Pellovu jednadzbu z? — 4729494y% = 1. Taj
problem je Arhimed poslao Apoloniju, a tek je krajem 19. stoljeca otkriveno da u
najmanjem rjeSenju ove jednadzbe y ima ¢ak 41 znamenku.

Zatim se Pellova jednadzba pojavljuje i u indijskoj matematici. Najprije indijski
matematicar Baudhayana otkriva da je x = 577, y = 408 rjefenje jednadzbe 2% —
2y = 1 te koristi % kako bi aproksimirao /2. Zatim u 7. stolje¢u Brahmagupta
dolazi do vaznog pravila kojim se iz poznatih rjeSenja Pellove jednadzbe dobivaju i
druga rjeSenja iste jednadzbe te pronalazi i rjeSenje jednadzbe x% — 92y = 1 pri
¢emu naglasSava kako se osoba koja ovaj problem rijesi za manje od godinu dana moze
smatrati matemati¢arem. Kona¢no, u 12. stoljeéu Bhaskara II. pronalazi najmanje
rjeSenje jednadzbe 22 — 61y% = 1 u prirodnim brojevima, koje je daleko veée od svih
najmanjih rjefenja u prirodnim brojevima jednadzbi 22 — ny? =1 za n < 60.

Navedena jednadzba dobiva dana$nji naziv nakon Sto se Euler susreo s Walliso-
vim djelom Opera Mathematica te greskom proglasio kako je prvi koji je ozbiljnije
proudavao netrivijalna rjeSenja jednadzbe 22 —ny? =1 (x # 1, y # 0) upravo engleski
matematicar John Pell. Ipak, ne postoje dokazi da se Pell ikada bavio jednadZbama

ovog tipa. Posljednji koji se, prije Eulerova vremena, bavio ovakvim jednadZbama
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je Fermat, koji je jos 1657. bez dokaza obznanio tvrdnju da za prirodan broj n koji
nije potpun kvadrat jednadzba z? — ny? = 1 ima beskonadno mnogo cjelobrojnih
rjeSenja (ovu tvrdnju je dokazao Lagrange 1770.). Fermat je takoder izazvao poznate
matematicare tog doba, Williama Brounckera i Johna Wallisa da pronadu cjelobrojna
rjedenja jednadzbi x2 — 15132 = 1i 2% — 313y? = 1. Wallis je kratko odgovorio da je
(1728148040, 140634693) rjesenje prve jednadzbe, dok je Brouncker pronaao ureden
par (126862368, 7170685) koji je rjeSenje druge jednadzbe. Sam Fermat je odbijao
otkriti vlastitu metodu za rjesavanje Pellove jednadzbe, no poznato je kako je znao da
najmanje netrivijalno rjesenje jednadzbe 22 — 109y? = 1 u prirodnim brojevima glasi
(158070671986249, 1514042455100). Nesto kasnije, tijekom 18. stoljeca se metode koje
su razvili navedeni matematicari stapaju u jednostavniju metodu veriznih razlomaka,
koje se moZe smatrati modifikacijom Euklidova algoritma za par (y/n, 1), a koju ¢emo

kratko opisati na kraju ovog poglavlja (svi detalji se mogu naéi u [5]).

6.1 Osnovni pojmovi i egzistencija rjeSenja

Pellovom jednadzbom se naziva diofantska jednadzba oblika

22 —ny? =1,

gdje je n prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Neka otkri¢a u vezi ove jednadzbe
su greskom od strane Eulera pripisana Johnu Pellu, koji nije znacajnije pridonio u
njenom rjesSavanju.

Opéenito, jednadzbu oblika 22 — ny? = k, gdje je k prirodan broj te n prirodan
broj koji nije potpun kvadrat nazivamo pellovska jednadzba.

U antickoj Grckoj je proucavan specijalan slucaj Pellove jednadzbe za n = 2, u
kojem rjeSenja ove jednadzbe u prirodnim brojevima pruzaju dodatne informacije o
prirodi iracionalnog broja v/2. Postoji i sli¢na veza izmedu rjesenja Pellove jednadzbe
u prirodnim brojevima s iracionalnim brojem /n (podsjetimo, za n € N vrijedi da je
broj y/n iracionalan ako i samo ako n nije potpun kvadrat):

Pretpostavimo da postoji niz proizvoljno velikih rjeéenja (1,91), (x2,Y2), ... Pellove
jednadzbe. Iz jednakosti 2? — ny? = 1 slijedi —72 =n+z—on kada y; — oo.

Prema tome, kvocijenti rjeSenja Pellove Jednadzbe predstavljaju racionalne brojeve
koji po volji dobro aproksimiraju iracionalan broj /n.

Kako ¢emo vidjeti, upravo iracionalnost broja y/n omogucuje dobivanje jednostavne
relacije kojom se sva rjeSenja Pellove jednadzbe u prirodnim brojeva mogu prikazati
u terminima najmanjeg rjeSenja u prirodnim brojevima. Primijetimo kako Pellova
jednadzba ima i trivijalnih cjelobrojnih rjeSenja x = £1, y = 0.

Prvi cilj nam je pokazati kako Pellova jednadzba zaista uvijek ima rjeSenja. Klju¢ni

korak u tome je dan idué¢im teoremom:

Teorem 6.1.1 (Dirichletov teorem o aproksimaciji). Za svaki iracionalni broj oblika

\/n i prirodan broj B postoje cijeli brojevi a i b, 0 < b < B takvi da je

1
—-b —.
la \/ﬁ|<B
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Dokaz. Neka je prirodan broj B proizvoljan, ali fiksiran. Promotrimo B — 1 brojeva
Vi, 2y/m, ... (B—1)/n. Zasvaki k € {1,2,..., B—1} odaberimo cijeli broj A, takav
daje 0 < Ap — ky/n < 1.

Kako je y/n iracionalan, niti jedan od brojeva Ay — kv/n ne moze biti jednak 0 ili
1. Takoder, za ki # ko vrijedi A, — k1+/n # Ay, — ka+/n (jer bi u suprotnom vrijedilo

Ap, —Ag
Vn = = )-

Prema tome, u segmentu [0,1] imamo B + 1 razli¢itih brojeva 0, Ay — /n, Ay —
2y/n,...,Ag_1— (B —1)y/n,1.

Podijelimo li segment [0,1] na B podintervala duljine %7 prema Dirichletovom
principu barem jedan podinterval sadrzi barem dva od navedenih brojeva. Neka su to
A —iyniAj—jy/n,i#j (mozemo uzeti da je i < j).

Tada je |A;—iv/n—A;+j/n| < 5 tezaa = A;—A;1b = j—ivrijedi [a—by/n| < .
Iz1<i<j<B-1sljedi0d<b< B.

O

Navedimo nekoliko direktnih posljedica prethodnog teoremas:

e Kako prethodni teorem vrijedi za sve B > 0, mozemo odabrati proizvoljno mali
broj %, ¢ime dobivamo nove vrijednosti za a i b. Prema tome, postoji beskonacno
mnogo parova cijelih brojeva (a,b) takvih da je |a — by/n| < 4. Iz0 < b < B
slijedi |a — by/n| < 1.

e Ocito je [a+by/n| < la—by/n|+[2by/n| < |3by/n] te [a? —b*n| < §-3by/n = 3/n.
Prema tome, postoji beskona¢no mnogo parova cijelih brojeva (a, b) takvih da je

la? — nb?| < 3y/n. Posebno, postoji beskonaéno mnogo parova prirodnih brojeva
(a;,b;) takvih da je a? — nb? = N, za neki prirodan broj N, N < 3/n.

e Postoje razli¢iti parovi prirodnih brojeva (ai,b1) i (as2,b2) za koje vrijedi a? —
nb? = a2 —nb2 =N, a; = as (mod N) te by = by (mod N).

Sada mozemo dokazati i egzistenciju rjeSenja Pellove jednadzbe:

Teorem 6.1.2. Neka je n prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada Pellova jed-

nadzba x*> — ny? = 1 ima rjesenja u prirodnim brojevima (a,b) # (1,0).

Dokaz. Neka je a—by/n kvocijent brojeva a; —b1+/n 1 ag — ba/n dobivenih prije iskaza
teorema. Tada je

o ayp — bl\/ﬁ o (a1 — bl\/ﬁ)(ag + bg\/ﬁ) o a1 — ’I’Lblbg G,lbg — b1a2
A VA a2 — nb3 - A

Ocito je a — by/n # £1.
Kako N dijeli a? — nb?, dobivamo a? — nb? = 0 (mod N), odakle iz a1 = as
(mod N) iby =by (mod N) slijedi ajas — nbiby =0 (mod N).

ai1az—nbybs i aiba—bias
N N

Na isti nacin je i ajbs —brag =0 (mod N) pa su cijeli brojevi.
Koristenjem identiteta a? — nb? = a3 — nb3 = N jednostavnim ra¢unom dobivamo

a®? — nb? = 1 pa je parom (a,b) dano trazeno rjesenje. O
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6.2 Struktura skupa rjesSenja Pellove jednadzbe

Najmanje netrivijalno rjeSenje Pellove jednadzbe Cesto nije lako naé¢i. U nekim sluca-
jevima, to ipak nije pretezak posao, kao npr. za Pellove jednadzbe 2% — 2y? = 1 i
x? — 3y? = 1. Naime, najmanja rjefenja ovih jednadzbi u prirodnim brojevima nisu
prevelika, te su redom dana s (z,y) = (3,2) te (z,y) = (2,1).

No, napomenimo kako je najmanje rjeSenje jednadzbe z? — 61y?2 = 1 jednako
(z,y) = (1766319049, 226153980)!

Osnovna vaznost u poznavanju najmanjeg netrivijalnog rjeSenja lezi u tome $to ono

daje odmah daje beskona¢no mnogo rjeSenja:

Propozicija 6.2.1 (Brahmaguptino kompoziciono pravilo). Ako su (z1,y1) @ (22,y2)
riesenja Pellove jednadzbe x2 —ny* = 1, tada je i (x3,y3) = (v122 +NY1Y2, T1Y2 +T2y1)

takoder rjesenje.

Dokaz. Najprije primijetimo kako vrijedi (z1 + v/ny1)(x2 + v/ny2) = 122 + ny1y2 +

Vn(@1yz + z2y1).
Kako su (z1,y1) i (22,y2) rjeSenja Pellove jednadzbe 22 — ny? = 1, o¢ito je 1 =

(22 — ny?) (2% — ny3). Redom dobivamo

1 = — vy (@1 + vy (22 — Vnye) (22 + vVnyo)
z1 — V) (x2 — Vny2) (z1 + Vnyn) (22 + Viys)

122 + ny1y2 — Vn(r1ye + zoy)) (@122 + ny1ye + Vn(ziye + z2y1))

(21
(

(

(x129 + ny1y2)? — n(z1y2 + 2211)”

) 2
= T3 —NY3

pa je i par (z3,y3) rjesenje Pellove jednadzbe x? — ny? = 1. O

Primjer 35. Iz rjesenja (3,2) redom primjenom prethodnog pravila dolazimo do rjesenja
(17,12), (99, 70) Pellove jednadzbe z* — 2y* = 1.

Vrijedi i mnogo viSe od prethodno pokazanog, naime svako rjesenje Pellove jed-

nadzbe mozemo dobiti na opisani na¢in iz najmanjeg rjeSenja u prirodnim brojevima:

Teorem 6.2.2. Neka je s (x1,y1) oznadeno najmange rjieSenje u prirodnim brojevima
Pellove jednadzbe x®> —ny? = 1. Ako je (x2,y2) neko rjesenje iste Pellove jednadzbe u

prirodnim brojevima, tada postoji m € N takav da je xo + /nys = (x1 + V/ny1)™.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji rjesenje (z2,y2) koje nije oblika (z1 + v/ny1)™, za
m € N. Kako je 1 +/ny1 > 11 xs + /nys > 1, postoji k € N za koji vrijedi

(21 4+ Vy)* < @2 + Vi < (21 + Voy)FT

Mnozenjem s (z1 — /ny;1)* dobivamo

1< (w2 + vny2)(x1 — Vny1)" < @1 + V.
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Definirajmo cijele brojeve z3,ys s x3 + /ny3 = (2 + /nya) (z1 — /ny1)*.
Odatle slijedi i 22 — ny2 = (23 — ny2)(z? — ny?)* = 1.

Iz 1 < w3 + v/nys3 slijedi i 0 < 23 — \/nys < 1 pa je 2x3 > 1 i 2y/nys > 0. Prema
tome, (x3,%3) je rjeSenje Pellove jednadzbe 22 — ny? = 1 u prirodnim brojevima, koje

je manje od rjeSenja (1, 1) $to nije moguce. O

6.3 Odredivanje rjesenja Pellove jednadzbe

Netrivijalna rjeSenja Pellove jednadzbe 22 — ny? = 1 se najlakse mogu odrediti ko-
riStenjem razvoja iracionalnog broja /n u jednostavni verizni razlomak. Iracionalnost
broja /n implicira kako ovaj razvoj nije konacan, ali vidjet ¢emo da ima vrlo poseban
oblik.

Za beskonac¢ni verizni razlomak [aq,as,...] kaZzemo da je periodski ako postoje
prirodni brojevi k i m takvi da je an4n = a, za sve n > k. Najmanji takav broj m

nazivamo periodom veriznog razlomka [a;,as,...] te piSemo

N

[a17a27 e ] = [a17a27 sy A1, 0k, Q41 - - - 7ak+m71J~

Prema Primjeru 6, mozemo pisati v/2 = [1, 2].

Iskazimo postupak za odredivanje razvoja u jednostavni verizni razlomak broja /n:

e Najprije stavimo a; = |/n], te neka je zatim s; = a; i t; = n — s3.

e U iduéem koraku stavimo ay = #
e U svakom od narednih koraka uzimamo a; = |o;—1], 8; = a;t;—1 — S;—1 te
2
n—s:
ti =+
i—1
e Nakon toga, neka je a; = ‘S"’;‘/ﬁ
i
.o . n—s? ’I’L*S?,l 2 . . .o .
Iz relacija s; = a;t;—1—s;j—11t; = == +2a;8,—1 —a;t; induktivno slijedi

da su s;, t; nenegativni cijeli brojevi te da je ¢; # 0.

U svakom koraku vrijedi

Si—1 +\/ﬁ—aiti,1 \/ﬁ—si n—s? tl‘ 1
Q1 — @ = = = = = —
' ' ti—1 tio1 tici(vVn+si)  Vntsi
Dakle, s [a1, a9, ...] je dan razvoj broja y/n u jednostavni verizni razlomak.

Primijetimo da je razvoj periodi¢an ako postoje prirodni brojevi 4,7, i # j, takvi
da je (s;,t;) = (sj,t;). Moze se pokazati kako vrijedi nejednakost t; < s; ++v/n < 2y/n,
iz koje slijedi kako brojevi s;, t; mogu poprimiti samo kona¢no mnogo vrijednosti, ¢ime

dobivamo iduéi rezultat:

Propozicija 6.3.1. Ako je n prirodan broj koji nije potpun kvadrat, tada je razvoj

broja \/n u jednostavni verizni razlomak periodski.

Primjer 36. Koristenjem prethodno opisanog postupka dobivamo /28 = [5, 3,2, 3,10].

99



Situacija pokazana prethodnim primjerom nije slu¢ajna. Naime, ako je n prirodan

broj koji nije potpun kvadrat, tada iracionalni broj y/n ima razvoj u jednostavni verizni

razlomak oblika [a1,as,as, ..., am—1,2a1], gdje vrijedi as = apm—1, a3 = Gym—s itd.
Sada je prirodno postaviti pitanje kojeg su oblika iracionalni brojevi koji imaju
periodski razvoj u jednostavni verizni razlomak. To pitanje ¢emo rijesiti narednom

definicijom i rezultatom:

Definicija 6.3.2. Iracionalan broj a zovemo kvadratna iracionalnost ako je o korijen

kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima.

Primijetimo da je kvadratna iracionalnost « oblika %\/5 za ¢ # 01 b > 0 koji nije
potpun kvadrat.

Teorem 6.3.3 (Euler, Lagrange). Iracionalan broj « ima periodski razvoj u jednos-

tavni verizni razlomak ako i samo ako je a kvadratna iracionalnost.

Dokaz. Periodi¢nost zapisa slijedi na isti na¢in kao i u opisanom slu¢aju razvoja drugog
korijena iz prirodnog broja koji nije potpun kvadrat. Pojasnimo sada i vezu periodskih
zapisa s kvadratnim iracionalnostima.

Neka je « = [a1,a9,...,ak, k11, -, Chtm—1] Tazvoj iracionalnog broja « u peri-
odski verizni razlomak. Pokazimo da je a kvadratna iracionalnost. Neka je najprije
B = [@rt1,- -5 @htm—1]- Tada vrijedi

1
p=ak1 + ——m,
- 1
ak’+'m—1+%

odakle dobivamo da postoje cijeli brojevi a, b, a’, b’ takvi da je

a+b

Sto daje i kvadratnu jednadzbu za §. Prema tome, 8 je kvadratna iracionalnost te
je oblika 3 = #. Kako je a = [a1, a9, ..., ak, (], direktno slijedi da je i « takoder

kvadratna iracionalnost, tj. da je a takoder oblika Cl*g}/dj za, prirodan broj d’ koji nije

8=

potpun kvadrat. O

Iduéim teoremom su potpuno odredena rjeSenja Pellove jednadzbe:

Teorem 6.3.4. Sva rjeienja u prirodnim brojevima jednadzbe x> — ny? = 1 nalaze

se medu r = p;, Yy = q;, gdje su f]’—? parcijalne konvergente u razvoju broja \/n u

jednostavni verizni razlomak. Prirodan broj [\/n] se smatra nultom konvergentnom te
se shodno tome uzima py = |\/n] i g9 = 1. Neka je m duljina perioda u razvoju od
n. Ako je m paran, tada su rjedenja dana 8 T = ppk—1, Y = Gmr—1, 2a k € N. Ako

je m neparan, tada su rjeSenja dana s * = Ppmi—1, Y = qmk—1, 2a paran k € N.

Primjer 37. Najmanje rjesenje u prirodnim brojevima Pellove jednadzbe 2 —28y? = 1
je dano s x = p3 = 127, y = q3 = 24, jer je

=5+ =5+ e =5+ = .
a3 3+ 5t 342 24 24
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