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MO087 Linearna algebra Il

Tema: Linearni operatori

Vijezbe 12, 19.5.2023.

asistenti: Marinela Pilj Vidakovi¢

predavac: izv.prof.dr.sc. Dragana Jankov Masirevi¢




http://www.mathos.unios.hr/index.php/498
P1
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Definicija
Neka je A kvadratna matrica reda n. Minimalni polinom matrice A je
normirani polinom najmanjeg stupnja kojeg A ponistava, tj. normirani
polinom w4 za koji vrijedi:
) pa # 0,
i) pa(A) =0,
iii) ako za polinom p vrijedi p(A) = 0, tada st(p) > st(ua).

Napomena
1) st(pa) < mn,
2) palp,Vptakve dap(A) =0,
3) nultocke od 4 i k4 su jednake,
)

4) ako A ima sve jednostruke svojstvene vrijednosti, onda je
pa = (=1)"ka.

o
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P1
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 1.

(a) Dokazite da matrice oblika al,, gdje je I,, jedini¢na matrica reda n,
a € F\{0}, imaju minimalni polinom koji je prvog stupnja.

(b) Moze li matrica 2 x 2 imati minimalni polinom prvog stupnja ako je
razli¢ita od al,,, a € F\{0}?
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P1
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Minimalni polinom blok dijagonalne matrice

Teorem

Pretpostavimo da je A blok dijagonalna matrica s dijagonalnim blokovima
Ay, Ag, ..., A, Tada je minimalni polinom od A jednak najmanjem
zajedniCkom viSekratniku minimalnih polinoma dijagonalnih blokova.
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P1
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 2.

Odredite karakteristicni i minimalni polinom matrice

(a)

N

I
OO OO o OoN
OO OO O N
O OO = kOO
O OO W oo
SO oo o oo
OO WwWo o oo
O O O O oo
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P1
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 2.

(b)

Sy

Il
cococow
oo oo
o whk oo
culn oo
Noocoo
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P1
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 2.

()

Q

I
coocow
coc o wkr
cowoo
cCwrH oo
woooo
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P1
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Karakteristi¢ni polinom blok trokutaste matrice

Teorem

Pretpostavimo da je A blok trokutasta matrica s dijagonalnim blokovima
Ay, As, ..., A, Tada je karakteristi¢ni polinom od A jednak umnogku
karakteristi¢nih polinoma dijagonalnih blokova A;:

ka(A) = ka; (Aka,(A) -~ ka,(A).
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P1
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 3.

Odredite minimalni polinom matrice

(a)
9 -1 5 7
8 3 2 4
A= 0 0 3 6]’
0 0 -1 8
(b)
1 2 3 4
0 2 8 —6
B= 003 5 |’
000 4
(©)
4 -2 2
C=|6 -3 4
3 -2 3
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P1
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 4.
Neka su
1 10
A=10 2 0|, B=
0 0 1

O O N

0 0
2 2
01

Pokazite da A i B imaju razliCite karakteristicne polinome, ali jednake
minimalne.
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MO087 Linearna algebra Il

Tema: Unitarni prostori

asistenti: Marinela Pilj Vidakovi¢

predavac: izv.prof.dr.sc. Dragana Jankov Masirevi¢




http://www.mathos.unios.hr/index.php/498
P2
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Definicija
Neka je V' vektorski prostor nad poljem . Skalarni produkt na V je preslikavanje
(-,-): V x V — F, koje ima sliedeca svojstva:

= a(z,y), Ve,y € V,\Va € F

M (

@

(3) (z1+22,y) = (71,9) + (22,9), Vo1, 22,y €V
@ (ax,y)

®) (

r,y) = (y,r), Yo,y € V

Napomena

- (z,ay) = (ay, z) = aly, z) = a(y, z) = a(z,y)
- (wyr Fye) = (YL Fye,m) = (Y1, 2) + (Y2, 1) = (Y1, 2) + (2, 7) =
(x,y1) + (x,y2)

Definicija
Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt zove se unitaran prostor.

V.
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P2
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 1.

Dokazite da je preslikavanje

(x,y) = T1y1 — T1Y2 — T2y1 + 3T2Yy2

skalarni produkt na R?.
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P2
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Definicija
Neka je V' unitaran prostor. Norma na V je funkcija || - || : V — R
definirana s

2| = v/{z, ) ]
Definicija
Neka je V' unitaran prostor. Kaze se da je vektor x € V' normiran ako je
]| = 1. ]
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P2
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 2.
Nekasuz = (1,5) iy = (3,4) iz R?. Odredite:
a) (x,y) s obzirom na standardni (Euklidski) skalarni produkt u R?,
b) (x,y) s obzirom na skalarni produkt definiran u prethodnom zadatku,
¢) ||y|| s obzirom na standardni (Euklidski) skalarni produkt u R?,
d) ||y|| s obzirom na skalarni produkt definiran u prethodnom zadatku.
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P2
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 3.

Neka je P realan vektorski prostor svih polinoma stupnja manjeg ili
jednakog 1. Provijerite je li sljedece preslikavanje skalarni produkt na Py:

(p,q) = p(0)q(0) +p(1)q(1),p,q € P1.
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P2
MINIMALNI POLINOM SKALARNI PRODUKT

Zadatak 4.

Dokazite da je preslikavanje

(,y) = 191 + 222y + 3x3Y3

skalarni produkt na R3.
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