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OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA KVADRATNE FORME | KRIVULJE DRUGOG REDA

Definicija
Neka je V' konagnodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V'). Kazemo
da je operator A hermitski ako vrijedi

A=A
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Zadatak 1.

Provjerite koje su od sljedec¢ih matrica hermitske:

http://www.mathos.unios.hr/index.php/498

2 2+4+3i 4—5i
2—3i 5 6+ 2i
| 4+5i 6-20 -7
[ 3 2—3 4+
2—i 6 i

)

| 4+i i3
[ 4 -3 5
-3 2 1
5 1 —6
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Zadatak 2.

Dokazite da su sliedeéi operatori hermitski za svaki linearan operator 1" na
unitarnom prostoru V' :

(@ Hi =TT%;

(b)y Ho =T7T;

(c) H3=T+1T%
(dy Hy=T*T —1.
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OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA KVADRATNE FORME | KRIVULJE DRUGOG REDA

Definicija
Neka su V' i W unitarni prostori takvi da je dim V' = dim WW. Kazemo da je
A € L(V,W) unitaran operator ako vrijedi

(Az, Ay) = (z,y), VYx,yeV.

Propozicija

Neka je A € L(V') unitaran operator i neka je e = {e1, ..., e, } ortonormirana
baza prostora V. Tada za matri¢ni zapis [A]S operatora A vrijedi

Definicija

KaZe se da je kompleksna kvadratna matrica A unitarna ako vrijedi
AA* = A"A=1.
Realna kvadratna matrica A je ortogonalna ako vrijedi

AAT = ATA=1.

M087 Linearna algebra Il Unitarni prostori

517


http://www.mathos.unios.hr/index.php/498

http://www.mathos.unios.hr/index.php/498

OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA KVADRATNE FORME | KRIVULJE DRUGOG REDA

Zadatak 3.

Neka je V' kona¢no dimenzionalan unitaran prostor i U € L(V'). Dokazite
da su sljedece tvrdnje medusobno ekvivalentne

a) Ur=U"1

b) U Cuva skalarni produkt;

c) U cuva duljinu vektora.
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Zadatak 4.
Na unitarnom prostoru R3 zadan je linearan operator

3 4 4 3
U(zy,z2,x3) = (51‘1 — F¥3 T + 3583’%2)-

Provjerite je li operator U unitaran i odredite U ~!.
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Zadatak 5.

Na unitarnom prostoru R? zadan je linearan operator

V3 1 1 V3
A(xlaanx3) = (7371 - 51‘2, —Zs3, §$1 + 71)2)

Provjerite je li operator A unitaran i odredite A~
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Zadatak 6.
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KVADRATNE FORME | KRIVULJE DRUGOG REDA

Provijerite jesu li sljedeée matrice unitarne:

(10
(1
(b) B - | 0 1 :| )
1
©C=11 244 ]
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Definicija
Funkcija f : R™ — R definirana formulom

f@) = flar, 2, ... 20) = Y ayzizy, (ai; € R,z €R)
=1

naziva se kvadratna forma.

Napomena

Koristei prikaz © = [z1@ - - -]’ 1 A = [aij] € My (R) kvadratnu
formu mozemo pisati i na sljedeéi nacin
f(z) = (Az, z) = 2T Az

Za matricu A € M2 (IR) kvadratna forma ima oblik

ail aiz2| |Ti| 2 2
[331 xg] = a112] + a12T122 + A21T2T1 + a2275.
a1 a2 )
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Krivulje drugog reda

Najpoznatije krivulje drugog reda u ravnini M su: kruznica, elipsa,
hiperbola i parabola.

Za svaku od navedenih krivulja moguce je izabrati takav pravokutni
koordinatni sustav (O; e1, e2) u ravnini M tako da su one opisane
sliedeéim jednadzbama:

22+ y2 =72 (kruznica radijusa r sa sredistem u tocki O.)

2 2

T

— + ‘Z—Q = 1 (elipsa s poluosima a > 0ib > 0 i sreditem u tocki O)

a

2 o2

Al i 1 (hiperbola s poluosima a > 0ib > 0 i sredistem u tocki O)
a

y2 = 2px (parabola s parametrom p i iemenom u tocki O)
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Definicija
. . . bi| . .
Neka je A € My (RR) simetri¢na matrica, b = b 17 € R. Jednadzbom
2

p(z,y) = [CU ?/] A [ﬂ + [51 bz] [z] + v = 0 zadana je krivulja
drugog reda.

Razlikujemo tri slu¢aja:
ako je det A = A A2 > 0, onda je krivulja elipsa ili skup koji sadrzi
samo jednu tocku ili prazan skup;
ako je det A = A1\ < 0, onda je krivulja hiperbola ili unija dvaju
pravaca koji se sijeku;
ako je det A = A1\ = 0, onda je krivulja parabola ili unija dvaju
paralelnih pravaca ili jedan pravac ili prazan skup;
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Zadatak 1.

Odredite koja je krivulja dana jednazbom

202 + 2y* + 22y +4x + 8y —1=0.
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Zadatak 2.

Odredite koja je krivulja dana jednazbom

1722 + 8y2 + 12xy + 5V5x — 5v/5y + 12 = 0.
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