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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije ~ Ortogonalni komplement ~ OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA

Definicija
Neka je V' unitaran prostor. Kaze se da su vektori x, y iz IV medusobno
okomiti ili ortogonalni (oznaka: 1 y) ako je

<m,y> =0.

Konacan skup vektora {e1, ..., e} je ortogonalan ako je
€iJ_€j,Vi 75 j

Skup {e1,. .., ex} je ortonormiran ako je ortogonalan i ako je
lei|| = 1,Vi=1,... k.
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije ~ Ortogonalni komplement ~ OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA

Zadatak 1.

Neka je na R3 skalarni produkt definiran s

(x,y) = z1y1 + 222Y2 + 323Y3.

Provjerite je li skup {eq, e2} ortonormiran, ako je
@ e1 = (3,0,3), e2 = (0, 5,0,

D) 7727
(b) e1=(0,35,0), e2 = (5,0,3).

1
787
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Teorem (Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije)

Neka je dan linearno nezavisan skup {v1, .
V. Tada postoji ortonormiran skup {ey, .

.., Uk}, k € N, u unitarnom prostoru
..,ex}uV takavdaje

[{61,...,€j}} = [{Ul,...ﬂ)j}], ij].,...,k.

Konstrukcija ortonormirane baze

f =
fa =

fz =

i

1

U1 e1 = ——f1

’ [ fall"
1

vy — (v2, €1)er, ey = mfzy
1

vg — (v3,e1)er — (v3,ea)ea, €3 = mf:a,
j—1 1

v — Y (v, eies, ej = mfj-
=1 j
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije ~ Ortogonalni komplement ~ OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA

Zadatak 2.

Odredite ortonormiranu bazu za potprostor U od R4 (sa standardnim
skalarnim produktom) razapet s vektorima

o1 =(1,1,1,1), vy =(1,1,2,4), vs3=(1,2,—4,-3).
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije ~ Ortogonalni komplement ~ OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA

Zadatak 3.

Odredite ortogonalnu i ortonormiranu bazu za potprostor U od R* (sa
standardnim skalarnim produktom) razapet s vektorima

vy = (1,1,1,1), vy =1(1,-2,2,2), wg=(1,2,-3,—4).
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije ~ Ortogonalni komplement ~ OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA

Zadatak 4.
Neka je na R* skalarni produkt definiran s
(T, y) = T1y1 + 222y2 + 223Y3 + TaYa.

Odredite ortogonalnu i ortonormiranu bazu za potprostor U od R4 razapet
s vektorima

U1 = (17 1> 17 1)5 V2 = (17 _27272)> U3 = (152a _37_4)
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije ~ Ortogonalni komplement ~ OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA

Zadatak 5.

Odredite ortonormiranu bazu za potprostor W € C3 koji je razapet s
vektorima
v = (1,4,0), vy =1(1,2,1—14).
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Definicija
Neka je V' unitaran prostor i neka je M < V. Ortogonalni komplement
potprostora M je skup

M+ :={zecV:{(zv)=0 Yve M}
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Zadatak 1.

Odredite ortogonalnu bazu za U+ u C? ako je U razapet s
uw=(1,4,1+1).
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Zadatak 2.

Odredite ortogonalnu bazu za U+ u R* ako je U razapet s
u=(1,1,1,1).

inearna algebra I Unitarni prostori 1115


http://www.mathos.unios.hr/index.php/498

http://www.mathos.unios.hr/index.php/498
Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije ~ Ortogonalni komplement ~ OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA

Teorem

Neka je V' kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V'). Postoji jedinstven
operator A* € L(V) takav da je

<A$, y> = <l" A*y>

za sve vektore x,y iz V.

Definicija
Neka jeV kona¢nodimenzionalan unitaran prostori A € L(V'). Operator
A* € L(V) sa svojstvom

(Az,y) = (z, A"y), Va,yeV,

zove se hermitski adjungiran operator operatoru A.

Propozicija
Neka je V' kona¢nodimenzionalan unitaran prostor, te neka je e = {e1, ..., e, }
ortonormirana baza za V. Tada za svaki operator A € L(V) vrijedi

(A™fe = ([AJ0)"

e
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Zadatak 1.

Za zadane operatore odredite adjungirani operator:
(@ F:R3— R,
F(z,y,2) = (3x + 4y — 52,2z — 6y + 7z, 52 — 9y + 52),

() G:C3 — C3,
G(z,y,2) = 2x+(1—1)y, (3+2i)r—4iz, 2ix+(4—3i)y —3z).
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije ~ Ortogonalni komplement ~ OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA

Zadatak 2.

Dokazite da vrijedi:
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije ~ Ortogonalni komplement ~ OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA

Zadatak 3.

Nekaje A € L(V'), gdje je V kona¢no dimenzionalan unitaran prostor.
Dokazite da (Au,v) = 0, Vu,v € V, poviadida je A = 0.
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