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Zadatak 1.

Neka su M i L medusobno razliciti potprostori prostora V' te neka vrijedi
dimL =dimM =3, dimV =4.

Dokazite da je
dim(LN M) = 2.
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Zadatak 2.

Neka su U i W razliciti Cetvero-dimenzionalni potprostori vektorskog
prostora V', gdje je dim V' = 5. Odredite moguce dimezije za U N W.
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Zadatak 3.

Neka su U i W potprostori vektorskog prostora V, takvi da je dim U = 4,
dim W = 5idim V = 7. Odredite moguce dimezije za U N V.
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Definicija
Neka je V' vektorski prostor te neka su L i M njegovi potprostori. Kazemo da je suma potprostora L i M
direktna i tada je oznatavamo s L + M ako je

LnM ={0}.

Propozicija
Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V. Suma L + M je direktna ako i samo ako svaki vektor
v € L + M dopusta jedinstveni prikaz u obliku

v=a-+b, aeLlL, be M.

Korolar
Neka potprostori L i M kona¢nodimenzionalnog prostora V' ¢ine direktnu sumu. Tada je

dim(L + M) = dim L + dim M.

Definicija
Neka je V' vektorski prostor, te neka je L potprostor od V. Potprostor M prostora V' se naziva direktan
komplement od L ako vrijedi

L+M=V.
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Zadatak 4.

Neka su U i W sliedeci potprostori od R3

U = {(x17x27$3) X =T = [53}7
W = {(0,22,23) : 22,23 € R}.

Pokazite daje R® = U + W.
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Zadatak 5.

Neka su U, U, i Us sliedeéi potprostori od R?

U, = {(;E1,$2,$3) T x = $3},
U2 = {(x17x27x3) : xl+$2+l‘3 :O}’
U3 = {(0707:53) T3 € R}

Pokazite da je

(@) R® = Uy + Us;
(b) R® = Uy + Us;
) R3 = Uy + Us.

Koje su sume direktne?
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Zadatak 6.

Odredite barem dva direktna komplementa potprostora W u R3 ako e
(@ W ={(z1,22,23) : 21 + 22+ 23 =0};
(b) W = {(z1,22,23) : 21 =x2 = 23}
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Zadatak 7.

Dokazite da je skup

S:{[z Z] €M2:2a—b—c:0,a—b+20—d:()}

potprostor od M. Odredite mu neku bazu i dimenziju te jedan direktan
komplement.
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Zadatak 8.

Dokazite da je skup
4
{(z1,22,23,24) ER* 129 — 21 =23 — T2y =24 — 23 =21 — 24}

potprostor od R*. Odredite mu neku bazu i dimenziju te jedan direktan
komplement.

e M087 Linearna algebra Il Konaénodimenzionalni vektorski prostori 10/20



http://www.mathos.unios.hr/index.php/498

roprosenaton

column
represented rang lemma_qgeraeneorem
elhod 2ero o

i mdependem "vectors  proof
wiicaion

o matrixE

npe.w:“,g:"‘—
S S o gouns

e R SR row
or mva roduc mehe bt i
i3 i.:e.flns(bma"s sys‘emsvmm"" SaiEon

o e gbaSIS‘f;c:;" B lineary

lontg

systema‘n“éi‘m"w“m o

l¢]
9
dthspace SPACE [

ovevauons ot un
| I near spaces om
determnants
Combination _ determinant
definition

MO087 Linearna algebra Il

Tema: Linearni operatori

asistenti: Marinela Pilj Vidakovi¢

predavac: izv.prof.dr.sc. Dragana Jankov Masirevi¢




http://www.mathos.unios.hr/index.php/498
P2
POTPROSTOR DEFINICIJA | SVOJSTVA LINEARNIH OPERATORA

Definicija linearnog operatora

Neka su V' i W vektorski prostori nad istim poliem [F. Preslikavanje
AV — W zove se operator.
Za operator A kazemo da je aditivan ako za sve z,y € V vrijedi

Alx +y) = Az + Ay.

Za operator A kaZemo da je homogen ako zasve x € Visve a € F

vrijedi

Alazx) = aAx.
Za operator A kazemo da je linearan ako zasve z,y € Visve o, 5 € F
vrijedi

Aoz + By) = aAx + BAy.
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Zadatak 1.
Neka je operator F : R3 — R? definiran s
Flz,y,2) = (yz,z?).

Odredite:

(@) F(2,3,4);

(0) F(5,—2,7);

(c) F~1(0,0), j.sve vektore v € R3 takve da je F(v) = 0.
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Zadatak 2.

Neka je operator G : R? — IR? definiran s
G(z,y,2) = (x + 2y — 42,2z + 3y + z2).

Odredite G1(3,4).
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Zadatak 3.

Neka je operator F : R? — R? definiran s
Flz,y) = (3y, 2z).

Neka je S jediniéna kruznica u R?. Odredite:
(@) F(9),t. slikuod S;
(o) F~1(S), ti. prasliku od S.
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Zadatak 4.
Neka je operator F : R? — R? definiran s
F(z,y) = (3z + by, 2x + 3y)

i neka je S jediniéna kruznica u R?. Odredite:
(@) F(9),t. slikuod S;
(o) F~1(S), ti. prasliku od S.
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Zadatak 5.

Jesu li sliedeéa preslikavanja linearni operatori:
(@ F:R? = R3 F(z,y) = (v + 3,2y, + y);
() G:R? = R3 G(x,y) = 2w,z —y,y +x);
() H:C— C,H(z) =Rez+Imz;
d J:C—C,J(2) = |2|?%
(e) K:C— C,K(z) =22

Napomena: U c), d) i e) provijerite postoji li razlika u zaklju¢ku ako
(C, +, -) promatramo kao vektorski prostor nad poliem C, odnosno nad
poliem IR.
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Zadatak 6.

Jesu li sliede¢a preslikavanja linearni operatori:
@ F:R® =R, F(z,y,z) = 2r — 3y + 4z;
(b) G:R* = R% G(z,y) = (z+1,2y,2 +y)?
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Napomena

Pretpostavimo da je A : V' — W linearan operator te da je {by, ba, ..., by},
n € N, baza prostora V. Uzmimo proizvoljan x € V i napidimo ga u obliku

n
Tr = Z /\zbz
i=1

Sada je
n
i=1
Odavde zakljuujemo: poznajemo li vekiore Abq, ..., Ab,, onda implicitno

poznajemo i Az, za svaki vektor x iz domene.

Propozicija (Zadavanje na bazi i prosirenje po linearnosti).

Neka su V' i W vektorski prostori nad istim poljem IF, neka je {b1, . . ., b, } bilo
koja baza za V'i (w1, . . ., wy,) bilo koja uredena n—torka vektora iz W. Tada
postoji jedinstven linearan operator A : V' — W takav da je

e Ab; = w;, Yi=1,...,n. )
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Zadatak 7.

Koja od sliedecin preslikavanja A : RR — RR su linearni operatori:

(@) Af(t) = f(t+1);

(b) Af(t) = f(t) +1;
(©) Af(t) = [f()]*
(d) Af(t) = (fof)t)
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