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SLIKA I JEZGRA LINEARNOG OPERATORA

Propozicija.

Neka je A : V → W linearan operator.

(i) Ako je L ≤ V , onda je A(L) ≤ W .

(ii) Ako je M ≤ W , onda je A−1(M) ≤ V .

Definicija

Neka je A : V → W linearan operator. Potprostori

ImA = A(V ) = {Av : v ∈ V } ≤ W

i
KerA = A−1({0}) = {x ∈ V : Ax = 0} ≤ V

zovu se slika, odnosno jezgra operatora A.
Kad su V i W konačnodimenzionalni, rang i defekt operatora A definiraju se kao
brojevi

r(A) = dim(ImA),

odnosno
d(A) = dim(KerA).
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Napomena

Pretpostavimo da je A : V → W linearan operator te da je {b1, b2, . . . , bn},
n ∈ N, bilo koja baza prostora V . Sada za proizvoljan

x =
n∑

i=1

λibi ∈ V

imamo

Ax =
n∑

i=1

λiAbi,

što pokazuje da je skup {Ab1, . . . ,Abn} sustav izvodnica za ImA. Vrijedi, dakle,

ImA = [{Ab1, . . . ,Abn}] i r(A) = dim(ImA) ≤ n.

Teorem (Teorem o rangu i defektu)

Neka je A : V → W linearan operator, te neka je dimV < ∞. Tada je

r(A) + d(A) = dimV.
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Zadatak 1.

Neka je F : R5 → R3 linearni operator definiran s

F(x, y, z, s, t) = (x+2y+z−3s+4t, 2x+5y+4z−5s+5t, x+4y+5z−s−2t).

Odredite bazu i dimenziju za sliku od F .
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Zadatak 2.

Neka je G : R3 → R3 linearni operator definiran s

G(x, y, z) = (x+ 2y − z, y + z, x+ y + 2z).

Odredite bazu i dimenziju za jezgru od G.

M087 Linearna algebra II Linearni operatori 5/9

http://www.mathos.unios.hr/index.php/498


http://www.mathos.unios.hr/index.php/498

P 1
SLIKA I JEZGRA LINEARNOG OPERATORA

Zadatak 3.

Neka je A : R3 → R2 operator definiran s

A(1, 0, 0) = (3, 1)

A(0, 1, 0) = (0, 1)

A(0, 0, 1) = (1, 1)

Dokažite da je d(A) = 1.
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Zadatak 4.

Neka je {e1, e2, e3} baza trodimenzionalnog vektorskog prostora V i
neka je A : V → V linearan operator definiran s

Ae1 = e1 + e2 − e3

Ae2 = e1 − e2 + e3

Ae3 = e1 − 3e2 + 3e3

Nadite baze za sliku i jezgru operatora A.
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Zadatak 5.

(a) Odredite bazu i dimenziju za ImG i KerG ako je G : R3 → R2

linearni operator definiran s

G(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x2 + x3)

(b) Neka je A : R3 → R4 operator definiran s

A(x1, x2, x3) = (x1 + 2x2, 2x1,−x2,−4x1 − 3x2).

Dokažite da je A linearan operator, nadite baze za sliku i jezgru te
odredite rang i defekt.
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Zadatak 6.

Neka je V vektorski prostor matrica reda 2 nad R i neka je

M =

[
1 2
0 3

]
. Neka je F : V → V linearni operator definiran s

F(A) = AM −MA.

Odredite bazu i dimenziju za KerF .
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