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Propozicija.
Neka je A : V' — W linearan operator.
(i) Akoje L <V, ondaje A(L) < W.
(i) Akoje M < W,ondaje A™1(M) < V.

Definicija
Neka je A : V' — W linearan operator. Potprostori

ImA=AV)={Av : veV}<W

KerA=A1{0})={z eV : Az =0} <V

zovu se slika, odnosno jezgra operatora A.
Kad su V' i W konagnodimenzionalni, rang i defekt operatora A definiraju se kao
brojevi

r(A) = dim(Im A),

odnosno
d(A) = dim(Ker A).
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Napomena

Pretpostavimo da je A : V' — W linearan operator te da je {b1, b, ..., bn},
n € N, bilo koja baza prostora V. Sada za proizvoljan

xr = zn:Ale eV
=1

imamo "
AI = Z )\Z‘Abi,
i=1

$to pokazuje da je skup {Ab1, ..., .Ab,} sustav izvodnica za Im A. Vrijedi, dakle,

ImA = [{Aby,...,Ab,}] 1 1(A) =dim(ImA) < n.

Teorem (Teorem o rangu i defektu)
Neka je A : V — W linearan operator, te neka je dim V' < oco. Tada je

r(A) + d(A) = dim V.

e ‘
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Zadatak 1.

Neka je F : R5 — R3 linearni operator definiran s
F(z,y,z,8,t) = (x4+2y+2—3s+4¢, 2x+5y+42z—5s+5t, x+4y+5z—s—2t).

Odredite bazu i dimenziju za sliku od F.
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Zadatak 2.

Neka je G : R? — R3 linearni operator definiran s
g(x,y,z) = ($+2y - Z,y+2,$+y+22)

Odredite bazu i dimenziju za jezgru od G.
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Zadatak 3.

Neka je A : R? — R? operator definiran s

A(1,0,0) = (3,1)
A(0,1,0) = (0,1)
A(0,0,1) = (1,1)

Dokazite da je d(.A) = 1.
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Zadatak 4.

Neka je {e1, e2, e3} baza trodimenzionalnog vektorskog prostora V' i
nekaje A : V — V linearan operator definiran s

Aeir = e1 + ey — e3
Aeg =e1 — ez + e3
Aeg = e1 — 3eg + 3eg

Nadite baze za sliku i jezgru operatora A.
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Zadatak 5.

(a) Odredite bazu i dimenziju zaIm G i Ker G akoje G : R3 — R?
linearni operator definiran s

g(xla 2, .%'3) = (-:U1 + T2, T2 + .%'3)
(o) Nekaje A : R? — R* operator definiran s
A(l‘l, x9, .%'3) = (331 + 2(132, 21’1, -9, —4xq — 31‘2).

Dokazite da je A linearan operator, nadite baze za sliku i jezgru te
odredite rang i defekt.
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Zadatak 6.

Neka je V' vektorski prostor matrica reda 2 nad R i neka je

1 2
M = [ 3 ] Neka je F : V — V linearni operator definiran s

F(A) = AM — MA.

Odredite bazu i dimenziju za Ker F.
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