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Dvije varijable - dva uzorka >vez Z0IC ni uzorci

RAZLIKE U DISTRIBUCIJI IZMEDU DVIJU VARIJABLI

>

dolazi li u nekim drugim uvjetima do promjene varijable, j. obiljeZja
koje prou¢avamo?

nevezani uzorci - mjerenje istog obiljeZja vrsi se na dva uzorka iz
razli¢itih populacija

usporedivanje varijabli u nezavisnim uzorcima - npr. Zelimo
usporedivati rezultate dijagnosti¢kog postupka za bolesnike u dva
razli¢ita medicinska centra

vezani uzorci - mjerenje istog obiljeZja vrsi se na istom uzorku prije i
poslije nekog tretmana

usporedivanje varijabli u zavisnim uzorcima - npr. Zelimo usporedivati
rezultate dijagnostickog postupka za iste bolesnike prije i nakon
lije¢enja

cilj je utvrditi mogu li se razlike koje uo¢avamo medu uzorcima
pripisati samo slucajnosti ili ima razloga vjerovati da su izazvane
postojanjem razlika izmedu stvarnih distribucija promatranih obiljeZja

u populaciji (razlike su statisti¢ki znacajne)
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USPOREDBA OCEKIVANJA

» pretpostavimo da imamo dva nevezana uzorka:

> xil), - ,x,(ﬁ) iz distribucije varijable X(!) s o¢ekivanjem 1 i
standardnom devijacijom oy
> x§2), - ,x,(é) iz distribucije varijable X(?) s o¢ekivanjem y i

standardnom devijacijom o

» Zelimo usporediti ta o¢ekivanja, tj. testirati jednakost
ocekivanja promatranog obiljeZja (varijable) u dvije
nezavisne populacije
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USPOREDBA OCEKIVAN]JA - WELCHOV #-TEST

» hipoteze:
Ho: pa = pi2

Hioopr>pp i Hy: o <o

» pretpostavke testa:
> XM NN(/’WU%)
> X® ~ N (2, 03)
» o2 i 03 nepoznate - procjenjujemo ih korigiranim
varijancama uzoraka, s is;,
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USPOREDBA OCEKIVANJA - WELCHOV {-TEST
» vrijednost test-statistike:

X, —

fo T =T

gdje su nj i ny veli¢ine uzoraka, Xy, i X, su aritmeticke
sredine uzoraka i

s (m—1)s3 + (np —1)s,

P ny+ny, —2
» p-vrijednost - vjerojatnost da u uvjetima istinitosti Ho
test-statistika bude jednaka ili ekstremnija od #:
» p=P(T> %) akoje Hi : 1 > o
» p=P(T <t)akoje Hi: p1 < 2
gdje test-statistika T ima Studentova t(ny + 1y — 2)
distribuciju



Dvije varijable - dva uzorka Nevezani uzorci

000@0000

USPOREDBA OCEKIVAN]JA - WELCHOV #-TEST

zaklju¢ivanje u slucaju alternativne hipoteze H; : p1 > o
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USPOREDBA OCEKIVAN]JA - WELCHOV #-TEST

P(T< —ty) =«

X
_ta

zaklju¢ivanje u slucaju alternativne hipoteze H; : p1 < p2
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USPOREDBA OCEKIVAN]JA - WELCHOV #-TEST

» tako izra¢unatu p-vrijednost usporedujemo s razinom
znacajnosti a:
» akoje p < a odbacujemo H na razini znacajnosti a
» akoje p > a ne odbacujemo H, na razini znacajnosti «

» u slucaju velikih uzoraka iz nepoznatih distribucija
takoder moZemo koristiti Welchov ¢-test

» R-primjeri1i2
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USPOREDBA PROPORCIJA

v

Zelimo testirati jednakost proporcija (ili vjerojatnosti
dogadaja, tj. “uspjeha”) u dvije nezavisne populacije

v

<x§1), . ,x,&?) uzorak 0 (neuspjeha) i 1 (uspjeha) iz
Bernoullijeve distribucije s parametrom p;

xgz)’ . ,x,(122)> uzorak 0 (neuspjeha) i 1 (uspjeha) iz

v

Bernoullijeve distribucije s parametrom p»

v

hipoteze:
Ho: p1=p2

Hq : p1 > p2 i Hq: 1 < p2
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USPOREDBA PROPORCIJA

» vrijednost test-statistike:

— = 2
]:l _ (an - YTZZ)
11Xy, + 1Yy, 1 11X, +12Yn, (1 N 1>
ny + np ny + np ny Ny
gdje je

nlynl + n2?n2
ny +n2
relativna frekvencija “uspjeha” u oba uzorka zajedno
» p-vrijednost - vjerojatnost da u uvjetima istinitosti
test-statistika bude jednaka ili ekstremnija od h

» tako izracunatu p-vrijednost usporedujemo s razinom
znacajnosti « i odluku donosimo na klasi¢an nacin

» R - primjer 3
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USPOREDBA OCEKIVANJA

» Zelimo testirati jednakost o¢ekivanja obiljeZja u istoj
populaciji prije i poslije tretmana - mjerenja se promatraju

u paru

» zakljucci se donose na temelju razlika u vrijednostima
varijabli izmjerenih na istom uzorku prije i poslije tretmana

ispitanik | prije tretmana | poslije tretmana razlika
1 x1 y1 di=x1 -1
2 X2 2 dy=x1 -1
n xn yl’l d?’l = x]_ - ]/n
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USPOREDBA OCEKIVANJA

» (x1,...,%,) uzorak prije tretmana iz varijable s o¢ekivanjem /i
» (y1,...,Yn) uzorak poslije tretmana iz varijable s o¢ekivanjem p»
» hipoteze:

Ho: 1 = p2

Hi:opr >pe i Hi:om < 2
> testiranje hipoteze Ho moZe se svesti na testiranje ekvivalentne hipoteze
Ho:up =0
koja se odnosi na o¢ekivanje razlika
WD = p1 — [2

pa se test svodi na T-test za testiranje hipoteze o o¢ekivanju na jednom
uzorku

> test se moZe koristiti za velike uzorke, a za male uzorke ako su razlike
normalno distribuirane

» R - primjer 4
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USPOREDBA PROPORCIJA

> (xgl), . ,x,&?) uzorak 0 (neuspjeha) i 1 (uspjeha) iz
Bernoullijeve distribucije s parametrom p;

> <x52), . ,xff)) uzorak 0 (neuspjeha) i 1 (uspjeha) iz
Bernoullijeve distribucije s parametrom p»

» ako promatramo uzorak razlika vaZni su samo parovi
(0,1) (daju razliku —1) i (1, 0) (daju razliku 1)

» razlike ¢ine uzorak iz Bernoullijeve distribucije s
parametrom p

» ekvivalentne hipoteze:

Ho: p=1/2
Hy:pr>1/2 ili My p<1/2
» test se svodi na binomi test za testiranje hipoteze o

proporciji na jednom uzorku
» R - primjer 5
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DISTRIBUCIJA DVODIMENZIONANOG DISKRETNOG
SLUCAJNOG VEKTORA

» jedna realizacija dvodimenzionalnog slucajnog vektora -
uredeni par brojeva

» diskretan slucajni vektor - realizacija moZe biti samo
kona¢no ili prebrojivo mnogo

» promatramo samo slucajne vektore s konaénim skupom
vrijednosti R(X,Y)

» distribucija slu¢ajnog vektora - poznata ako znamo
vjerojatnosti svih njegovih mogucih realizacija

P(X =x;,Y =yj), zasvex; € R(X),y; € R(Y)

» P(X =x;,Y = y;j) - vjerojatnost da je istovremeno X = x; i
Y = y]

» te brojeve organiziramo u tablicu distribucije
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DISTRIBUCIJA DVODIMENZIONANOG DISKRETNOG
SLUCAJNOG VEKTORA

» neka je (X, Y) slu¢ajni vektor takav da je
RX)={x1,.... %} iRY) ={y1,-- .. Yn}
» tablica distribucije od (X, Y)

Y

W 2
X1 P(X:.X1,Y:y1) P(X:th:yz)
PX=x,Y=1y) PX=x2,Y=1y)

Yn
P(X = X17Y = ]/n)
P(X=x2,Y =yn)

Xm | PX=xm,Y=11) PX=xp,Y =1y) P(X =xp,Y =yn)
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DISTRIBUCIJA DVODIMENZIONANOG DISKRETNOG
SLUCAJNOG VEKTORA

» marginalne distribucije - distribucije od X i Y dobivaju se
zbrajanjem vjerojatnosti u odgovarajué¢im redovima (za Y),

odnosno stupcima (za X)

Y
Y1 Yn zbroj
x1 | PX=x1,Y =) PX=x,Y=y,) | PX=mx1)
X x | PX=x,Y=1y) PX=x,Y=y,) | PX=1x)
Xm | P(X=xm,Y =11) P(X=xu,Y=yu) | P(X =2xn)
zbroj P(Y =) P(Y =y,) 1
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PROCJENA TABLICE DISTRIBUCIJE

» tablicu distribucije procjenjujemo na temelju uzorka

(xlvyl)a ey (xn,]/n)
» primjer - broj greSaka u proizvodnji na dvije proizvodne
linije
sat prva linija - broj greSaka | druga linija - broj greSaka
1 0 0
2 1 0
3 2 2
400 3 1

L

atura
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PROCJENA TABLICE DISTRIBUCIJE

» zajednicka tablica frekvencija broja greSaka na prvoj i
drugoj liniji

druga linija - Y
0 1 2 3 4 | zbroj
22 12 13 12 7 66
20 24 14 30 10 98
15 20 30 10 7 82
6 5 10 32 20 73
5 7 13 31 25 81
zbroj 68 68 80 115 69 | 400

prva linija - X

= W N = o
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PROCJENA TABLICE DISTRIBUCIJE

» Empirijska distribucija para obiljeZja (X, Y) - zajednicka
tablica relativnih frekvencija

0 1 2 3 4
0.0550 0.0300 0.0325 0.0300 0.0175
0.0500 0.0600 0.0350 0.0750 0.0250
0.0375 0.0500 0.0750 0.0250 0.0175
0.0150 0.0125 0.0250 0.0800 0.0500
0.0125 0.0175 0.0325 0.0775 0.0625

>
W N = o
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PROCJENE MARGINALNIH DISTRIBUCIJA

» empirijske distribucije obiljeZja X i Y

vrijednost od X 0 1 2 3 4
relativna frekvencija | 0.165 0.245 0.205 0.1825 0.2025

vrijednost od Y 0 1 2 3 4
relativna frekvencija | 0.17 0.17 0.2 0.2875 0.1725
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UVJETNE DISTRIBUCIJE

» uvjetna distribucija - distribucija jednog obiljeZja uz uvijet
fiksne vrijednosti drugog obiljeZja

» uvjetna distribucija od X uz uvjet da se Y realizira s y;
(oznaka X|y—,)

P(X:qu:]/])
P(Y=y;)

» uvjetna distribucija od Y uz uvjet da se X realizira s x;
(oznaka Y|x—y,)

i=1,...,m

PX =x|Y =yj) =

P(X = xi,Y :y])

PY =yjlX =x) = PX=x)

j=1,...,n
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UVJETNE DISTRIBUCIJE I NEZAVISNOST

» za obiljezja X i Y kaZemo da su nezavisna ako za sve
i=1,...,misvej=1,...,nvrijedidaje

P(X=x;,Y =yj) = P(X = x)P(Y = y))

» usuprotnom kaZemo da su X i Y zavisna obiljeZja
» ako su X i Y nezavisna obiljeZja, tada vrijedi:
» distribucija od Y i uvjetna distribucija Y|x=,, su jednake za
sve x; € R(X)
> distribucija od X i uvjetna distribucija X|y—,, su jednake za
svey; € R(Y)
» tj. marginalne i odgovarajuce uvjetne distribucije slucajnog
vektora (X, Y) su jednake
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ANALIZA ZAVISNOSTI

» procjene - na temelju podataka moZemo odrediti
empirijsku distribuciju slu¢ajnog vektora (X, Y), empirijske
marginalne distribucije i empirijske uvjetne distribucije

» zavisnost slucajnih varijabli X i Y definirana je na temelju
pravih, a ne empirijskih distribucija

» procjene odstupaju od stvarnih distribucija - kako testirati
nezavisnost?

» x? test - statisticki test kojim moZemo testirati hipotezu o
nezavisnosti diskretnih slucajnih varijabli (obiljeZja)

» hipoteze:

Hy :obiljezja X i Y sunezavisna

H; :obiljezja X i Y su zavisna
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TESTIRANJE HIPOTEZE O NEZAVISNOSTI
» hipotezu Ho moZemo zapisati na sljedeci nacin:
Ho : P(X = Xi, Y = y]) = P(X = xl)P(Y = y])
zasvei=1,....m j=1,...,n

> test-statistika x’-testa temelji se na usporedbi ogekivanih frekvencija s
empirijskim frekvencijama uzimajuéi u obzir sva polja tablice
distribucije

» za velike uzorke, u uvjetima istinitosti nul-hipoteze, test-statistika ima
priblizno x* ((m — 1)(n — 1)) distribuciju

» usporedbom dobivene p-vrijednosti s razinom znacajnosti & donosimo
odluku:

» akojep < a, odbacujemo nul-hipotezu i na razini znacajnosti «
prihvac¢amo alternativnu hipotezu, tj. kaZemo da podaci
potvrduju postojanje zavisnosti izmedu varijabli X i Y na razini
znacajnosti o

» akojep > a, nemamo dovoljno argumenata za odbacivanje
nul-hipoteze, tj. kazemo da podaci ne daju potvrdu o postojanju
zavisnosti medu varijablama X iY
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TESTIRANJE HIPOTEZE O NEZAVISNOSTI

» zavisnost obiljeZja, tj. varijabli, ne znac¢i da medu njima
postoji uzrocna veza

» za varijable koje nisu uzro¢no povezane moZe postojati
neka treca varijabla koja je s objema u uzro¢noj vezi

» R-primjeri6i7
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KOEFICIJENT KORELACIJE

» koeficijent korelacije - broj koji predstavlja mjeru jakosti
linearne veze medu varijablama X i Y:

EX—p)(Y -v)

0Xx0y

uw=EX,v=EY,ox = +/Var(X),oy = /Var(Y)

» vazna svojstva koeficijenta korelacije:

p€[-1,1]

ako su X i Y nezavisne, tadaje p =0

Y =aX+b,a >0, ondaisamo ondaakojep =1
Y =aX+b,a <0, ondaisamo onda akoje p = -1
ako je p = O varijable X i Y su nekorelirane

ako je p # 0 varijable X i Y su korelirane

v

vV vy vy VvVYYy

Litera

tura
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PROCJENA KOEFICIJENTA KORELACIJE

» zavisnost varijabli Xi Y - potvrdena ako pokaZemo da je
njihov koeficijent korelacije razli¢it od 0

» koeficijent korelacije 1 ili —1 - znamo da je veza izmedu X i
Y linearna

» Pearsonov koeficijent korelacije - procjena koeficijenta
korelacije za neprekidne varijable

» akosu (x1,41), ..., (Xn, Yn) parovi nezavisnih realizacija
slu¢ajnog vektora (X, Y), onda se Pearsonov koeficijent
korelacije ra¢una na sljedeci nacin:

2. (xi = Xn) (Wi = 7))
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TESTIRANJE HIPOTEZE O NEKORELIRANOSTI

» statisticke hipoteze:
Ho:p=0

Hi:p#0

» da bismo na temelju procjene koeficijenta korelacije »
potvrdili zavisnost sluc¢ajnih varijabli na razini znacajnosti
a, potrebno je odbaciti hipotezu H,

» kod testiranja hipoteze o nekoreliranosti vrijednost
test-statistike ra¢cunamo po formuli

vn—2r
V1—12
» ako je nul-hipoteza istinita, za normalno distribuirane

varijable X i Y vrijednost test-statistike f je realizacija
Studentove t(n — 2) distribucije

t=

tura
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TESTIRANJE HIPOTEZE O NEKORELIRANOSTI

» p-vrijednost: A
p=P(T =),

gdje T ima Studentovu t(n — 2) distribuciju

» izracunatu p-vrijednost usporedujemo s razinom
znacajnosti o i donosimo odluku:

» akoje p < a, odbacujemo nul-hipotezu i na razini
znacajnosti « prihva¢amo alternativnu hipotezu, tj. kaZemo
da su varijable X i Y korelirane, pa onda i zavisne

» akoje p > a, nemamo razloga odbaciti nul-hipotezu, tj.
kazemo da nemamo dovoljno argumenata tvrditi da su X i
Y korelirane

ura
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SPEARMANOV KOEFICIJENT KORELACIJE

» Spearmanov koeficijent korelacije ps - daje informaciju o
tome u kojoj se mjeri veza medu varijablama X i Y moze
opisati monotonom funkcijom

» vazna svojstva:

Ps € [_1a 1]

ako ps = 0 ne postoji monotona veza izmedu XiY

ako ps > 0 veza izmedu X i Y je rastuca

ako ps < 0 vezaizmedu X iY je padajuca

v

v vyy
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SPEARMANOV KOEFICIJENT KORELACIJE

procjena Spearmanovog koeficijenta korelacije za uzorak
sparenih mjerenja (x1,y1), ..., (Xu, Yn):
» sortiramo niz podataka x1, ..., x, i niz podataka y1,...,y,
svaki posebno u rastu¢em poretku

» odredimo ry, - redni broj podatka x; u sortiranom nizu (ako
u nizu ima jednakih podataka, svi jednakim podacima
pridruZuje se isti “redni broj”), tj. rang podatka

» odredimo ry, - rang podatka y; u sortiranom nizu

» procjena za Spearmanov koeficijent ra¢inamo na sljedeci

nadin: ;
6 Z(rxi - ryi)z
-1_-=
s n(n? —1)
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TESTIRANJE HIPOTEZE O NEPOSTOJANJU MONOTONE
VEZE

» statisticke hipoteze:
7‘[0 L ps = 0

Hi:ps#0
» da bismo na temelju procjene Spearmanovog koeficijenta
korelacije rs potvrdili postojanje monotone veze medu
varijablama na razini znacajnosti «, potrebno je odbaciti
hipotezu Hp
» kod testiranja ove hipoteze vrijednost test-statistike
ra¢unamo po formuli

vn —2rg

t=
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TESTIRANJE HIPOTEZE O NEPOSTOJANJU MONOTONE
VEZE

» ako je nul-hipoteza istinita, za velike uzorke vrijednost
test-statistike ¢ je realizacija Studentove t(n — 2) distribucije

» p-vrijednost:
p=P(T > t),
gdje T ima priblizno Studentovu t(n — 2) distribuciju
» izracunatu p-vrijednost usporedujemo s razinom
znacajnosti o i donosimo odluku na standardan nacin

» R-primjeri8i9
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