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VEZA IZMEDU VARIJABLI

» za parove podataka iz dvije neprekidne varijable Zelimo
zakljucivati o postojanju zavisnosti izmedu njih

» kod neprekidnih varijabli zavisnost se moze pojaviti na
brojne nacine - razliciti tipovi veza medu varijablama
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DETERMINISTICKA VEZA

» deterministicka veza izmedu dvije varijable zadana
pravilom

y=fx)
gdje je y zavisna varijabla, x nezavisna varijabla, a
f: R — R zadana funkcija
» primjerice, pravilima y = x + 54,y = x? — 14x iy = sin (3x)
zadane su deterministicke veze medu varijablama x i y

» za svaku dopustenu vrijednost nezavisne varijable x
moZemo izracunati to¢nu vrijednost zavisne varijable y
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STATISTICKI MODEL S ADITIVNOM GRESKOM

» u prakti¢nim problemima ne moZemo ocekivati
deterministicku vezu

» dijagram rasprSenja podataka (eng. scatter plot) je prikaz
uredenih parova podataka iz dviju varijabli u
koordinatnom sustavu
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STATISTICKI MODEL S ADITIVNOM GRESKOM

» regresijska metoda modeliranja pretpostavlja da moZemo
uspostaviti funkcijsku vezu ali uz dodanu gresku

» veza izmedu nezavisne varijable x i zavisne slucajne
varijable Y(x) ¢e biti oblika

Y(x) = f(x) +e, 1)

gdje pretpostavljamo da je ¢ slucajna varijabla koja opisuje
gresku u modeliranju

» mnogo nezavisnih slu¢ajnih smetnji u pravilu ima
normalnu distribuciju — u primjenama se u klasicnom
nacinu modeliranja prihvaca da je model adekvatan ako je
u njemu postignuta normalna distribuiranost gresaka ¢
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STATISTICKI MODEL S ADITIVNOM GRESKOM

» sparena mjerenja (x1,¥1), ..., (Xu, ¥») dvaju obiljeZja koja
dolaze od slucajnih varijabli Y1, ... Y, (Cije su realizacije
realni brojevi 1, . .. y,) i nezavisne varijable x (ije su
izmjerene vrijednosti xq, . . . x,)

» cilj je utvrditi zavisnost izmedu dvije varijable

» regresijski model — matematic¢ki model oblika
Y,‘ :f(xi) + &4, 1= l,...,n,

gdje je f realna funkcija jedne realne varijable, a ¢1, ..., e,
medusobno nezavisne slucajne varijable takve da je
Ee; = 0i Var(g;) = o2
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STATISTICKI MODEL S ADITIVNOM GRESKOM

» prvi korak u uspostavljanju ovakvih veza medu
varijablama Y i x prikaz je podataka u dijagramu
rasprsenja iz kojeg se lako vidi grupiraju li se sparena
mjerenja oko pravca (linearna zavisnost) ili neke krivulje
(neka druga funkcijska zavisnost - polinomijalna,
logaritamska, ...)
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REGRESIJSKI PRAVAC

> pretpostavimo da je graf funkcije f u modelu pravac
» f moZemo prikazati formulom f(x) = a + Sx
» slobodni koeficijent o zove se odsjecak na y-osi, a
koeficijent 5 uz nezavisnu varijablu x zove se koeficijent
smjera i vaZan je iz sljedeceg razloga:
akoje f < 0 funkcija f(x) = a + Bx je padajuca
ako je § > 0 funkcija f(x) = o + Sx je rastuca
» graf funkcije f(x) = a + fx nazivamo regresijskim
pravcem, a koeficijente « i 5 regresijskim parametrima
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LINEARNI REGRESIJSKI MODEL

linearni regresijski model

Yi=a+pBxi+¢, i=1,...,n.

> X1,X2,...,X, —izmjerene vrijednosti varijable x

» Y1,Y>...,Y, —slucajne varijable s izmjerenim
vrijednostima y1, ..., V)

» «a i —nepoznati parametri linearne veze koje treba
procijeniti u postupku modeliranja (to zapravo znaci da
trebamo procijeniti regresijski pravac y = o + (x)

Literat
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LINEARNI REGRESIJSKI MODEL

> £1,...,&, predstavljaju varijable greSke koja je dodana na
linearnu vezu (a + fx;) — nemjerljive slucajne varijable za
koje pretpostavljamo da
» medusobno su nezavisne
sve imaju normalnu distribuciju
imaju ocekivanje 0
sve imaju jednaku varijancu o?

vYyy
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METODA NAJMAN]JIH KVADRATA

» na osnovu podataka Zelimo procijeniti nepoznate
parametre o i 3

» tako ¢emo dobiti i procjenu nepoznatog regresijskog
pravcay = a + Bx

» ako su i f poznati za svaku izmjerenu vrijednost x;
moZemo odrediti broj

Yi = a+ B

» y; —teorijska vrijednost zavisne varijable u x; (eng.
predicted value)

» y; —izmjerena ili eksperimentalna vrijednost zavisne
varijable u x; (eng. observed value)

» y; se razlikuje od teorijske vrijednosti pa tocke (x;,v;),
i=1,...,n,uglavnom ne leZe na pravcu y = o + fBx
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METODA NAJMAN]JIH KVADRATA

» parametre ¢emo odrediti tako da razlike izmedu
izmjerenih i teorijskih vrijednosti budu $to manje

» metoda koju koristimo naziva se metoda najmanjih
kvadrata

» procjenu treba odrediti tako da funkciju

D(a, p) = Z(eksperimentalne v. — teorijske v.)?

n

=3 (yi— (a+px;))

i=1
ucinimo $to manjom
» procjene & i B regresijskih parametara « i § trebamo
odrediti tako da vrijedi:

D(a,

=)

= min D(a,
i, (a, B)
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METODA NAJMAN]JIH KVADRATA

» procjene & i A nazivamo procjenama u smislu metode
najmanjih kvadrata (eng. least squares estimates)
regresijskih parametara i 3

» procjena nepoznatog regresijskog pravca y = a + fxje
pravacy = @ + x
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METODA NAJMANJIH KVADRATA
» procjene se mogu eksplicitno izraziti:

-~ Sxy ~ _ o
5277 a:yn_ﬁxn
Sx

gdje su
n
le, 7, = Zyz,
i=1
izz _xn y S _Z(yi_yn)2’
i=1 i=1

n

Sxy = Z(xi = Xn)(Yi — )

i=1
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METODA NAJMAN]JIH KVADRATA

» koristec¢i formulu procijenjenog regresijskog pravca
y = & + (Bx, za svaku vrijednost x moZemo izrac¢unati
pripadnu procjenu teorijske vrijednosti — predikcija

»yi=a+ Bx; — predikcija zavisne varijable za vrijednost x;
nezavisne varijable

» odstupanje procijenjene vrijednosti y; od izmjerene
vrijednosti y; zavisne varijable:

ei =yi— i = yi — (@ + Bx;)

> e1,...,e; zovemo rezidualima i moZemo ih smatrati
procjenama gresSaka 1, ...,&, izmodela Y; = a + fx; +¢;



Jednostavna linearna regresija Statisticko zaklju¢ivanje - viSe varijab Literatura

METODA NAJMAN]JIH KVADRATA

» suma kvadrata svih reziduala upravo je minimalna

~

postignuta vrijednost za D, tj. D(, ), i predstavlja jednu
mjeru kvalitete modela koju oznacavamo SSE (sum of

squares of errors):
n
SSE=) e
i=1

» R - primjer 1
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STATISTICKO ZALJUCIVANJE

» da bismo mogli koristiti dobiveni model potrebno je
napraviti analizu prihvatljivosti modela

» istraZujemo jesu li ispunjene osnovne pretpostavke
klasi¢nog regresijskog modela: greSke modela trebaju biti
medusobno nezavisne i jednako distribuirane slucajne
varijable s normalnom distribucijom

» dio analize modela koji se provodi u tu svrhu obi¢no se
naziva analiza reziduala
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ANALIZA REZIDUALA

Jednakost varijanci greSaka

» imajulieq,... e, jednake varijance? - homogenost varijanci
greSaka

» zaklju¢ujemo na temelju procjena greSaka modela —
rezidualaeq,...,e,

» graficki prikazemo reziduale u ovisnosti o predikcijama —
dijagram rasprsenosti za totke (y;,¢;),i=1,...,n

» ako u tom dijagramu uo¢avamo sustavno povecanje ili

smanjenje rasprsenosti, to je znak da varijance nisu
homogene
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ANALIZA REZIDUALA

parovi (¥, e;) koji sugeriraju homogenost varijanci reziduala
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ANALIZA REZIDUALA

v
<)

ovakav raspored parova (ij;, ¢;) sugerira stalan rast varijance, dakle varijance

nisu homogene

R - primjer 1
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ANALIZA REZIDUALA

Nezavisnost greSaka

» jesulieq,...e, nezavisne?

v

zavisnost greSaka moZe se manifestirati na razne nacine
koristit éemo dvije graficke metode:
» dijagram rasprsenosti reziduala u odnosu na vrijednosti
nezavisne varijable
» dijagram rasprsenosti parova susjednih reziduala, tj.
parova (ej,ei—1),i=2,...,n

v

v

ako nema nikakve pravilnosti u izgledu dijagrama,
nemamo razloga sumnjati u nezavisnost
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ANALIZA REZIDUALA
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ANALIZA REZIDUALA
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R - primjer 1
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ANALIZA REZIDUALA

Normalna distribuiranost greSaka

» jesulieq,...e, normalno distribuirane?

» moZemo provjeriti KS testom i Shapiro-Wilk testom na
rezidualima ey, ..., e,
» nije nuZan uvjet, ali ukoliko ne vrijedi treba biti oprezan u
statistickom zaklju¢ivanju o modelu
ako nemamo razloga sumnjati u ispravnost pretpostavki
modela, moZemo ga koristiti za zaklju¢ivanje o vezi izmedu
nezavisne i zavisne varijable

R - primjer 1
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Z AKLJUCIVAN]JE O KOEFICIJENTU SMJERA
REGRESIJSKOG PRAVCA

» jelimodel Y; = a+ Bx; + ¢; bolji od nul-modela Y; = o +¢;
(modela u kojemu je 3 = 0)?

» koji od dva modela bolje opisuje promjene u ocekivanju
slu¢ajnih varijabli Y; u ovisnosti o vrijednostima x;?

» akoje 8 = 0, takav regresijski pravac bio bi paralelan s
x-0si pa promjena vrijednosti nezavisne varijable ne bi
rezultirala promjenom ocekivanja zavisne varijable

» to moZemo utvrditi statistickim testom ¢ije su hipoteze
Ho: =0,

H1:8#0

ura
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Z AKLJUCIVAN]JE O KOEFICIJENTU SMJERA
REGRESIJSKOG PRAVCA

> test se temelji na test-statistici &iju vrijednost ¢ za
eksperimentalne vrijednosti x; i y; racunamo formulom

gdje je

1 <& _ SSE noe?
Sx\lnlz(xix”)z’ e zr:zlilzl’
i=1

ap procjena regresijskog koeficijenta f metodom
najmanjih kvadrata

» ako je nul-hipoteza istinita, test-statistika ima Studentovu
t(n — 2) distribuciju

Literat
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Z AKLJUCIVAN]JE O KOEFICIJENTU SMJERA
REGRESIJSKOG PRAVCA

» na temelju realizacije f test statistike ratunamo pripadnu
p-vrijednost na sljedeéi na¢in: p = P(|T| > |¢|) gdjeje T
slu¢ajna varijabla koja ima Studentovu f(n — 2) distribuciju

» tako izracunatu p-vrijednost usporedujemo s razinom
znacajnosti « i donosimo odluku kako slijedi:

» akoje p < a, odbacujemo nul-hipotezu i na razini
znacajnosti a prihva¢amo alternativnu hipotezu, tj. podaci
potvrduju da se promjene u vrijednosti nezavisne varijable
odrazavaju na promjene zavisne varijable na razini
znacajnosti a (model ima smisla)

» akoje p > a, nemamo dovoljno argumenata tvrditi da se
promjene u vrijednosti nezavisne varijable odraZavaju na
promjene zavisne varijable na razini znacajnosti «

» R - primjer 1
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DIO VARIJABILNOSTI OBJASNJEN MODELOM

» koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima
zavisne varijable objasnjen dobivenim modelom?

» koeficijent determinacije — R? definiran je izrazom

2 Sﬁzfy 2
R* = 232 R” €10,1]
xSy

» koeficijent determinacije R? — u kolikoj mjeri je rasipanje
eksperimentalnih vrijednosti zavisne varijable objasnjeno
linearnom funkcijom x — « + 3x, a u kolikoj se mjeri radi o
tzv. rezidualnom ili neobjasnjenom rasipanju, a tu
informaciju o¢itavamo iz broja (1 — R?)
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DIO VARIJABILNOSTI OBJASNJEN MODELOM

» velika vrijednost koeficijenta determinacije (R? blizu 1)
ukazuje na to da linearan model obja3njava velik dio
rasprsenosti u eksperimentalnim vrijednostima zavisne
varijable (samo mali dio je ostao neobjasnjen modelom i
treba ga pripisati slucajnoj gresci)

» modeli kod kojih je R?> mali nisu informativni za opis
varijable Y koriStenjem vrijednosti nezavisne varijable x jer
opisuju samo mali dio varijablnosti u podacima iz Y, dok
je veliki dio ostao neobjasnjen modelom

» R - primjer 1
» R-primjeri2i3
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MULTIVARIJATNI LINEARNI REGRESIJSKI MODEL

multivarijatni linearni regresijski model

Yi:a+ﬁ1x§1)+...+ﬁkx5m)+5,’, i=1,...,n

> xgk), xék), e ,x,gk) - vrijednosti nezavisnih (prediktorskih)

varijable 0 k=1,...,m

» Y1,Y5..., Y, slucajne varijable (njihove izmjerene
vrijednosti su y1,...,Y,)

> o, B1,... By - regresijski koeficijenti koje procjenjujemo
metodom najmanjih kvadrata

e =1 — O — ﬁlxlgl) +...+ ,/B\kxl(m) - reziduali (procjene
gresaka), gdje su &, 1, . . . B procjene regresijskih
koeficijenata
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STATISTICKO ZAKLJUCIVANJE - VISE VARIJABLI

» dolazili do promjene obiljeZja koje proucavamo zbog
provodenja neke aktivnosti, u nekom drugom trenutku ili
opcenito u nekim drugim uvjetima?

» za dvije varijable (uzorka) moZemo koristiti ranije
obradene metode

» za viSe od dvije varijable postoje analogne metode
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00e000

USPOREDBA OCEKIVANJA

» promatrat ¢emo jednu neprekidnu varijablu Y (zavisna
varijabla)

» druga varijabla X (faktor) bit ¢e diskretna s k razli¢itih
mogucih realizacija, k € N

» uzorakje veli¢ine n = ny + ...+ ny

yllv e )]/1111
Yo1, - Yon,
Yk, -+ - ayknk

gdje je n; veli¢ina uzorka karakterizirana kategorijom
faktorai, i e {1,...,k}

Literat
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000e00

USPOREDBA OCEKIVANJA

» pretpostavka: uzorci su nezavisni i iz normalnih
distribucija s jednakim varijancama, odnosno
. . 2
Yils .- Y,  je uzorakiz N(uq, o)
. . 2
Y21, Yon, jeuzorakiz N (up, o)

Yk, .- Ykn,  je uzorak iz N (py, o2),
» Zelimo analizirati efekte faktora X na varijablu Y (sli¢no
kao kod jednostavne linearne regresije uz bitnu razliku sto
varijabla X predstavlja kategorije)

tura
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USPOREDBA OCEKIVAN]A
» nul-hipoteza je

Ho: 1 =po=...= g
(oCekivanje obiljeZja Y se ne mijenja u ovisnosti o
kategorijama obiljeZja X)
» alternativnu hipotezu formuliramo kao dvostranu
hipotezu

Hy : postoje i,j € {1,...,k} takvidaje p; # p;

» statisticki test za ovu svrhu temelji se na analizi varijance
cijelog uzorka i uzoraka po kategorijama faktora, te na F
distribuciji (F-test)

» poznat je kao (jednofaktorska) analiza varijance (one-way
ANOVA)

» provoditi usporedbu ocekivanja visestrukom primjenom
t-testa po parovima varijabli nije dobro jer rezultira vecom
pogreskom prvog tipa
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Literatura

USPOREDBA OCEKIVANJA

» testje relativno robustan na odstupanja od normalnosti
pogotovo ako se radi o velikim uzorcima

» uslucaju da je homogenost varijanci narusena moZze se
koristiti Welchova varijanta F-testa

» R-primjeri4,5i6



Jednostavna linearna regresija Statisticko zaklju¢ivanje - vise varijabli Literatura

LITERATURA

» Bensi¢, M. i Suvak, N., Primijenjena statistika, Odjel za
matematiku, Sveuciliste ].J. Strossmayera, Osijek, 2013.

» Bensi¢, M. i Suvak, N., Uvod u vjerojatnost i statistiku, Odjel
za matematiku, Sveuciliste J.J. Strossmayera, Osijek, 2014.



	Jednostavna linearna regresija
	Statisticko zakljucivanje - više varijabli
	Multivarijatna linearna regresija
	ANOVA

	Literatura

