Odjel za matematiku, Sveuciliste J.J. Strossmayera, Osijek 22. sijenja 2016.

DRUGI KOLOKVLJ IZ VJEROJATNOSTI

Zadatak 1. [2 boda + 5 bodova + 5 bodoval]
a) Definirajte karakteristi¢nu funkciju slu¢ajne varijable X.

b) PokaZite da za karakteristi¢nu funkciju ¢ slu¢ajne varijable X vrijedi

lo(t +h) — p(t)] < V(T = Reg(h)),
(Uputa: prema Cuchy-Schwartzovoj nejednakosti je (E[X - Y})2 < E[X?]-E[Y?])
¢) Pokazite da ako za neki h # 0 vrijedi ¢(h) = 1, tada je karakteristi¢na funkcija ¢ periodi¢na s periodom h.

Zadatak 2. [3 boda + 3 boda + 3 boda + 3 boda + 3 boda]
Neka je (Xn,n € N) niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli sa funkcijama gustoce

(@) = %eo V2 , x € [0,00)

, x € (—o0,0).

a) Odredite karakteristi¢nu funkciju slu¢ajne varijable X, .

b) Pomocu kriterija temeljenog na konvergenciji nizova vrijednosti karakteristi¢nih funkcija ispitajte konvergenciju
niza (X, n € N) po distribuciji. Sto zaklju¢ujete o konvergenciji po vjerojatnosti ovog niza slu¢ajnih varijabli?

c) Ispitajte kovergenciju po distribuciji i konvergenciju po vjerojatnosti niza sluéajnih varijabli (aX, + b,n € N),
gdjesua,b € R, a #0.

d) Ispitajte kovergenciju po distribuciji i konvergenciju po vjerojatnosti niza slu¢ajnih varijabli (X, (a Xy, +b),n €
N), gdje su a,b € R, a # 0.

e) Kada kaZzemo da niz slu¢ajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P) konvergira u srednje kvadratnom
smislu prema slucajnoj varijabli X7 Mora li slu¢ajna varijabla X biti definirana na tom istom vjerojatnosnom
prostoru (2, F, P)? S obzirom na rezultat zadatka b) ispitajte konvergenciju niza (X,,n € N) u srednje
kvadratnom smislu.

Zadatak 3. [2 boda + 8 bodova]
a) IskaZite i interpretirajte slabi zakon velikih brojeva za niz ne nuZno nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih
varijabli.
b) Neka je (Xn,n € N) niz slu¢ajnih varijabli s o¢ekivanjem nula, varijancama Var(X,) = e~F za neki k € N i
kovarijancama
Cov(X;, X;) = e 0H) | § jeN.

Ispitajte konvergenciju po vjerojatnosti niza slu¢ajnih varijabli (Yn, n € N).

Zadatak 4. [5 bodova + 8 bodova]

Broj pjesaka koji prijedu pjesacki prijelaz u toku jedne minute modeliramo Poissonovom distribucijom s o¢ekivanjem
osam. Ako u toku jednog sata pjesacki prijelaz prijede barem 450 pjeSaka, na tom ¢e pjesackom prijelazu biti postavljen
semafor.

a) Iskazite i interpretirajte centralni grani¢ni teorem za niz nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli te
pomocu tog rezultata aproksimirajte vjerojatnost postavljanja semafora na promatranom pjesackom prijelazu.

b) Koliko vremena treba proéi da bismo mogli tvrditi da je s vjerojatnoséu 0.95 preko pjeSackog prijelaza preslo ba-
rem 500 ljudi? (Napomena: za funkciju distribucije Fjr(o,1) standardne normalne distribucije je Fixr(o,1)(1.645) =
0.95).
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