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DRUGI KOLOKVIJ IZ VJEROJATNOSTI

Zadatak 1. [2 boda + 5 bodova + 5 bodova]

a) De�nirajte karakteristi£nu funkciju slu£ajne varijable X.

b) Pokaºite da za karakteristi£nu funkciju ϕ slu£ajne varijable X vrijedi

|ϕ(t+ h)− ϕ(t)| ≤
√

2(1−Reϕ(h)).

Uputa: prema Cuchy-Schwartzovoj nejednakosti je (E[XY ])2 ≤ E[X2]E[Y 2].

c) Pokaºite da ako za neki h 6= 0 vrijedi ϕ(h) = 1, tada je karakteristi£na funkcija ϕ periodi£na s periodom h.

Zadatak 2. [3 boda + 3 boda + 3 boda + 3 boda + 3 boda]
Neka je (Xn, n ∈ N) niz nezavisnih slu£ajnih varijabli s funkcijama gusto¢e

fn(x) =
n

2
e−n|x|.

a) Odredite karakteristi£nu funkciju slu£ajne varijable Xn.

b) Pomo¢u kriterija temeljenog na konvergenciji nizova vrijednosti karakteristi£nih funkcija ispitajte konvergenciju
niza (Xn, n ∈ N) po distribuciji. �to zaklju£ujete o konvergenciji po vjerojatnosti ovog niza slu£ajnih varijabli?

c) Ispitajte kovergenciju po distribuciji i konvergenciju po vjerojatnosti niza slu£ajnih varijabli

(a sin (ωXn + φ), n ∈ N) ,

gdje su a, ω ∈ R \ {0} i φ ∈ R.

d) Ispitajte kovergenciju po distribuciji i konvergenciju po vjerojatnosti niza slu£ajnih varijabli(
a sin (ωXn + φ)

eωXn+φ
, n ∈ N

)
,

gdje su a, ω ∈ R \ {0} i φ ∈ R.

e) Kada kaºemo da niz slu£ajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P ) konvergira u srednje kvadratnom
smislu prema slu£ajnoj varijabli X? Mora li slu£ajna varijabla X biti de�nirana na tom istom vjerojatnosnom
prostoru (Ω,F , P )? Obrazloºite svoj odgovor. Ispitajte konvergenciju niza (Xn, n ∈ N) u srednje kvadratnom
smislu prema limesu dobivenom u zadatku b).

Zadatak 3. [2 boda + 8 bodova]

a) Iskaºite i interpretirajte slabi i jaki zakon velikih brojeva za niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih
varijabli.

b) Odredite g.s. limes niza  n

√√√√ n∏
k=1

Xk, n ∈ N

 ,

gdje je (Xn, n ∈ N) niz nezavisnih standardnih normalnih slu£ajnih varijabli.

Zadatak 4. [5 bodova + 8 bodova]
Broj pje²aka koji prije�u pje²a£ki prijelaz u toku jedne minute modeliramo Poissonovom distribucijom s o£ekivanjem
osam. Ako u toku jednog sata pje²a£ki prijelaz prije�e barem 450 pje²aka, na tom ¢e pje²a£kom prijelazu biti postavljen
semafor.

a) Iskaºite i interpretirajte centralni grani£ni teorem za niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih varijabli te
pomo¢u tog rezultata aproksimirajte vjerojatnost postavljanja semafora na promatranom pje²a£kom prijelazu.

b) Koliko vremena treba pro¢i da bismo mogli tvrditi da je s vjerojatno²¢u 0.95 preko pje²a£kog prijelaza pre²lo
barem 500 ljudi? Napomena: za funkciju distribucije F standardne normalne slu£ajne varijable je F (1.645) ≈
0.95.
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