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PREDGOVOR

Sadrzaj ovog udzbenika izvodio se posljednjih nekoliko godina u okviru ko-
legija Grupiranje podataka i primjene u 8. semestru sveucilisnog nastavnickog
studija Matematike i informatike i u 2. semestru sveucilisnog diplomskog
studija Matematika, smjer Matematika i ra¢unarstvo i izbornog predmeta
Grupiranje podataka: pristupi, metode i primjene u 2. semestru sveuciliSnog
diplomskog studija Matematika, smjer Financijska matematika i statistika
na Odjelu za matematiku Sveucilista u Osijeku (30 sati predavanja i 30 sati
seminara, 6 ECTS bodova).

Tekst je pisan tako da podrazumijeva poznavanje osnova matematicke
analize, linearne algebre, numericke matematike i programiranja, a namije-
njen je studentima diplomskih studijskih programa u STEM podrucjima.

Brojni ilustrativni primjeri doprinose razumijevanju izlozene materije.
Osim toga, u okviru svakog poglavlja nalaze se brojni zadaci: od sasvim
jednostavnih, do onih koji mogu posluziti kao teme seminarskih i sli¢cnih
radova. Izrada veleg broja zadataka povezana je s moguénoséu koristenja
programskih sustava Mathematica ili Matlab.

Sadrzaj naveden u ovom udzbeniku, kao i prilozeni Mathematica-progra-
mi, mogu posluziti i u nekim praktiénim istrazivanjima. Za sve metode
navedene u udzbeniku izradeni su odgovaraju¢i moduli, a Mathematica-
kodovi slobodno su dostupni na adresi: https://www.mathos.unios.hr/images/
homepages/scitowsk/Clustering.rar.

Opsezna recentna literatura navedena na kraju udzbenika, koja obuhvacéa
brojne knjige i odgovarajuce ¢lanke iz renomiranih medunarodnih znanstve-
nih ¢asopisa, daje neophodan pregled najvaznijih spoznaja, a takoder moze
posluziti i za nastavak samostalnog rada u ovom znanstvenom podrucju.

U ovom udzbeniku razmatra se problem grupiranja konac¢nog skupa to-


 https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Clustering.rar
 https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Clustering.rar
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caka a = (a,...,a,) € R". Kako R"™ mozemo promatrati i kao realni vek-
torski prostor, njegove elemente oznacavat ¢emo s a = (a1,...,a,)’ € R
te ih ponekad zvati tockama, a ponekad vektorima u ovisnosti o kontekstu.
Pri tome to neé¢emo uvijek posebno naglasavati.

Zbog specificnih zahtjeva matematickog teksta i sliénih zahtjeva u pro-
gramskim sustavima Mathematica, Matlab, i FORTRAN, cijeli dio od deci-
malnog dijela decimalnog broja odvajan je decimalnom tockom (.), a ne
decimalnim zarezom (,).

Svi teoremi, leme, definicije, slike, tablice, primjedbe, primjeri i zadaci u
tekstu imaju svoju jedinstvenu oznaku i na taj nacin pozivaju se u cijelom
tekstu. Zbog toga su pisani velikim pocetnim slovom®.

Zahvaljujemo recenzentima Robertu Mangeru, Ivanu Slapnicaru i Snje-
zani Magjstorovi¢ te lektorici Tvanki Fercec, koji su svojim primjedbama i
prijedlozima znacajno pomogli da ovaj tekst bude bolji. Takoder zahva-
ljujemo kolegi Ivanu Soldi koji je u tehnickom smislu pomogao podizanju
kvalitete ovog udzbenika.

Osijek, 10. sijecnja 2020. Rudolf Scitovski
Kristian Sabo

17a pregledavanje ovog udzbenika Adobe Readerom mozete koristiti sljedeée pogodnosti:

e klikom na naslov nekog poglavlja u Sadrzaju dolazite na to poglavlje. Povratak (na
isto mjesto odakle ste krenuli) je drzanjem tipke pa nakon toga pritisnuti tipku
(<}

e klikom na oznaku nekog teorema, leme, definicije, slike, tablice, primjedbe, primjera
ili zadatka u tekstu odlazite na taj objekt. Povratak je na prethodno opisani nacin;

e klikom na oznaku neke reference u tekstu odlazite na tu referencu u Literaturi na
kraju knjige. Povratak je na prethodno opisani nacin;

e klikom na oznaku stranice u Indeksu na kraju knjige odlazite na taj pojam u knjizi.
Povratak je na prethodno opisani nacin.
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Poglavlje 1

Uvod

Namjena ovog udzbenika je upoznati studente s najnovijim spoznajama u
podrucju grupiranja podataka i moguénostima primjena. Razli¢ite mogué-
nosti grupiranja podataka koriste se u brojnim znanstvenim disciplinama.
Navedimo neke od njih.

Primjer 1.1. Na Slici 1.1a tockicama su prikazane geografske lokacije u Si-
rem podrucju Republike Hrvatske na kojima se od 1900. godine dogodio potres
magnitude > 3. Ovi podaci slobodno su dostupni na U.S. Geological Survey
http: // earthquake. usgs. gov/ u obliku: Godina/Mjesec/Dan/Sat/Min./Sec./Latituda
()/Longituda (\)/Dubina/Magnituda/. Iz ovih podataka definiramo skup

A={d"=(Ni,p;)) ER*: Ly <\, < Uy, Ly, < ¢ < U},

(a) Hrvatska (b) Pirenejski poluotok

Slika 1.1: Odredivanje zona seizmickih aktivnosti

koji sadrzi lokacije potresa odredene longitudom A; i latitudom @; u pravo-
kutniku [Ly,Uy] x [Ly, Uy koji definira sire podrucje Republike Hrvatske.

1
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2 Uvod

Nadalje, svakoj tocki a' pridruzuje se tezina w; > 0 definirana kao magni-
tuda M; potresa u tocki a’. U nasem je slucaju A C [12.5,21] x [41.5,47.5], a
broj podataka je |A| = 8744. Bududi da je ovo relativno maleno geografsko
podrucje, nece biti potrebna transformacija u Gauss-Krigerov koordinatni
sustav. U svrhu odredivanje zona seizmickih aktivnosti koristit ée se 5324
podataka magnitude > 3, izmedu kojih se nalazi 4051 podataka magnitude
< 4, 1124 podataka magnitude tzmedu 4 i 5, 1 149 podataka magnitude > 5.

Primjenom Mahalanobis inkrementalnog algoritma (tocka 6, str. 99) i
Mahalanobis k-means algoritma (tocka 6.4.1, str. 111) uz koristenje Mahala-
nobis indeksa (tocka 6.5, str. 114) za izbor particije s najprikladnijim brojem
elipsoidnih klastera, odredene su dominantne zone seizmickih aktivnosti u Si-
rem podrucju Republike Hrvatske (elipsoidna podrucja na Slici 1.1a): Slove-
nija i sjeverozapadna Italija (Z:), sjeverna Hrvatska (Z»), istocno podrucje
Italije (Zs), Jadransko more i Dalmacija (Zi), Dinara i Bosna i Hercego-
vina (Zs), podrucje Ston—Metkovié, juino jadransko podrucje i juzna Bosna
i Hercegovina (Zs) i Dubrovnik i Crna Gora (Zr).

Slicni podaci prikazani su za Pirenejski poluotok od 1978. godine na
Slici 1.1b. TezZine podataka definirane su takoder kao magnitude potresa.
Geografske pozicije potresa grupirane su u zone seizmickih aktivnosti, koje
su u formi elipsi takoder prikazane na Slici 1.1.

Detaljan opis problema, nacin izracunavanja i diskusija rezultata dani

su u [62, 98].

(a) Osijek: 1985.-2014. (b) Osijek, 2014. (c) Osijek, 2014.

23. 09,

Slika 1.2: Prosje¢ne dnevne temperature klastera toplih dana u Osijeku od 1985.
do 2014. i detaljnija analiza za 2014. godinu

Primjer 1.2. U cilju istrazivanja klimatskih promjena u Osijeku promatrani
su podaci o prosjecnim dnevnim temperaturama od 1985. godine (vidi Burnov
dijagram na Slici 1.2a). Specijalno, na Slici 1.2b prikazane su prosjecne
dnevne temperature izraZene u °C od 21. oZujka 2014. do 21. ozZujka 2015.
godine (Sunceva godina), a na Slici 1.2¢ primjenom Burnovog dijagrama
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(vidi tocku 2.4.2, str. 31) prikazani su klasteri toplih dana iste godine.

Uocava se da je 2014. godina imala jedno dugo, toplo i stabilno razdob-
lje koje je trajalo od 21. svibnja do 21. rujna. Prvih 43 dana do 2. srpnja
prosjecna dnevna temperatura bila je 20.2°C, a nakon toga cak 80 dana pro-
sjecna dnevna temperatura bila je 20.6° C. Najvisa prosjecna dnevna tempe-
ratura 2014. godine zabiljeZena je veé 11. lipnja i iznosila je 27.4°C.

U ovom istraZivanju radi se o pertodicnim podacima pa ih je prikladno
promatrati kao podatke na kruznici (vidi tocku 2.4, str. 28). Detaljan opis
problema, nacin izracunavanja i diskusija rezultata dani su u [86].

Primjer 1.3. Na Slici 1.3a prikazan je histogram visokog vodostaja Drave
kod Donjeg Miholjca od 1900. godine, a na Slici 1.3b odgovarajuci Burnov
dijagram.

(a) Histogram (b) Burnov dijagram

9. lipnja _3

{proljeée . zima

1 April 1 uly 10ct. 31 Dec.

27. listopada

Slika 1.3: Vodostaj Drave kod D. Miholjca od 1900. godine

Tocke na Burnovom dijagramu prikazuju godisnje trenutke visokog vo-
dostaja © njihove vrijednosti kao mjeru udaljenosti tocke do ishodista. Tocke
na Burnovom dijagramu grupirane su u dva klastera primjenom specijalne
kvazimetricke funkcije za periodicne podatke (vidi tocku 2.4, str. 28). Primi-
jetite da se najvisi vodostaj Drave kod D. Miholjca moZe ocekivati pocetkom
lipnja i krajem listopada (centri klastera!).

U ovom istrazivanju koristena je jedna modifikacija Metode najblizih
susjeda. Detaljan opis problema, nacin izracunavanja i diskusija rezultata
dani su u [88].

Primjer 1.4. Na Slici 1.4 prikazano je nekoliko tipicnih medicinskih slika:
crno-bijela slika ljudskog mozga® (Slika 1.4a), slika glave ljudskog embrija
nakon 28 tjedana (Slika 1.4b (vidi [37, 76]), slika prostate (Slika 1.4c) i

1Sliku pripremio dr. Salha Tamer, KBC Osijek, Klini¢ki zavod za dijagnosticku i inter-
vencijsku radiologiju.
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tkivo raka dojke (Slika 1.4d). Primjenom klaster analize cilj je prepoznati
anomalije i tendencije njihovih povecanja ili smanjivanja. U ovom slucaju
radi se o prepoznavanju jedne ili vise elipsi na slici.

(a) Ljudska glava (b) Glava fetusa (c) Prostata (d) Rak dojke

Slika 1.4: Prepoznavanje objekata na medicinskim slikama

Nesto jednostavniji primjeri prepoznavanja vise elipsi na slici iz realnog
svijeta prikazani su na Slici 1.5.

(a) Original (b) Canny filter (c) Prepoznavanje

A\
/

(d) Original (f) Prepoznavanje

g > ——

by =

p o
)

Slika 1.5: Prepoznavanje elipsi na slikama iz realnog svijeta

Za svaku od navedenih slika najprije je potrebno provesti postupak predo-
brade slike primjenom nekog od poznatih filtera, kao sto je primjerice Canny
filter (vidi [18]). Na taj nacin nastoji se izdvojiti vaznije obrise na slici (vidi
primjerice Sliku 1.5b ili Sliku 1.5¢).

Nakon toga, na ovako pripremljenu sliku moZe se primijeniti metoda®
navedena u tocki 8.9, str. 165 ili u tocki 8.10, str. 170. Za slike prikazane
na Slici 1.5 rezultati su prikazani na Slici 1.5¢, odnosno na Slici 1.5f.

27a navenu metodu student Odjela za matematiku, Sveuéilista u Osijeku Patrick Niki¢
izradio je demo verziju programa koja je javno dostupna na http://cs.mathos.unios.
hr/~pnikic/ells/.


http://cs.mathos.unios.hr/~pnikic/ells/
http://cs.mathos.unios.hr/~pnikic/ells/
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Primjer 1.5. Tipicni oblik generalizirane kruznice, cije je srediste segment,
imaju Enterobacter cloacae i Enterobacter aerogenes, koje mozemo naci u
ljudskom gastrointestinalnom traktu, i Escherichia coli (vidi Sliku 1.6a). De-
tekcija ovakvih bica moZe se provesti primjenom grupiranja podataka u klas-
tere ¢iji su centri generalizirane kruznice. Detaljan opis problema, nacin
izracunavanja i diskusija rezultata dani su u [96].

(a) Escherichia Coli (b) Polje kukuruza

Slika 1.6: Slika Escherichia coli potjece iz National Institutes of Health, agencije
United States Department of Health and Human Services, a slika polja kukuruza
je iz rada [113]

Primjer 1.6. Procesi sadnje, gnojidbe i zastite te konacno Zetva plodova,
najvazniji su procesi u poljoprivrednoj proizvodnji koji mogu biti automati-
zirani. Prilikom bilo kojeg od navedenih procesa poljoprivredne proizvodnje
covjek mora upravljati strojem (npr. traktorom) s visokom preciznoséu te
ponavljati istu radnju vise sati, sto moze biti jako zamorno. Prihvatljivo
tocno i u realnom vremenu detekcijom redova zasijanih biljaka (primjerice
redove kukuruza na Slici 1.6b) moguce je automatizirati strojni rad pomocu
kojeg se obavljaju za covjeka zamorni, a nekada i suvise zahtjevni, dijelovi
proizvodnje.

Postupkom koji je slican postupku opisanom u Primjeru 1.4 najprije je
potrebno provesti postupak predobrade primjemom Canny filtera, a nakon
toga primjenom neke od metoda prepoznavanja vise pravaca na slici koje su
navedene u tocki 8.5, str. 145 u Sto kracdem vremenu sto preciznije odredits
redove zasijanih biljaka.

Primjer 1.7. Prethodno spomenuti problem detekcije vise pravaca na slici
takoder se cesto javlja u gradevinarstvu prilikom odredivanja glavnih pra-

vaca neke zgrade (Slika 1.7a), prilikom odredivanja smjera kretanja ceste
(Slika 1.7b) itd.
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(a) Pravci zgrade

Slika 1.7: Pravci

Primjer 1.8. Problem optimalnog definiranja izbornih jedinica u nekoj zem-
lji opéenito je tezak optimizacijski problem, pogotovo u driavama s velikim
brojem teritorijalnih jedinica. Iz tog je razloga ovaj problem i dalje popu-
laran u znanstvenoj i strucnoj literaturi gdje se mogu pronaci algoritmi
za genertranje raspodjele izbornih jedinica utemeljent na raznim pristupima
[17, 26, 41, 71, 72]. Postoji mnostvo primjera u kojima su politicke stranke
pristrano generirale izborne jedinice u skladu sa svojim politickim intere-
sima. Najpoznatiji takav primjer dogodio se 1812. godine kada je drZava
Massachusetts pristrano podijeljena u neprirodne izborne jedinice. Prema
tadasnjem guverneru Massachusettsa Elbridgu Gerryju, ovakvo prekrajanje
izbornih jedinica poznato je u literaturi kao Gerrymandering (vidi primerice
[17, 26]). Prema trenutno vazeéim zakonima w Republici Hrvatskoj, izborne
jednice trebale bi se sastojati od priblizno jednakog broja biraca (do na 5%),
koje povezuje zajednicki interes kroz ekonomsku, prometnu, povijesnu i drugu
povezanost. Ovakav problem moguce je riesavati kao problem grupiranja po-
dataka. Tako se primjerice u radu [79] primjenjuje metoda koja kombinira
elemente klaster analize © metode kvadratne optimizacije. U tom radu pro-
matra se podrucje Republike Hrvatske organizirano u m = 556 teritorijalnih
jedinica (gradova ili opéina), koje su odredene svojim geografskim poloza-
jem u tzv. Gauss—Kriigerovom koordinatnom sustavu tockama a; = (x;,v;),
i =1,...,m. Nadalje, pretpostavlja se da teritorijalna jedinica a; ima g;
biraca i da je ukupni broj biraca QQ odreden sa > %, g = Q. Teritorij Repu-
blike Hrvatske Zelimo podijeliti u k, (1 < k < m), izbornih jednica (klastera)
T, ..., T, tako da

(i) opcéu izbornu jednicu sacinjavaju teritorijalne jednice (gradovi i opéine)
koje su u nekom razdaljinskom smislu medusobno bliske,

(ii) je zadovoljen uvjet da se broj biraca u izbornim jedinicama ne smije
razlikovati vise od +5%.
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Odgovarajuca kriterijska funkcija kao i rezultati dobiveni temeljem podataka
iz 2007. godine dani su u [79)].

Spomenimo jos da je ovaj problem mogucée promatrati i tako da izborne
jedinice ne budu jednake velicine te da imaju razliciti broj zastupnika, kao
Sto je to napravljeno u radu [56] (jedno od moguéih rjesenja na primjeru
Republike Hrvatske prikazano je na Slici 1.8a).

(a) Izborne jedinice (b) Klasteri projekata

3.0 35 4.0 4.5 5.0

Slika 1.8: Neke primjene grupiranja podataka u drustvenim znanostima

Primjer 1.9. U radu [114] razmatra se problem grupiranja i rangiranja is-
trazivackih projekata prijavijenih na raspisani natjecaj. Projekti se grupiraju
u klastere na temelju ocjena dobivenih u recenzentskom postupku uz primjenu
adaptivne Mahalanobis kvazimetricke funkcije. Posebno se analizira klaster
najbolje ocijenjenih projekata. Navedeno je nekoliko mogucnosti koristenja
podataka dobivenih recenzentskim postupkom, a predloZena metoda ilustri-
rana je na primgjery internih istrazivackih projekata na Sveucilistu u Osijeku.
Na Slici 1.8b prikazana je jedna mogucénost razvrstavangja projekata.

(a) Originalna fotografija  (b) Reprezentacija s 2 nijanse (c) Reprezentacijas 8 nijansi
- R S : .

Slika 1.9: Segmentacija crno-bijele slike , Elaine”

Primjer 1.10. Grupiranje podataka moZe se primijeniti u svrhu segmen-
tacije slike [85]. Na Slici 1.9a prikazana je ,crno-bijela” 512 x 512 slika
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»Elaine” i njena segmentacija u 2 (Slika 1.9b) i 8 (Slika 1.9¢) klastera (ni-
jansi). U ovom slucaju podaci A= {a' € R:i=1,...,262144} imaju samo
jedan atribut (gray level). Redni broj (indeks) podatka a® definira njegovu
poziciju na slici.

Metoda grupiranja podataka takoder se ¢esto koristi u robotici [23, 24],
u rac¢unalnoj simulaciji [2, 37], prilikom upravljanja energetskim resursima
[82, 119, 120], u bioinformatici i analizi velikih skupova podataka (engl.: big
data analysis) [83, 106], kod segmentacije astronomskih i geoloskih oblika, za
kontrolu kvalitete vina [73], za detektiranje predmeta i oblika [37], u svrhu
detekcije instalacija pod zemljom i u zidu, za klasifikaciju i obradu teksta
[28], itd.

Programska podrska

Postoje razlic¢iti izvori programske podrske za trazenje i graficko prikazivanje
grupiranja podataka. Navedimo neke koji su koristeni u ovom udzbeniku:

e Programski sustav Mathematica: naredba FindClusters s kvazime-
trickim funkcijama:
Distance Function — SquaredEuclideanDistance (default),

Distance Function — ManhattanDistance, . ..

e Mathematica-moduli uz ovaj udzbenik:

https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Clustering.rar


https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Clustering.rar

Poglavlje 2

Reprezentant

Cesto je u primijenjenim istrazivanjima potrebno dani skup podataka repre-
zentirati jednim podatkom koji na neki nac¢in obuhvaca veéinu svojstava pro-
matranog skupa. Najcesce koristena veli¢ina u tom smislu je dobro poznata
aritmeticka sredina podataka. Primjerice, prosjecna ocjena svih polozenih
kolegija nekog studenta moze se izraziti aritmetickom sredinom, ali stopu
ekonomskog rasta tijekom nekoliko godina ne bi bilo dobro predstaviti na
takav nacin (vidi [87]). U ovom poglavlju razmotrit ¢emo dva najéesée ko-
riStena reprezentanta nekog skupa podataka: aritmeticku sredinu i medijan
skupa.

2.1 Reprezentant podataka s jednim obiljezjem

Skup podataka s jednim obiljezjem obi¢no interpretiramo kao konacan pod-
skup A = {a',...,a™} C R skupa realnih brojeva!. U cilju odredivanja
realnog broja ¢* € R koji ¢e Sto bolje reprezentirati skup podataka A
(reprezentant skupa .A) najprije je potrebno definirati neku mjeru medu-
sobne udaljenosti elemenata skupa A. Naravno, to moze biti neka od poz-
natih metrickih funkcija, ali raznovrsne primjene pokazuju da je kao mjeru
udaljenosti korisnije uvesti funkciju koja ¢e imati samo svojstvo pozitivne
definitnosti.

U cijelom tekstu elementi a’ € R™ skupa A C R™ oznacavaju se gornjim indeksom jer
je donji indeks rezerviran za komponente elementa a’.

9
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Definicija 2.1. [105] Funkciju d: RxR — R4, Ry = {z € R: x > 0}, koja
ima svojstvo pozitivne definitnosti:

(i) d(z,y) >0 Vr,y€R,

(it) d(z,y) =0 <« z=y,
zovemo kvazimetricka funkcija.

Dvije najcesce koristene kvazimetricke funkcije na R su kvazimetricka
funkcija najmangih kvadrata (engl.: least squares distance like function) i
¢1-metricka funkcija koja se u literaturi (vidi primjerice [30, 33, 49, 81])
¢esto naziva Manhattan metricka funkcija:

drs(z,y) = (x — y)? [least squares (LS) kvazimetricka funkcija]

dy(z,y) = |z —y| [(1-metricka funkcija (Manhattan metrika)]

Zadatak 2.1. Provjerite vrijedi li na skupu realnih brojeva:
di(z,y) = da(z,y) = doo(2,y) = dp(z,y), p=1, Vz,y€eR,
gdje je d,, metrika na R (vidi primjerice [53, 106]).

Zadatak 2.2. Pokazite da funkcija drg iz prethodnog primjera nije metrika
na R, a da je funkcija di metrika na R.

Definicija 2.2. Neka je d: R x R — Ry kvazimetricka funkcijo. Najbolji
reprezentant skupa podataka A = {a',... a™} C R u odnosu na kvazime-
tricku funkciju d je tocka c* € R u kojoj se postize globalni minimum funkcije
F: R — Ry,

m
F(z) =Y d(x,a’), (2.1)
i=1
sto formalno zapisujemo na sljedeéi nacin:

m
¢* € argmin Z d(z,a"). (2.2)

Primijetite da za tocku globalnog minimuma ¢* € R i za svaki ¢ € R vrijedi
Fle) =Y d(e,a’) > 3 d(c*,a') = F(c*), (2.3)

i=1 i=1
pri ¢emu jednakost vrijedi onda i samo onda ako je x = ¢*. Zapis (2.2)

sugerira da moze postojati vise tocaka u kojima se postize globalni minimum
funkcije F.
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2.1.1 Najbolji LS-reprezentant

Funkcija (2.1) u slucaju LS-kvazimetricke funkcije

Frs(zx) := Z($ - ai)2 (2.4)

postize jedinstveni globalni minimum za

m

g = argmandLg r,a') = lz (2.5)
—1

zeR i=1

jer je Frs konveksna funkcija te vrijedi Fjg(cjg) =01 F/g(z) =2m > 0,
Vz € R. Dakle, najbolji LS-reprezentant skupa podataka .4 C R je obi¢na
aritmeti¢ka sredina®, koja ima svojstvo da je suma kvadrata odstupanja do
svih podataka minimalna:

m m
Z:L’—(l ZcLs—a (2.6)
i=1 i=1

pri ¢emu jednakost vrijedi za x = cj .

Kao mjera rasprsenosti skupa podataka A oko aritmeticke sredine ¢} ¢ u
statistickoj literaturi [12] koristi se varijanca podataka (prosjecno kvadratno
odstupanje):

m
Z CLS — a (27)
Broj s,, zovemo standardna devijacija.

Primjer 2.1. Zadan je skup podataka A = {2,1.5,2,2.5,5}. Njegova arit-
meticka sredina je cj g = 2.6.

Na Slici 2.1a vidljivi su podaci i aritmeticka sredina c} g, na Slici 2.1b tzv.
wreziduali” podataka (brojevi ¢ g—a'), a na Slici 2.1c graf funkcija Fg. Primijetite
da je njezin graf parabola i da je Frs(cyg) = 7.7. Kolika je varijanca, a kolika
standardna devijacija ovog skupa?

2Problem traZenja najboljeg LS-reprezentanta skupa podataka pojavljuje se u literaturi
kao poznati princip najmanjih kvadrata, koji je 1795. godine postavio njemacki matematicar
Carl Friedrich Gauss (1777.-1855.) prilikom izucavanja kretanja nebeskih tijela, $to je
objavio 1809. godine u radu Teoria Motus Corporum Coelestium in Sectionibus Conicis
Solem Ambientium, Perthes and Besser, Hamburg. Treba takoder napomenuti da je 1805.
godine francuski matematicar Adrien-Marie Legendre (1752.-1833.) prvi objavio algebarski
postupak metode najmanjih kvadrata.
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(a) Podaci (b) Reziduali (c¢) Funkcija Frs
1 9 25
; ST ;
4 N ol 1 1 ® i
3 °Ls . 2 3 4 5 15
20 R . -1 : 10
1 i 5
0 -2 ! e -
2 3 4 5 0 12 3 4 5

Slika 2.1: Aritmeticka sredina skupa A = {2,1.5,2,2.5,5}

Sto bi se dogodilo ako bi se medu podacima pojavio barem jedan ,outlier” (jako
strieéi podatak)? Kako bi se u tom slucaju promijenio najbolji LS-reprezentant
(aritmeticka sredina) skupa A? Koji biste rezultat biste dobili ako bi umjesto
podatka 5 stajao broj 107

Zadatak 2.3. Neka je A= {a',...,a™} C R skup podataka, a c}g njegova

aritmeticka sredina. PokaZite da tada vrijedi:

m

Y (g —d’)=0.

i=1
Provjerite ovo svojstvo na podacima iz Primjera 2.1.

Zadatak 2.4. Neka su A = {a',...,a?}, B = {b',..., b9} C R disjunk-
tni skupovi, a a}g i b} g njihove aritmeticke sredine. PokaZite da je tada
aritmeticka sredina skupa C = Al B:

x D % q 1*
LS = prq@Ls T pigULs

Provjerite formulu na nekoliko primjera. Kako bi glasila generalizacija ove
formule za n skupova podataka A1, ..., Ay s po p1,...,pn elemenata?

2.1.2 Najbolji /;-reprezentant

Najprije ¢emo razmotriti jednostavniji slucaj kada skup A sadrzi medusobno
razlicite brojeve. Slucaj kada medu podacima moze biti i jednakih razma-
tramo u tocki 2.1.3, str. 15.
Kao sto pokazuje sljedeca lema, funkcija (2.1) u slu¢aju ¢1-metricke funk-
cije
m .
Fi(z) = Z |z — a'|, (2.8)
i=1
postize svoj globalni minimum na medijanu skupa A (vidi primjerice [12,

77, 106]).
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Lema 2.1. Neka je A= {a* € R:i = 1,...,m} skup medusobno razlicitih
podataka. Funkcija Fy zadana s (2.8) postize svoj globalni minimum na
medijanu skupa A.

Dokaz. Zbog jednostavnosti, a bez smanjenja opcéenitosti, mozemo pretpos-
taviti da je a' < a® < --- < @™. Primijetite da je funkcija Fy konveksna
po dijelovima linearna funkcija (vidi Sliku 2.2¢) pa zato globalni minimum
moze postiéi u jednoj tocki iz A ili u svakoj tocki intervala izmedu dviju
tocdaka iz A.

Pretpostavimo da je x € (a, ax+1). Tada vrijedi

k m k m
Fiz)=> (z—d)— Y (zr—d)=02k-m)z—> d+ > d,

i=1 i=k+1 i=1 i=k+1
Fl(z) =2k —m.

Prema tome, funkcija Iy opada na intervalu (ay,ax+1) ako je k < %, od-
nosno raste ako je k > 7.
Zato moramo razmotriti dva slucaja:

e Ako je m neparan, tj. m = 2p + 1, funkcija F} postize svoj globalni
minimum na srednjem podatku a?,
e Ako je m paran, tj. m = 2p, funkcija F; postize minimum u svakoj
tocki intervala [aP, aPT1].
Dakle, najbolji ¢1-reprezentant skupa A C R je medijan skupa A. O
Primijetite da medijan skupa .4 moze biti skup (segment realnih brojeva)
ili samo jedan realni broj. Ako je medijan skupa A skup, oznacavat ¢emo

ga s Med A, a njegove elemente s med.A. med A je broj koji ima svojstvo
da je suma apsolutnih odstupanja do svih podataka minimalna.3

Z\a:—aiIEZ\medA—ai\, (2.9)
i=1 i=1

3Problem trazenja najboljeg ¢ -reprezentanta skupa podataka pojavljuje se u literaturi
kao poznati princip najmanje sume apsolutnih odstupanja i pripisuje se hrvatskom znans-
tveniku Josipu Ruderu Boskovi¢u (1711.-1787.), koji je ovaj princip iznio jos 1757. godine
u radu [16]. Dugo je vremena ovaj princip zbog sloZenosti racunskih procesa zapostav-
ljan u odnosu na Gaussov princip najmanjih kvadrata. Tek dolaskom modernih racunala
ovaj princip ponovo je zauzeo vazno mjesto u znanstvenim istrazivanjima, posebno zbog
svojstva svoje robusnosti: ovaj princip, za razliku od Gaussovog principa najmanjih kva-
drata, u znacajnoj mjeri ignorira jako strseée podatke (,outliers”) u skupu podataka.
U svicarskom gradu Neuchatelu jos uvijek se redovito odrzavaju znanstvene konferencije
posveéene ¢1 metodama i primjenama, a na naslovnici zbornika radova nalazi se slika
hrvatske novcanice s likom Josipa Rudera Boskoviéa [29].



14 Reprezentant

pri ¢emu vrijedi jednakost za £ = med A.

(a) Podaci (b) Reziduali (¢) Funkcija F1
*
5 . OL 1 . i i 10
4 2 4 ) 8
3 o -1 : 6
2 £ ° I 4
1 -2 : 2
I
0 2 3 4 5 -3 . 0o 1 2 3 4 5

Slika 2.2: Medijan skupa A = {2,1.5,2,2.5,5}

Primjer 2.2. Zadan je skup podataka A = {2,1.5,2,2.5,5}. Njegov je me-
dijan med A = 2. Koliko je prosjecno apsolutno odstupanje?

Na Slici 2.2a vidljivi su podaci i medijan ¢}, na Slici 2.2b prikazani su reziduali
podataka (brojevi ¢f — a'), a na Slici 2.2¢ prikazan je graf funkcije Fy. Primijetite
da je F; konveksna po dijelovima linearna funkcija i da je Fy(c}) = 4.

Koliki bi bio medijan ovog skupa kada bi se medu podacima pojavio jedan
outlier? Koliki bi bio medijan ovog skupa kada bi umjesto podatka 5 stajao broj
10, a koliki da umjesto podatka 5 stoji broj 1007 Usporedite ove rezultate s onima
iz Primjera 2.1.

Medijan skupa A dobije se tako da se njegovi elementi najprije sortiraju.
Tada, ako skup A ima neparan broj elemenata, medijan je srednji element,
a ako skup A ima paran broj elemenata, medijan je bilo koji broj izmedu

dva srednja elementa. Primjerice?,

Med{3,1,4,5,9} = {4},
Med{—1,1,-2,2,—5,5,—9,9} = [-1,1],

ali med{3,1,4,5,9} =4 imed{-1,1,-2,2,-5,5,-9,9} € [-1,1].
Primjedba 2.1. Primijetite da se medijan skupa podataka A uvijek moZze
izabrati iz samog skupa A. To znaci da medijan kao reprezentant skupa
ujedno moze biti i element tog skupa, Sto nije slucaj kod aritmeticke sredine
kao majboljeg LS-reprezentanta. Ova cinjenica moze biti korisna u nekim
primjenama.

Primijetite takoder da se po 50% elemenata skupa A nalazi lijevo, od-
nosno desno od medijana skupa A.

Kao mjera rasprsenosti skupa podataka A oko medijana u statistickoj
literaturi [74, 75] koristi se Medijan apsolutnog odstupanja od medijana (engl.

4Medijan skupa A moze se izra¢unati primjenom Mathematica—naredbe: Median[]. Pri
tome, ako je medijan podataka interval, naredba Median[] daje poloviste tog intervala.
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Median of Absolute Deviations from Median (MAD)):

MAD A = 1.483 ;I{led la’ — med df|. (2.10)

]:17"'7m
Primjer 2.3. Relativnu velicinu elemenata skupa
A = {9.05, 2.83, 3.00, 3.16, 4.12, 3.00, 3.50}

mozemo bolje usporediti ako skup preslikamo na jedinicni interval [0, 1] po-
mocu linearnog preslikavanja

o(r) = =2 gdje je a = min A, b = max A. (2.11)

Dobivamo ¢(A) = {1.,0.,0.027,0.053,0.207,0.027,0.108}. Vidi se da je
a' € A znacajno najveéi element u skupu A.

Prema [74}], to egzaktnije mozemo ustanoviti tako da prema (2.10) naj-
prije odredimo MAD = 0.489 i novi skup

Jj=1,..,

={12.04, 0.67, 0.33, 0, 1.96, 0.33, 0.69}.

A={d'=|a"' — med af|/MAD: a € A}

Tada element a' € A za koji je a* > 2.5 smatramo ,jako striecim podatkom”

(outlier). Dakle, u ovom je slucaju samo prvi element a' = 9.05 outlier u
skupu A.

U statistickoj literaturi [12] uz pojam medijana vezu se i pojmovi donjeg
kvartila (element skupa A koji se nalazi na mjestu 1/4 sortiranih podataka)
i gornjeg kvartila (element skupa .4 koji se nalazi na mjestu 3/4 sortiranih
podataka). Koliki bi bio donji i gornji kvartil skupa podataka iz prethodnog
primjera?

2.1.3 Najbolji reprezentant tezinskih podataka

Ponekad je u praktiénim primjenama podacima potrebno dodijeliti tezine
(pondere). Na taj nacin svakom podatku pridruzujemo faktor utjecaja ili
ucestalost njegova pojavljivanja. Primjerice u Primjeru 3.8 [86, str. 30],
u kojemu se analizira problem pojave visokog vodostaja rijeke Drave na
mjernom mjestu Donji Miholjac, tezine podataka su visine vodostaja.

Definicija 2.3. Neka je d: R xR — Ry kvazimetricka funkcija. Najbolji re-
prezentant skupa podataka A = {a,...,a™} C R s odgovarajuéim tezinama
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Wi, ..., Wy > 0 u odnosu na kvazimetricku funkciju d je tocka ¢ € R u kojoj
se postize globalni minimum funkcije F: R — R,

m
F(z) = Z wid(z,a’), (2.12)
i=1
sto formalno zapisujemo na sljedeéi nacin:

m
¢* € argmin Z wid(x, a'). (2.13)
zeR i=1

Primijetite da za tocku globalnog minimuma ¢* € R vrijedi:

m m

F(z)= Zwid(x, at) > Zwid(c*, a’) = F(c), (2.14)
i=1 i=1

pri ¢emu jednakost vrijedi onda i samo onda ako je x = ¢*.
Slicno kao u slucaju podataka bez tezina, moze se pokazati da funkcija

m

Frs(z) = sz(l’ —a%)?.

i=1
postize jedinstveni globalni minimum u tocki

m
g = argminZwidLS(x,ai) =

z€R i1 i

NE

m
wiat, W = Zwi,
1 i=1

koju zovemo tezinska aritmeticka sredina [77].
U slucaju ¢1-metricke funkcije, funkcija (2.12) glasi:

Fl(x):Zwﬂx—ai], (2.15)
i=1

i postize svoj globalni minimum na teZinskom medijanu Med(w;, a’) skupa
(2

A, kao $to pokazuje sljedeca lema.

Lema 2.2. [77] Neka je I = {1,...,m} skup indeksa, a a* < --- < a™ skup

podataka s tezinama wy, ..., w, > 0. Oznacimo
14 m
Ji={vel: Y w< Y wl
i=1 i=v+1

a za J # 0, oznacimo vy = max J. Tada vrijedi:
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(i) Ako je J =0, (tj. w1 > Y ity w;), minimum funkcije Fy postiZe se u
tocki o* = al.

(i) Ako je J # 0 i 3270wy < 33, 1 wi, minimum funkcije Fy postize
se u tocki of = a¥ot1,

(iii) Ako je J # 0 i Y270 wy = YL,y wi, minimum funkcije Fy postiZe
se u svakoj tocki o* iz segmenta (a0, a0,

Dokaz. Primijetite da je na svakom od intervala

(—o0,al), [al,a?),..., [a™ 1, a™), [a™, o0)
funkcija Fj linearna funkcija s koeficijentima smjera redom d,,v =0, ..., m,
gdje je
m
do = — > wi,
i=1
174
d, = 'lei — Y wi=dy 1w, Fwypr, v=1,...,m—1,
1=
m
i=1
14
Ako je J = (), onda za svaki v = 1,...,m, lei -y qw > 01
1=

do < 0 < d,,. To znadi da je funkcija I} strogo padajuéa na (—oo, a') i strogo
rastuéa na (a', 00) i da svoj globalni minimum postize u tocki o* = a'.
Ako je J # (), primijetite da je vy = max{v € I: d, < 0}. Bududi da je

dys1 —dy = wyp1 +wyy2 >01dy <01idy >0, niz (dy) je rastudi i vrijedi:
do <di...<dy, <0<dpy41 < ... <dp. (2.16)

Ako je dy, <0, tj. D270 w; < 33, 11 w;, iz (2.16) zakljucujemo da je
funkcija Fy strogo padajuéa na intervalu (—oo,a”0™!) i strogo rastuéa na
intervalu (a"°*! o), pa zato svoj globalni minimum postize u tocki a* =
avott,

Ako je dy, = 0, tj. 3720 wi = Y%, 1wy, iz (2.16) zakljucujemo da je
funkcija Fy strogo padajuéa na (—oo, a?), konstantna na [a*?, a*0*] i strogo
rastuéa na (a*°*!, 00). Zato se minimum funkcije F1 u ovom slu¢aju postize
u svakoj tocki o* iz segmenta [, a0 1. O
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Dakle, najbolji ¢;-reprezentant skupa podataka s tezinama je tezinski
medijan Med(w;,a’). Primijetite da teZinski medijan takoder moze biti
(2
skup (segment realnih brojeva) ili samo jedan realni broj. Tezinski me-
dijan med(wj,a") je broj koji ima svojstvo da je suma tezinskih apsolutnih
(2

odstupanja do svih podataka minimalna:
Zwi\x—a’\ > Zwilmed(wi,az) —a', (2.17)
i=1 i=1 !

pri éemu vrijedi jednakost za x = med(w;, a’).
7
Sljededi korolar pokazuje da je Lema 2.1 specijalni slucaj Leme 2.2.

Korolar 2.1. Neka jea' < a? <...<a™, m > 1, skup podataka s teZinama
wy == wy, = 1. Tada:

(i) Ako je m neparan broj (m = 2k + 1), minimum funkcije Fy postize se

u tocki of = aFt1l,

(i) Ako je m paran broj (m = 2k), minimum funkcije Fy postize se u

svakoj tocki o* iz segmenta [a¥, a¥*1].

Dokaz. Najprije primijetite da je u ovom slucaju skup J iz Leme 2.2 uvijek
neprazan.
Ako je m = 2k + 1, prema Lemi 2.2 (ii) je

vo=max{v €l:2v—m <0} =max{v€l:v<k+3}=k,
dyy =dp =2k —m =2k -2k —1 <0,

$to znadi da se minimum funkcije F; postize u tocki a* = a**1,

Ako je m = 2k, prema Lemi 2.2 (iii) je

vw=max{rel:2v—m<0}=max{rel:v=~k} =k,
dy, = dj, = 2k —m = 2k — 2k = 0,

$to znac¢i da se minimum funkcije F; postize u svakoj tocki a* iz segmenta
[aF, a1, O

Odredivanje tezinskog medijana u opéem sluc¢aju vrlo je slozeni numericki
postupak [39, 77]. U stru¢noj literaturi postoje brojni algoritmi za njegovo
odredivanje [39].
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Primjer 2.4. TezZinski medijan skupa A C R s tezinama wy, ..., w, >0, u
slucaju kada su tezine w; cijeli brojevi, odreduje se slicno kao medijan skupa
podataka bez teZina. Medijan ovakvog skupa dobije se tako da najprije sorti-
ramo elemente skupa A s odgovarajucom frekvencijom pojavljivanja i nakon
toga odredimo srednji element. Primjerice, medijan skupa A = {3,1,4,5,9}
s tezinama 3,1,3,2,2 srednji je element u nizu

1,3,3,3,4,4,4,5,5,9,9.

U ovom slucaju, med A = 4. Koliki su donji 1 gornji kvartil skupa A?

2.2 Reprezentant podataka s dva obiljezja

Skup podataka s dva obiljezja obi¢no interpretiramo kao konacan podskup
A={a' = (z;,y)":i=1,...,a™} C R?, a geometrijski ga mozemo proma-
trati kao skup tocaka u ravnini. U sljede¢oj tocki dat ¢emo kratki povijesni
pregled trazenja najboljeg reprezentanta skupa podataka s dva obiljezja i
moguée primjene.

2.2.1 Fermat—Torricelli-Weberov problem
Neka su A, B,C € R? tri nekolinearne tocke u ravnini (vidi Sliku 2.3).

C

A
Slika 2.3: Fermatov problem

Problem odredivanja tocke c¢5 € R2, za koju je suma euklidskih udalje-
nosti do vrhova trokuta AABC minimalna, u struénoj literaturi naziva se
Fermatov problem.

Tocka ¢ naziva se geometrijski medijan tocaka A, B, C i moze se dobiti
[60] na presjeku tzv. Torricellijevih kruznica (vidi Sliku 2.4a) ili na presjeku
tzv. Simpsonovih pravaca (vidi Sliku 2.4b). Problem se takoder moze proma-
trati za razli¢ite kvazimetricke funkcije, i to u fizikalnom smislu (Torricellijev
problem) ili u ekonometrijskom smislu (Weberov problem) [30].

Specijalno, tocka ¢} ¢ € R? (vidi Sliku 2.3), za koju je suma LS-udaljenosti
(suma kvadrata euklidskih udaljenosti) do vrhova trokuta minimalna zove se
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centroid ili Steinerova toc¢ka (povezano s pojmom centra masa u fizici). Ge-
ometrijski gledano, to je teziste trokuta koje se dobije na presjeku tezisnica
trokuta (spojnice vrhova trokuta s polovistima nasuprotnih stranica).
Tocka ¢t € R? (vidi Sliku 2.3), za koju je suma ¢; udaljenosti do vrhova
trokuta A, B, C' minimalna, zove se medijan skupa tocaka {A, B,C'}.

(a) Torricellijeve kruznice (b) Simpsonovi pravci
1

Ko

K3

Slika 2.4: Fermatov problem

Opcenito, moze se promatrati konac¢ni skup tocaka iz R™ i proizvoljna
kvazimetricka funkcija d. Problem odredivanja najboljeg d-reprezentanta
blem optimalnog antenskog pokrivanja, problem diskretne mreze), javni
sektor (problem optimalnog pokrivanja), ekonomija (optimalna lokacija po-
trosackih centara), problem lokacije hubova, robotika, problem optimalne
asignacije, problem satne prognoze potrosnje energenata, itd. [30, 82].

2.2.2 Centroid skupa tocaka u ravnini

Neka je A = {a' = (z;,4:)7:4 = 1,...,m} C R? skup tocaka u ravnini.
Centroid ¢} ¢ skupa A rjesenje je optimizacijskog problema

m
argminZdLS(c, a'), (2.18)
ceR? ;4
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gdje je® drs(a,b) = d3(a,b) = |la—b||3. Tocka ¢} ¢ tocka je u kojoj se postize
globalni minimum funkcije

m

Frs(a,y) =) lle—a'll3 =) [z —2:)* + (y =)’ c=(a,9)".
i=1

=1

Funkcija Frg predstavlja sumu kvadrata euklidskih ¢5 udaljenosti tocaka
a' € A do neke tocke ¢ = (x,y)T u ravnini R2. Prema (2.6), str. 11 vrijedi:

m m m
Frs(zy) =Y [(—2)*+ (y— )] =D (2 —x:)>+ Y (7 —w)*, (2.19)
i=1 i=1 i=1
gdje je
1 & 1 i
T=— ina y=— Yi,
mis mia

pri ¢emu jednakost u (2.19) vrijedi onda i samo onda ako jez =z iy =1y.
Zato je rjesenje globalno optimizacijskog problema (2.18) centroid skupa
tocaka A koji se moze eksplicitno zapisati s ¢ ¢ = (z,7)7.

Dakle, centroid skupa tocaka A u ravnini je tocka Cija je apscisa aritme-
ticka sredina svih apscisa tocaka iz A, a ordinata aritmeti¢ka sredina svih
ordinata tocaka iz A.

Primjer 2.5. Zadane su tri tocke: a* = (0,0)T, a®> = (1,3.5)T i a® =

(14,2.5)T. Centroid skupa {a',a? a®} je tocka ¢ g = (5,2). Provjerite!

2.2.3 Medijan skupa tocaka u ravnini
Medijan skupa toéaka A = {a’ = (z;,y;)T: i =1,...,m} C R? rjesenje je
optimizacijskog problema
m .
argmin Z di(c,a"). (2.20)

ceR? i=1

To je svaka tocka u kojoj se postize globalni minimum funkcije

m m
Fi(wy) =" lle—a'li =3 (e —ail +ly—wil), = (@7
=1 i=1
*Bududéi da se u cijelom tekstu najvise koristi euklidska norma || - ||2, nadalje, ako ne

postoji moguénost nesporazuma, u tom slucaju jednostavno éemo pisati || - ||.
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Funkcija F; predstavlja sumu ¢; udaljenosti tocaka a’ € A do neke tocke
= (z,y)T u ravnini R%. Prema (2.8), vrijedi:

m

m m
Fi(ay) = 3 (lo—ail+ly—uil) = 3 | meday—zil+ " [ med gy, (2:21)
=1 =1 =1

pri ¢emu jednakost u (2.21) vrijedi onda i samo onda ako je x = ml?d T

iy = mlsd yk. Zato je rjeSenje globalno optimizacijskog problema (2.20)

medijan skupa tocaka A koji se moze eksplicitno zapisati s

(m}sd Tk, mked ue)L. (2.22)

Dakle, medijan skupa tocaka A u ravnini je tocka ¢ija je apscisa medijan
svih apscisa tocaka iz A, a ordinata medijan svih ordinata tocaka iz A.
Primijetite da medijan skupa A moze biti jedna tocka, segment ili ¢itavi
pravokutnik.

Primjer 2.6. Zadane su tri tocke: Ay = (0,0)T, Ay = (1,3.5)T7 i A3 =
(14,2.5)T. Medijan skupa {A1, Az, A3} je tocka ¢t = (1,2.5)T. Provjerite!

Primjer 2.7. Medijan skupa A = {(1,1)7,(1,3)7,(2,2)T,(3,1)7,(3,4)7,
(4,3)T} w ravnini je bilo koja tocka iz kvadrata [2,3]x[2, 3] (mdz Sliku 2.5) jer
je medijan apscisa podataka med{1,1,2,3,3,4} € [2,3], a medijan ordinata
podataka med{1,3,2,1,4,3} € [2,3].

4 °
3 ° °
2 °
1 ° °
1 2 3 4

Slika 2.5: Medijan skupa A = {(1,1)T, (1,3)7,(2,2)T,(3,1)T, (3,4)T, (4,3)T}

Zadatak 2.5. Promijenite poziciju polozaja samo jedne tocke tako da me-
dijan skupa tocaka A iz prethodnog primjera bude tocka, segment ili pravo-
kutnik.
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2.2.4 Geometrijski medijan skupa tocaka u ravnini

Geometrijski medijan ¢* skupa A = {a* = (z;,9:)T:i=1,...,m} CR?
rjesenje je optimizacijskog problema

m
¢* = argmin Z da(c, at). (2.23)
cER2 i=1

Tocka ¢* tocka je u kojoj se postize globalni minimum funkcije

Bey) =Y lle—alls=3 @ - w2+ -2 c= (0,97 (2.29)
=1 =1

Funkcija F, predstavlja sumu euklidskih /5 udaljenosti tocaka a’ € A do
neke tocke ¢ = (z,y)? u ravnini R? i ne moze se separirati po varijablama z
iy kao u prethodnim sluc¢ajevima. Zato se rjeSenje globalno optimizacijskog
problema (2.23) ne moze eksplicitno zapisati.

Primjer 2.8. Zadane su tri tocke a' = (0,0)T, a®> = (1,3.5)T i a3 =
(14,2.5)". U cilju pronalazenja geometrijskog medijana treba rijesiti slje-
decéi optimizacijski problem:

argmin Fy(z,y),
(z.y)T €R?

Fye,y) = \Ja? + 2 + /(@ — 12+ (y — 3.5)2 + /(@ — 14)2 + (y — 2.5)2.

Ovaj optimizacijski problem mozemo rijesiti primjenom programskog sustava
Mathematica. Najprije definiramo funkciju

In[1]:= F2[x_, y_]:= Sqrt[x~2 + y~2] + Sqrt[(x-1)"2 + (y-3.5)"2]
+ Sqrt[(x-14)"2 + (y-2.5)"2]

Problem mozemo pokusati rijesiti kao problem globalne optimizacije pozivanjem
Mathematica-modula

In[2]:= NMinimize[F2[x, y], {x, y}]

Prema [116], modul NMinimize [] neki puta moZe pronaéi samo lokalni minimum.
U tom slucaju problem mozemo pokusati rijesiti kao problem lokalne optimizacije,
i to pozivanjem Mathematica-modula

In[2] := FindMinimum([F2[x, y], {x, 1}, {y, 2}]

uz primjenu dobre pocetne aproksimacije bliske rjesenju. U ovom primjeru dobi-
vamo ¢ = (1.51827,2.5876)7 .
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Primjedba 2.2. Najpoznatiji algoritam za traZenje geometrijskog medijana
rjesavanjem optimizacijskog problema (2.23) je tzv. Weiszfeldov algoritam
(vidi primgerice [44, 97]). To je iterativni postupak koji je nastao kao speci-
jalni slucaj metode jednostavnih iteracija za rjesavanje sustava nelinearnih
jednadzbi.

Odredimo najprije obje parcijalne derivacije funkcije (2.24) i izjednacimo
th s nulom:

0F,
— 0’
O Z 7 lle— a’llz Z 7 lle— azllz Z 7 lle— a’llz
0F; Y—Y
dy Z <Jle—ailly ~ Z 7 lle— alllz Z IIC—alllz
sto mozZemo zapisati kao:
gdje je: - .
L Yi
PIR pmr X ooz
Clay) =% ——— Yy =%F— (2.26)
X o=aTs X oz

Ako izaberemo neku pocetnu aproksimaciju (xo,yo) € conv(A) iz konvek-
sne ljuske skupa A, onda sustav (2.25) mozemo rjesavati metodom sukcesiv-
nih iteracija

Tp1 = P(r,yk),  Yr+1 = V(zg,yk), k=0,1,... (2.27)

Analogno Definiciji 2.3, str. 15 u slu¢aju podataka iz R? takoder se mogu
definirati tezinska aritmeticka sredina, tezinski medijan i tezinski geometrij-
ski medijan skupa podataka A (vidi [77, 81]).

Primjer 2.9. Skup podataka A C R? u ravnini definiran je na sljedeéi nacin:

In[1]:= SeedRandom[13]
sig = 1.5; m1 = 50; cen = {4,5};
podT = Table[cen + RandomReal [NormalDistribution[0, sig], {2}],
{i, mi1}];
podW = RandomReal[{0, 1}, ml];

Svakom podatku prikazanom na Slici 2.6 pridruZena je teZina proporci-
onalna velicini kruzica. Na Slici 2.6 zelenom zvjezdicom oznacen je centroid,
crvenom medijan, a plavom geometrijski medijan podataka.
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Slika 2.6: TeZinski reprezentanti skupa A

Zadatak 2.6. Zadan je skup A = {(z;,y;)T € R?:i=1,...,10}, gdje je

i1 23456789 10
2|9 6 8 1 1 4 43 9 10
yi|5 55 25 8 18 8 4

Nacrtajte skup A u koordinatnoj ravnini i odredite centroid, medijan i ge-
ometrijski medijan ovog skupa.
Uputa: Posluzite se nize navedenim Mathematica-programom.
In[1]:= SeedRandom[2]
A = RandomInteger[{1, 10}, {10, 2}]
ListPlot[A, ImageSize -> Small]
Print["Centroid = ", Mean[A]]
Print["Medijan = ", Median[A]]
Psilx_, y_] := Sum[Norm[{x, y} - A[[i]l]], {i, Length[A]}]
Print ["Geometrijski medijan:"]
NMinimize[Psilx, yl, {x, y}]

RjeSenje: ci ¢ = (5.5,5.1)T, ¢ = (5,5)T, ¢5 = (6,5)7.

2.3 Reprezentant podataka s vise obiljezja

U prakticnim primjenama podaci mogu imati veéi broj obiljezja kao Sto
je spomenuto na pocetku Uvoda, str.1, gdje je i navedeno nekoliko takvih
primjera. Buduéi da broj obiljezja podataka predstavlja njihovu dimenziju
n > 1, bit ¢e potrebno znati odrediti reprezentant i za podatke proizvoljno
visoke dimenzije.

Pretpostavimo da je zadan skup tocaka A = {a’' = (a},...,a})T €
R™: 4 =1,...,m}. Treba odrediti tocku koja ¢e sto bolje reprezentirati taj
skup.
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Definicija 2.4. Neka je d: R™ x R™ — Ry kvazimetricka funkcija. Najbolji
reprezentant (centar ¢* € R") skupa A C R™ u odnosu na kvazimetricku
funkciju d je

m

c¢* € argmin »_ d(c,a"). (2.28)
ceR™ =1

Tocka c* € R™ tocka je globalnog minimuma funkcije F': R™ — R, zadane s
F(c)=>_d(c,a"). (2.29)

Specijalno,

(a) u slucaju LS-kvazimetricke funkcije, najbolji reprezentant skupa A je
centroid (teziste) skupa

m m m
g = argminz drs(c,a’) = argminz e —a'||3 = % Z al,
ceR™ =1 ceR™ o3 i=1

a odgovarajuca minimizirajuca funkcija glasi:
m .
Frs(e) =) _lle—a'l3;
i=1

(b) uslucaju ¢1-metricke funkcije, najbolji reprezentant skupa A je medijan
skupa

m
c1 =meda’ = (medat,... ,medafl)T € Med A = argmin » _ [[c—a’|1,
K3 2 K3 cERM i—1

a odgovarajuca minimizirajuéa funkcija glasi:

m
Fi(e)=)_lle—adll.
i=1
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2.3.1 Reprezentant tezinskih podataka

Definicija 2.5. Neka je d: R™ x R®™ — R,y kvazimetricka funkcija. Naj-
bolji reprezentant skupa A C R™ s teZinama wi,...,wy > 0 u odnosu na
kvazimetricku funkciju d je

m
¢* € argmin Z w;d(c, a’). (2.30)
ceR” i=1

Tocka c* € R™ tocka je globalnog minimuma funkcije F': R™ — R4 zadane s

F(c) = Zwid(c, at). (2.31)
i=1

(a) Specijalno, ako je d LS-kvazimetricka funkcija, najbolji reprezentant

skupa A s tezinama wy, ..., w,, > 0 je tezinski centroid (teziste) skupa
clg = argminZwidLS(c, a') = argminZwiHc —d'|3 = % Zwia’, tj.
cER™ =1 ceR™ o i=1
m A \T
Cig = (% Z wiaj, ..., % Z wm%) [po koordinatamal, (2.32)
i=1 i=1

m
gdje je W = > w;, a odgovarajuc¢a minimizirajuc¢a funkcija glasi:
i=1

Frs(c) =Y _wille —a'||3; (2.33)
i=1

(b) Ako je d, ¢1-metricka funkcija, najbolji reprezentant skupa A s tezi-

nama wi, ..., Wy > 0 je tezinski medijan skupa
¢ =med(w;, ') = (med(w;, al), . .. ,med(wi,a%))T € Med A
7 (2 7
m .
:argminZwiHc—aZHl, (2.34)
cER™ =1

a odgovarajuca minimizirajuca funkcija glasi:

Fi(c) => wilc - a’||1. (2.35)
i=1
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Naime, vrijedi:

n

= iwi‘c—ai’h = sz(z ek — ak|)

=1 i=1
n m n m .
= Z (sz\ck — ak]) = ZZwi]ck — ay,|
k=1 =1 k=11i=1
n m m n
> Zszlmed w],a,g —al| = Zsz\med w],ak,) at|
k=1i=1 i=1 k=1

willef = a'lly = F(e}),

e

=1
gdje je med(wj, ai) tezinski medijan podataka {a},...,a"} s tezinama
J
Wi,y .-y Wiy > 0.

Zadatak 2.7. Slicno kao sto je pokazano za teZinski medijan, pokaZite da
funkcija Frs zadana s (2.33) postize svoj globalni minimum na teZinskom
centroidu ¢} ¢ zadanom s (2.32).

2.4 Reprezentant periodicnih podataka

Problem odredivanja najboljeg reprezentanta skupa podataka u sluc¢aju po-
java koje pokazuju periodi¢nost u ponasanju takoder je c¢esto prisutan u
literaturi [62]. Temperatura zraka na nekom mjernom mjestu tijekom go-
dine, vodostaj rijeke na nekom mjernom mjestu, seizmicke aktivnosti tijekom
vise godina na nekom podrucju, koli¢ina svjetla tijekom dana, itd. primjeri
su takvih pojava. Matematicki gledano, treba promatrati skup tocaka A
na kruznici. Naime, ako bismo takav skup podataka prikazali kao ranije na
brojevnom pravcu, onda bi primjerice podaci s pocetka i kraja iste godine
bili medusobno daleko, a zapravo pripadaju istom godisnjem dobu. I za ta-
kav skup treba definirati kvazimetricku funkciju i odrediti centar podataka.

Primjer 2.10. Neka tocke t; € A predstavljaju pozicije male kazaljke na
satu s 12 oznaka (vidi Sliku 2.7a). Funkciju koja ée pokazivati udaljenost na
ovom skupu definirat cemo kao proteklo vrijeme od trenutka t1 do trenutka
to:
d(tl, ):{tQ—tl, ako t1§t2'
12+(7f2*t1), ako t1 > toy
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Udaljenost d(t1,t2) predstavlja proteklo vrijeme na satu od trenutka
“t1” do trenutka “to”. Primjerice: d(2,7) =5, ali d(7,2) = 12+ (=5) = T.
Primijetite da ova funkcija nema svojstvo simetri¢nosti.

(a) Sat (b) Jedini¢éna kruznica
12
Ax(ta) ts
t2
3
9 3
Asz(t3)
Az (t2)
6

Slika 2.7: Skup podataka na kruznici

Primjer 2.11. Neka tocke t; € A predstavijaju pozicije male kazaljke na
satu s 12 oznaka (vidi Sliku 2.7a). Funkciju koja ée pokazivati udaljenost
na ovom skupu definirat éemo kao duljinu vremenskog intervala od trenutka
t1 do trenutka to:

d( t)— |t2—t1|, ak0|t2—t1\§6
PR \2 - b~ ], akolts—t] > 6

Udaljenost d(t1,t2) predstavlja duljinu vremenskog intervala na satu s 12
oznaka od trenutka “t1” do trenutka “to”. Primjerice, d(2,9) =12—-7=5
id(2,7) =7—2=>5. Provjerite je li ovako definirana funkcija metrika na
skupu A.

2.4.1 Reprezentant podataka na jedinicnoj kruznici

Opéenito, neka je zadan skup podataka (T;,w;), i = 1,...,m, gdje je T;,
trenutak unutar M > 1 sukcesivnih godina u kojemu se promatrana pojava
dogodila, a w; > 0 neka je intenzitet te pojave u trenutku 7;. Vremenski
trenuci 7; mogu biti dani (primjerice, kod podataka o vodostaju neke rijeke
na nekom mjestu), sati (temperature zraka na nekom mjestu) ili sekunde
(trenuci potresa). Zelimo identificirati moment u godini u kojemu je ta
pojava najprisutnija.

Ako se trenuci T1,...,T,, promatraju kao obi¢ni vremenski niz, onda
bi primjerice podaci s pocetka i kraja iste godine bili medusobno daleko,
a zapravo pripadaju istom godisnjem dobu. Zato najprije svakoj godini
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pridruzujemo interval duljine 27, a nizu od M sukcesivnih godina interval
[0,27M]. Na taj nacin niz Th,...,T,, prelazi u niz 17, ...,T,, € [0,27M].

Bududéi da je u nasem razmatranju vazan samo trenutak u godini, a ne i
godina u kojoj se pojavljuje podatak, onda ¢emo umjesto niza (7}) definirati
novi niz ¢; € [0,27], i =1,...,m, gdje je:

t; = 2nT}(mod 2m), i=1,...,m, (2.36)

(ostatak pri dijeljenju broja 27T} s 27). Brojt; € [0, 27| predstavlja trenutak
u godini koji je od 1. sije¢nja ,,udaljen” Qt—;r dijela godine.
Pomoc¢u niza (2.36) definiramo skup podataka

A= {a(t;) = (cost;,sint;)T e R?*: t; €[0,2n],i=1,...,m} C K, (2.37)

gdje je K = {(z,y)" € R?: 22 + y?> = 1} jedini¢na kruznica sa sredistem u
ishodistu pravokutnog koordinatnog sustava.

U sljedetoj lemi definirana je metrika na jedini¢noj kruznici i dana su
njena osnovna svojstva (vidi takoder [45, 54]).
Lema 2.3. Neka je K = {a(t) = (cost,sint)T € R?: t € [0,27]} jedinicna
kruznica sa sredistem w ishodistu koordinatnog sustava. Funkcijo di: K X
K — Ry zadana s:

t1 — 2], ako |t1 — tg <,
drc(altr),a(tz) = 1772 t= b (238)

27T—|t1—t2|, ako |t1—t2‘>71‘,

metrika je na K i mozZe se takoder zapisati na sljedeci nacin:
di(a(t),a(te)) =m — ||t —to| — 7|, t1,t2 € [0,27]. (2.39)

Dokaz. Direktnom provjerom lako je vidjeti da su (2.38), odnosno (2.39),
ekvivalentni oblici funkcije di. Pokazimo da je dx metrika na K.

Najprije pokazimo da je dx (a(t1),a(t2)) > 0, za sve t1,t3 € [0, 27]. Neka
je t1,to € 10, 2m]. Vrijedi:

0§’t1—t2|§271’ = —7T§|t1—t2‘—ﬂ'§7r = Htl—t2|—ﬂ'|§ﬂ'
= dK(a(tl),a(tQ)) =T — Htl —t2’ —71" > 0.

Takoder vrijedi dg (a(t1),a(t2)) = 0 < t; = to. Naime, iz t; = tg slijedi
di(a(t1),a(t2)) = 0. Obrnuto, ako je di(a(t1),a(t2)) = 0, vrijedi

m=||t1 —ta] — 7|. (2.40)
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Ako je [t; —ta| — 7 <0, onda iz (2.40) slijedi m = m — |t1 — t2|, odakle slijedi
t1 = to. Ako je |t; — ta] — ™ > 0, onda iz (2.40) slijedi © = |t; — to| — 7, iz
Cega slijedi 2m = |t1 — t2|, a to je mogucée onda i samo onda ako t; = ts.
Konacno, vrijedi di (a(t1),a(t2)) < dx(a(t1),a(ts)) + dx(a(ts), a(t2)) za
sve t1,to,ts € K. Pri tome, ako a(ts) lezi na luku izmedu a(t1) i a(ta),
vrijedi jednakost. U suprotnom vrijedi stroga nejednakost. O

Koristeé¢i metriku (2.38) tj. (2.39), mozemo definirati najbolji reprezentant
skupa A na jedini¢noj kruznici.
Definicija 2.6. Najbolji reprezentant skupa A = {a(t;) € K: t; € [0,27],i =
1,...,m} s tezinama wy,...,wy > 0 u odnosu na metriku dg definiranu s
(2.38), odnosno (2.39), je tocka c*(t*) = (cost*,sint*)! € K, gdje je:

t* = argminZwidK(a(T), a(t;)), a(t) = (cost,sinT)! € K,  (2.41)
T€[0,27] i=1

tj. t* € [0, 27] tocka je u kojoj funkcija ®: [0,27] — Ry zadana s:

O(1) = ZwidK(a(T),a(ti)) (2.42)
i=1

postize svoj globalni minimum.

Primijetite da funkcija ® nije konveksna ni diferencijabilna i opéenito

moze imati viSe lokalnih minimuma. Za rjesavanje GOP (2.41) mozemo
primijeniti optimizacijski algoritam DIRECT [38, 46, 85].
Primjer 2.12. Neka je tq, ..., t, konacni niz slucajnih brojeva iz N'(4,1.2).
Definirajmo skup podataka A = {a(t;) = (cost;,sint;)T € R?:i=1,...,m}
s tezinama w; > 0,4 = 1,...,m. Skup A oznacen je crnim tockicama na
Slici 2.8a, a funkcija 7 — dg(a(7),a(t1)) © odgovarajuca funkcija ® prika-
zane su na Slici 2.8b 1 Slici 2.8c.

2.4.2 Burnov dijagram

Za graficko prikazivanje periodi¢nih pojava zgodno je koristiti tzv. Bur-
nov dijagram (vidi primjerice [98]). Neka tocka 7' na Burnovom dijagramu
prikazana je kao T = r(cost,sint)?, gdje je t mjera kuta u radijanima kojeg
zatvara radij vektor tocke T' s pozitivnim smjerom apscise, a r udaljenost
tocke T' do ishodista koordinatnog sustava.
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(a) Podaci (b) 7 — dg(a(1),a(ty)) (¢) T ®(7)
A

/2

a(ts)

@]

0 /2 x o 2 ' /2 x

ol
¥

Slika 2.8: Podaci i udaljenost na jedini¢noj kruznici

Primjer 2.13. Na Slici 2.9a prikazane su lokacije potresa u okolici Osijeka
od 1880. godine. Tocke na Burnovom dijagramu (Slika 2.9b) identificiraju
pojedine potrese, tako da udaljenost od ishodista odgovara godini kad se po-
tres dogodio, pozicija na kruZnici trenutak u godini, a velicina tocke odgo-
vara magnitudi. Na Slici 2.9 vidi se da se posljednji jaci potres u neposred-
noj okolici Ostjeka dogodio krajem zime 1922. godine na geografskoj poziciji
(18.8,45.7) (u blizini mjesta Lug, dvadesetak kilometara sjeveroistocno od
Osijeka) i da je imao magnitudu 5.1.

a) Lokacije potresa b) Vremenska distribucija potresa
oot
seml
..
19501 ° ®
460 % . “ .
-+ 8 ° 1920
1&‘ ‘"—‘(J—_._.uﬂ_m_,_r”f“ﬂ n.% . . .
/ & -
e -
X = .
R ° - P\ .
e .. -
h««ﬁ‘_“‘wwwa@u f
450 {\—E\f
Ml 5 180 185 190 19!

Slika 2.9: Potresi u okolici Osijeka od 1880. godine



Poglavlje 3

Grupiranje podataka

Definicija 3.1. Neka je A = {a® € R": i = 1,...,m} skup koji sadrzi
m > 2 elemenata. Rastav skupa A na 1 < k < m disjunktnih nepraznih
podskupova 71, ..., Ty, takvih da je

k
U?Tj:.A, N =0, 1r#s, Tl >1, j=1,...,k (3.1)
j=1

zovemo k-particija skupa A i oznacavamo s II = {my,...,m}. Elemente

particije zovemo klasteri, a skup svih particija skupa A sastavljenih od k
klastera koje zadovoljavaju (3.1) oznacavamo s P(A;k).

Nadalje, kad god budemo govorili o particiji skupa A, podrazumijevat
¢emo da je ona sastavljena od ovakvih podskupova skupa A. Sljedeéi teorem
daje broj svih particija skupa A iz Definicije 3.1.

Teorem 3.1. Broj svih particija skupa A sastavljenih od k klastera jednak
je Stirlingovom broju druge vrste

1 & (kK
[P(AR) =5 > o (=1)k ( >]m (3.2)
| &

J
U dokazu Teorema 3.1 koristit ¢emo poznatu formulu ukljudivanja isklju-
¢ivanja zapisanu u sljedec¢oj lemi.
Lema 3.1. (Formula ukljucivanja iskljucivanja) Neka su X1, ..., Xy podsku-

povi konacnog skupa X. Broj elemenata od X koji ne pripadaju niti jednom
od podskupova X1, ..., X jednak je

k
fx
=1

=1X[- > X+ Y IXinXj| 4+ (DX NN Xl
1<i<k 1<i<j<k

33



34 Grupiranje podataka

Umjesto dokaza Leme 3.1 pokazimo sljedecu ilustraciju. Promatramo
skup X sa 16 elemenata i tri njegova podskupa: X; (7 elemenata u crvenoj
kruznici), Xo (7 elemenata u plavoj kruznici) i X3 (8 elemenata u zelenoj
kruznici) prikazane na Slici 3.1a. Presjeci X1 N X5 i X; N X3 imaju po 4
elementa, a presjek XoN X3 ima 5 elemenata (vidi Slike 3.1b, ¢, d). Konacno,
presjek X1 N X9 N X3 ima 3 elementa (vidi Sliku 3.1a). Zato je

X1 N X2 1 Xal =X = (1Xa] + [Xe| 4+ [Xa]) + (X2 0 Xa| + | X1 0 X + [ X2 1 X))
— X1 N X2 N X3
=16—(7T+7+8)+(4+4+5)—3=4.

(C) X1 NXs (d) XoN X3
10
b °
sf o o \eo
6 o\®e /o
° <%
°
2 ° .

0 . . . . . .
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12

Slika 3.1: Broj elemenata skupa X koji ne pripadaju niti jednom od podskupova
Xla X27 X3

Dokaz. (Teorema 3.1) Zbog jednostavnosti, a bez gubitka opéenitosti, pret-
postavimo da je A = {1,...,m}, a njegova k-particija II*) = {my, ... m},
gdje su m; C A neprazni disjunktni podskupovi skupa A. Oznac¢imo broj
svih ovakvih particija skupa A s |P(A; k)| i definirajmo funkcije f: A — J,
J=A{1,...,k}, formulom

f(x) =4, akojex emy.

Ovakvih funkcija ima |P(A; k)|, a permutiramo li ovih k skupova 1, ..., 7,
dobivamo ukupni broj svih surjekcija iz A na J:

KU P(A; ). (3.3)

Broj svih surjekcija iz A na J mozemo izra¢unati i na drugi naéin tako
da od broja svih funkcija iz A u J oduzmemo broj funkcija iz A u J koje
nisu surjekcije.

Neka je X skup svih funkcija iz A u J. Broj | X| jednak je broju svih
varijacija s ponavljanjem k-tog razreda od m elemenata: k™.

Funkcija iz A u J nije surjekcija ako:
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1. u slici nema jednog od elemenata iz J. Skup X; svih takvih funkcija,
koje u slici nemaju element ¢ € J ima (k—1)™ (broj svih varijacija s
ponavljanjem od m elemenata (k—1)-og razreda). Skup svih takvih
funkeija Uy <;<; X; ima (§)(k—1)" elemenata,

2. u slici nema jednog od parova medusobno razli¢itih elemenata iz J.
Skup Uy <« j<x(XiNXj) svih takvih funkeija ima (g) (k—2)™ elemenata
(broj svih varijacija s ponavljanjem od m elemenata (k — 2)-og razreda
za svaki od medusobno razli¢itih parova elemenata skupa J),

itd.
Funkcija iz X je surjekcija ako i samo ako ne lezi niti u jednom od
k
skupova X1, ..., X}, odnosno onda i samo onda ako pripada skupu ﬂ X;.
i=1

Koristeéi Lemu 3.1 dobivamo broj svih surjekcija skupa A na J:

k
nx
i=1

=1Xl= ¥ I+ X IGOX 4+ (CDRX N0 X
1<i<k 1<i<j<k

=™ — (T)(k—1)m+ <§>(k—2)m+---+(—1)k<:>(/c—k)m
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Izjednacavajuéi ovu formulu s (3.3), dobivamo trazenu formulu (3.2). O
Specijalno, iz Teorema 3.1 dobivamo:

zak=2: |P(A;2)
zak=3: |P(A;3)

2" —2)=2"""-1,
(1 _om oy 3m‘1) .

Il
N|— D=
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Primjer 3.1. Broj svih k-particija skupa A koje zadovoljavaju Definiciju 3.1
moze biti ogroman. Za m = 5,10,50,1200,10% { k = 2,3,4,5,6,8,10 pri-
blizni broj svih k-particija skupa A prikazan je u Tablici 3.1.

~[PAK) | k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=8 k=10

m=>5 15 25 10 1 - - —
m =10 511 9330 34105 42525 22827 750 1
m = 50 10*° 1023 10%° 1033 1036 10 1044
m = 1200 10361 10572 10721 10837 10931 101079 101193
m = 106 10301030 10477120 10602058 10698968 10778148 10903085 10106

Tablica 3.1: Priblizni broj k-particija u ovisnosti o broju m elemenata skupa A i
broju k klastera

Primjer 3.2. Zadan je skup A C R? prikazan na Slici 4.6a, str. 78, koji
sadrzava m = 1200 elemenata. U Tablici 3.1 moZe se vidjeti pribliZzan broj
svih njegovih k-particija s k = 2,3,4,5,6,8 i 10 klastera.

Ako uvedemo kriterij da je bolja particija ona c¢iji su klasteri kompakt-
niji i bolje razdvojeni, onda bismo mogli postaviti pitanje globalno optimalne
(najbolje) particije.

3.1 Optimalna k-particija

Kad bismo uveli neku kvazimetricku funkciju d: R™ x R™ — R, onda bismo
mjeru kompaktnosti i dobre razdvojenosti klastera u nekoj particiji II s k
klastera mq, ..., m, mogli definirati na sljede¢i nacin:

1. U svakom klasteru 7; odredimo centar ¢; € argmin Y. d(z,a’),
z€ER™  qgiem;

2. Za svaki klaster m; odredimo ukupno ,rasipanje” (suma udaljenosti

tocaka klastera m; do centra ¢;) F(r;) = > d(cj,a’),
atem;

3. Zbroj svih vrijednosti F(m;) po svim klasterima daje mjeru kompak-
tnosti i dobre razdvojenosti klastera u particiji i predstavlja funkciju
cilja u ovom optimizacijskom problemu (vidi (3.5)).

Na Slici 4.6, str. 78, mozemo vidjeti po jednu particiju s k = 2,3,4,5,6,7
i 8 klastera i odgovarajuce vrijednosti LS-funkcije cilja. Primijetimo da se



Klaster analiza i prepoznavanje geometrijskih objekata 37

povecanjem broja klastera smanjuje vrijednost funkcije cilja. Primjerice, na
Slici 4.6¢ prikazana je jedna od mnogobrojnih (vidi Tablicu 3.1) 3-particija
skupa A. Na njoj funkcija cilja Frg postize vrijednost 19860. Opravdano
je postaviti pitanje je li to i najbolja 3-particija, tj. moze li se pronaéi neka
druga 3-particija s nizom vrijednosti funkcije cilja?

Opcenito bismo mogli postaviti barem nekoliko sljedeéih pitanja:

1. Je li navedena funkcija cilja najprikladnija za ovaj primjer?
2. Koliki je najprikladniji broj klastera u particiji?

3. Imaju li particije prikazane na Slici 4.6, str. 78 najnize vrijednosti
funkcije cilja od svih mogucéih particija s tim brojem klastera?

Iz navedenog primjera vidi se da odgovori na postavljena pitanja nece
biti jednostavni. Pitanje izbora funkcije cilja kao i pitanje najprikladnijeg
broja klastera u particiji zadire u prethodnu statisticku analizu podataka.
U ovom ¢emo udzbeniku za definiranje funkcije cilja uglavnom koristiti LS-
kvazimetricku funkciju i £1-metricku funkciju. Izborom najprikladnije par-
ticije sa sferi¢nim klasterima bavit ¢emo se u tocki 5, str. 87, izborom naj-
prikladnije particije s elipsoidnim klasterima u tocki 6.5, str. 114, a izborom
najprikladnije fuzzy-particije u tocki 7.4.

Odmah treba re¢i da problem trazenja optimalne particije spada u NP-
teske probleme [59] nekonveksne optimizacije opcenito nediferencijabilne
funkcije vise varijabli, koja najc¢eSée posjeduje znacajan broj stacionarnih
tocaka. Trazenje optimalne particije opéenito neée biti moguce provesti
pretrazivanjem ¢itavog skupa P(A; k). U ovom udzbeniku bavit ¢emo se
trazenjem optimalne particije sa sfericnim klasterima u tocki 4, str. 67, tra-
zenjem optimalne particije s elipsoidnim klasterima u tocki 6.4, str. 108 i
trazenjem optimalne fuzzy-particije u tocki 7, str. 117.

Opcenito, ako je d: R” x R" — Ry, Ry = [0, +00) neka kvazimetricka
funkcija (vidi tocku 2, str. 9), onda svakom klasteru m; € II mozemo pridru-
ziti njegov centar

¢; € argmin Z d(z,a). (3.4)
zeR? a€m;
Kvaliteta particije odredena je vrijednoséu funkcije cilja F: P(A; k) — Ry,
koja se obi¢no definira kao suma udaljenosti do centra klastera po svim
klasterima. U tom smislu, globalno optimalnom k-particijom (k-GOPart) sma-
tramo rjesenje sljedeceg globalno optimizacijskog problema (GOP):

k
argmin F(II),  F(II)=>_ > d(cj,a). (3.5)

[TeP(Ajk) j=1a€m;
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Teorem 3.2. Povecanjem broja klastera u particiji vrijednost funkcije cilja
F se ne povecava.

Dokaz teorema vidi na str. 65.

3.1.1 Princip minimalnih udaljenosti i Voronoijev dijagram

Princip minimalnih udaljenosti (vidi Algoritam 3.1, str. 39 ili (3.39), str. 58)
usko je povezan s tzv. Voronoijevim dijagramom ili Dirichletovom teselacijom
(vidi primjerice [3, 66, 116]).

Neka je d obi¢na euklidska udaljenost u ravnini. Pogledajmo najprije
slucaj k = 2 klastera s centrima cp, ¢ u ravnini R2. Svi elementi a € A C R?
koji leze na simetrali o(c1, c3) segmenta ¢1¢z jednako su udaljeni od centara
c1, ¢ € R%. Simetrala o(c1,c2) okomita je na segment ¢icg dijeli ravninu R2
na dvije poluravnine — Voronoijeva podrudja:

VR(c)) = {z € R?: d(c1, ) < d(ca, )},
VR(c2) = {x € R?: d(cy,2) > d(ca,z)}.

Simetrala o predstavlja Voronoijev dijagram skupa centara {ci,co} (vidi
Sliku 3.2a).

(a) k=2 (b) k=3 (c) k=6

C3

C1 C2

c2
Slika 3.2: Princip minimalnih udaljenosti i Voronoijev dijagram

U sluéaju k& = 3 klastera s centrima ci,c2,c3 u ravnini R? simetrala
o(c1,c) segmenta ¢1¢; definira dvije poluravnine M (cy, ¢a), M(co,c1), si-
metrala o(c1,c3) segmenta ¢ic3 definira poluravnine M(cq,c3), M(cs,c1),
a simetrala o(cg,c3) segmenta ¢zcz definira dvije poluravnine M (ca,c3),
M (es, c2). Voronoijeva podrudja s centrima ¢y, ¢2, s definirana su s:

VR(Cl)
VR(CQ)
VR(Cg)

M(er,c2) N M(eq,c3),
M (ca,c1) N M(ca,c3),
M(c3,c1) N M(cs, c2),



Klaster analiza i prepoznavanje geometrijskih objekata 39

a Voronoijev dijagram centara cy, ¢, c3 (vidi Sliku 3.2b) s:

V(Cl, Co, 03) = (VR(Cl) N VR(CQ)) U (VR(Cl) N VR(Cg)) U (VR(CQ) N VR(Cg))

Opcenito, u slucaju k klastera s centrima cy, ..., ¢k, Voronoijeva podru-
¢ja definirana su kao:

VR(cj) = [ M(cj,cs), j=1,....k,
s#]
dok je Voronoijev dijagram definiran kao unija presjeka zatvaraca svih pa-
rova Voronoijevih podrucja:

Vet .. k) = |J VR(cj) N VR(cs).
57
Primijetite da se klaster 7(c;) dobiven principom minimalnih udaljenosti
(3.39) nalazi u Voronoijevom podrucju V R(c;) ograni¢enom Voronoijevim
dijagramom.
Sliéno se definira i Voronoijevo podrucje i Voronoijev dijagram za k > 3
(vidi Sliku 3.2c dobivenu koristenjem programskog sustava Mathematica).

Zadatak 3.1. Definirajte i nacrtajte Voronoijeve dijagrame za slucaj €1 i
Lo metrickih funkcija.

Zadatak 3.2. Odredite Voronoijev dijagram u slucaju k = 3 razmatrajuci
trokutu A(c1,ca,c3) opisanu kruznicu. MozZe li se ovakvo razmisljanje pri-
majeniti © u slucaju k > 3%

3.1.2 k-means algoritam I

Ne postoji metoda koja bi uspjesno rijesila GOP (3.5). Ipak, postoji dobro
poznati k-means algoritam koji daje lokalno optimalno rjesenje koje jako
ovisi o izboru poéetne aproksimacije. Za izabranu pocetnu particiju II1(?,
k-means algoritam u konac¢no mnogo koraka pronalazi lokalno optimalnu
particiju. Algoritam se obi¢no zadaje u dva koraka koji se iterativno suk-
cesivno ponavljaju, a zavrSava kada vise nema razlike izmedu prethodne i
aktualne particije.

Algoritam 3.1. [k-means algoritam I]

Korak A: PridruZivanje (assignment step). Za dani skup tocaka z1,...,z €
R™ principom minimalnih udaljenosti odrediti klastere m;, j =
1,...,k, particije 11 = {my,..., 7},

mj=mj(z;) ={a € A: d(zj,a) < d(zs,a)Vs =1,...,k}.
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Korak B: Korekcija (update step). Za danu particiju 11 = {my, ..., 7} odre-

diti centre klastera c¢; € argmin Y d(z,a), j =1,...,k i izracu-
xER™ CLEﬂ'j
nati vrijednost funkcije cilja F(IT) prema (3.5);

Staviti zj = cj, 7 =1,...,k;

Primjedba 3.1. U Koraku A moZe se dogoditi da se neki element a € A
pojavi ma granici izmedu dva ili vise klastera. Odluka o svrstavanju tog
elementa u neki klaster moZe u znacajnoj mjeri predodrediti daljni tijek ite-
rativnog procesa (vidi [92]). Jedan primjer ovakve situacije pojavljuje se
kod problema optimalnog definiranja izbornih jedinica u nekoj zemlji (vidi
Primjer 1.8, str. 6). Pri tome se gotovo uvijek pojavljuje potreba dijeljenja
glasaca nekog grada u dvije ili vise izbornih jedinica (u Republici Hrvatskoj
to je slucaj s gradom Zagrebom). Ovakav problem razmatrat éemo kod fuzzy
grupiranja podataka u tocki 7, str. 117.

Kod obicnog grupiranja podataka podatak koji se pojavi na granici dva
ili vise klastera najcesée se konvencionalno smjesta u prvi po redu od ovih
klastera.

Primjer 3.3. Primjenom k-means algoritma pronadimo LS-optimalnu 3-
particiju skupa A = {0,2,4,8,9,10,12,16} krenuvsi od pocetne particije
1 = {{0,2,4}, {8,9}, {10,12,16} }.

Iteracija o Ty s 1 Co c3 Frs(II)
0 {0,2,4 {89} {10, 12, 16}
1 0,2,41 {8910} {12, 16}

2 {0,2,4} {8,9,10} {12, 16}

Tablica 3.2: Trazenje LS-optimalne 3-particije skupa A = {0,2,4,8,9,10,12,16}.
Plavo su oznaceni rezultati Koraka A:, a crveno rezultati Koraka B:

[ ] 3 [ J [ 25 J
co 0)) —
Iteracija 0: ) . s o 10 1o e Frs(®) =27.17
.. [ ] 2 [ J (B X )
1 —
Iteracija 1 0 5 . s 9 10 1o Frs(@M)) =18

Slika 3.3: Trazenje LS-optimalne 3-particije skupa A4 = {0,2,4,8,9,10,12,16}

Zadatak 3.3. Primjenom k-means algoritma pronadite £1-optimalnu 3-particiju
skupa A iz Primjera 3.3 krenuvsi od iste pocetne particije.
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Sljedeéi teorem pokazuje da niz funkcijskih vrijednosti dobiven k-means
algoritmom ima svojstvo monotonog pada (vidi takoder Teorem 4.1, str.4.1).

Teorem 3.3. Neka je A C R™ skup, d: R™ x R® — Ry kvazimetricka funk-
cija i F funkcija cilja zadana s (3.5). Primjenom k-means algoritma funk-
cija cilja F nece se povecati.
Dokaz. Neka je 1) = {771 ,...,71"(:)} particija s centrima c(*) = {cgt), . c,(f)}
i F(II®) odgovarajuéa vrijednost funkcije cilja.

Ako na skup A primijenimo Korak A (princip minimalnih udaljenosti s
centrima ¢*)), dobivamo novu particiju I+ = {7r§t+1), R 7r,(:+1)} za koju
vrijedi:

F) ZZd ZZd

(t) (t+1)
Nadalje, ako u svakom klasteru 7T](-t+1)
(t+1))

reprezentant c J

primijenimo Korak B (odredimo novi

, dobivamo:

)

Ay K (B) k
F(®) ZZd aZZZd zZZdt“a.
<t> 3=1 e+ 3=1 g (t+D)
J ]
Dakle, F(ITI)) > F(I1¢+D). O

Primjer 3.4. Treba pronaéi LS-optimalnu 2-particiju skupa A = {0,2,3}
primjenom k-means algoritma uz pocetnu particiju 110 = {{0,2},{3}}.

Iteracija m T ¢ Frs(I)
1 {0,2} {3} 1 3 2
2 {02} {3} 1 3 2

Tablica 3.3: Trazenje LS-optimalne 2-particije skupa A = {0, 2,3}

Kao sto se vidi iz Tablice 3.3, k-means algoritam uz primjenu LS-kvazimetri-
¢ke funkcije ne moze pronaci bolju particiju od pocetne. Medutim, bolja particija
u ovom je slucaju particija II* = {{0},{2,3}} jer je Frs(II*) = 0.5. Na ovom
jednostavnom primjeru pokazano je da k-means algoritam daje lokalno optimalnu
particiju. Izborom neke druge pocetne particije mozda bismo dobili k-GOPart.
Pokusajte!
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Uz spomenuti nedostatak k-means algoritma da jako ovisi o pocetnoj
particiji i da kao rezultat daje neku lokalno optimalnu particiju kao u Pri-
mjeru 3.4, treba spomenuti jos jedan nedostatak: tijekom iterativnog pos-
tupka moze se dogoditi da neki od klastera postanu prazni skupovi, tj. moze
se dogoditi da se broj klastera u particiji smanji.

3.2 Grupiranje podataka s jednim obiljezjem

Neka je A = {a',...,a™} C R skup realnih brojeva koje treba grupirati u k&
klastera 71, ..., 7, u skladu s Definicijom 3.1, str. 33. Primjerice, dane u go-
dini moZemo grupirati u tri klastera prema prosjecnoj dnevnoj temperaturi
izrazenoj u °C: klaster hladnih dana, klaster dana s umjerenom tempera-
turom i klaster toplih dana. Svaki element a € A temeljem tog obiljezja
reprezentirat ¢emo jednim realnim brojem kojeg ¢emo takoder oznacavati s
a. Zato éemo nadalje pretpostavljati da je skup A = {a,...,a™} multiskup
podataka-realnih brojeva, tj. neki elementi u A mogu se pojaviti viSe puta.
Ako je zadana neka kvazimetricka funkcija d: RxR — R, onda svakom
klasteru 7; € II moZemo pridruziti njegov centar ¢; na sljedeci nacin:

¢; € argmin Y _ d(, a), j=1,...,k. (3.6)

z€R  ger;

Nadalje, ako na skupu svih particija P(A; k) skupa A sastavljenih od k
klastera definiramo funkciju cilja F : P(A; k) — Ry,

k
FIN) =>">" d(c,a), (3.7)

j:1 a€ﬂ'j

onda optimalnu k-GOPart trazimo rjesavanjem sljedeceg optimizacijskog pro-
blema:
argmin F(II). (3.8)
[EP(Ak)
Primijetite da na taj nacin k-GOPart ima svojstvo da je suma ,rasipanja”
(suma odstupanja) elemenata klastera oko njegovog centra minimalna. Na
taj nacin nastojimo posti¢i $to bolju unutrasnju kompaktnost i medusobnu
razdvojenost (separiranost) klastera.

Primjedba 3.2. Broj svih k-particija skupa A s m elemenata moZe biti
jako wvelik (vidi Tablicu 3.1). Medutim, u slucaju podataka s jednim obiljez-
jem (A C R), ocigledno je da se optimalna particija moZe ocekivati izmedu
particija ¢iji se klasteri medusobno nastavljaju jedan na drugoga. To znaci
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da se svi elementi klastera mo nalaze desno od klastera w1, svi elementi klas-
tera 73 nalaze se desno od klastera mo, itd. (vidi [80], str.161). Broj svih
takvih particija znatno je mangji i daje ga sljedeca propozicija (vidi takoder i
Tablicu 3.4).

(7=)) | k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=38 k=10
m =10 9 36 84 126 126 36 1
m =30 20 406 3654 23751 118755 1560780 10015005
m =50 49 1176 18424 211876 1906884 85900584 2054455634

Tablica 3.4: Broj k-particija skupa A C R &ji se klasteri nastavljaju jedan na drugoga

Propozicija 3.1. Neka je A= {a' € R: i =1,...,m}. Broj svih k-particija
skupa A ciji se klasteri i, ..., 7, medusobno nastavljaju jedan na drugi

12n081
m—1
() o8

Dokaz. Zbog jednostavnosti, a bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da

je A={1,...,m}.

T T2 M1 Tk

1 71 T2 T2 Tkl M

Ocigledno najmanji element klastera m; mora biti 1 € A, a najveéi ele-
ment klastera m; mora biti m € A. S rq,...,rr_1 oznac¢imo redom najvece
elemente klastera 7y,...,7m_1. Za njih vrijedi 1 <r; <ro <---< rp_1 <m.
Primijetite da ako bi bilo r_1 = m, klaster m; bio bi prazan pa to vise
ne bi bila k-particija. Zato se pitanje broja svih k-particija skupa A ¢iji se
klasteri 71, ..., medusobno nastavljaju jedan na drugi svodi na pitanje
broja elemenata skupa

S={(r,....mpm1) €A 1< <y < <oy <ml,

odnosno broja svih podskupova skupa {1,...,m—1} s (k—1) ¢lanova. To je
broj svih (k—1)-kombinacija skupa od m—1 elemenata. O
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3.2.1 Primjena LS-kvazimetricke funkcije

Neka je A C R skup, a IT = {7q,..., 7} neka njegova k-particija. Ako je
drs: RxR — Ry, drs(z,y) = (z — y)?, LS-kvazimetricka funkcija, centri

klastera mq, ..., T nazivaju se centroidi i odreduju se na sljedeéi nacin:
c]—argmlnz x—a Z i=1,...,k, (3.10)
z€R  gem; aew]

a funkcija cilja (3.7) definirana je s

™M=

Frs(Il) =

> (g (3.11)

j:1 a€7r]

Primjer 3.5. Zadan je skup A = {2,4,8,10,16}. Treba pronaci sve njegove
3-particije koje zadovoljavaju Definiciju 3.1 i koje se medusobno nastavljaju
jedna na drugu. Za njih treba odrediti pripadne centroide i vrijednosti funk-
cije cilja Frs.

T T2 ™| a c2 c3 | Frs() | 6D

{2} {4} {8,10,16} 2 4 11.33 | 0+0+34.67=34.67 | 36+16+33.33=85.33
{2} {4,8} {10,16} 2 6 13 0+8-+18=26 3648450=94

{2} {4,8,10} {16} 2 7.33 16 0+18.674+0=18.67 | 36+1.33464=101.33
{2,4} {8} {10,16} 3 8 13 2+0+18=20 5040+50=100
{2,4} {8,10} {16} | 3 9 16 | 2+2+0=4 | 50+2+64=116
{2,4,8} {10} {16} | 467 10 16 | 18.67+0+0=18.67 | 33.334+4+64=101.33

Tablica 3.5: Sve 3-particije skupa A = {2,4,8,10,16}

Prema Stirlingovoj formuli (3.2), str. 33, broj svih 3-particija skupa A je 25.
Medutim, broj 3-particija istog skupa koje se nastavljaju jedna na drugu prema
(3.9) iznosi samo (gj) = 55 = 6 (vidi Tablicu 3.5). Kao $to se vidi iz Tablice 3.5,
LS-optimalna 3-particija u ovom slucaju je II* = {{2,4}, {8,10},{16}} jer na njoj
funkcija cilja Fr¢ zadana s (3.11) postize najmanju vrijednost (globalni minimum).
Dakle, particija IT* je LS 3-GOPart.

Zadatak 3.4. Zadan je skup A = {1,4,5,8,10,12,15}. Koliko ovaj skup
ima 3-particija, a koliko 3-particija ¢iji se klasteri medusobno nastavljaju?
Ispisite sve 3-particije skupa A ¢iji se klasteri medusobno nastavljaju ¢ medu
njima pronadite LS-optimalnu 3-particiju.

Rjesenje: Broj svih particija je 301, a broj svih particija ¢iji se klasteri medusobno
nastavljaju je 15. LS-optimalna 3-particija je II* = {{1,4,5},{8,10},{12,15}}.
F(II*) = & = 15.1667.
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3.2.2 Dualni problem

Sljede¢a lema pokazuje da je u sluc¢aju primjene LS-kvazimetricke funkcije
yrasipanje” skupa A oko njegovog centra ¢ jednako zbroju ,rasipanja” klas-
tera m;, j = 1,...,k oko njihovih centara c;, j = 1,...,k i tezinske sume
kvadrata odstupanja centra c¢ od centara c;, pri ¢emu su tezine odredene
veli¢cinom skupova ;.

Lema 3.2. Neka je A = {a',...,a™} skup podataka, a 11 = {my,... m}

neka njegova k-particija s klasterima m1,...,m. Neka je nadalje
m .
c=2L%"d, cj:ﬁza, j=1,...,k. (3.12)
=1 aET;
Tada vrijedi:
m .
Y (e —a')? = Frs(I) + G(11), (3.13)
i=1

gdje je:
k
Frs(l) = Z Z (3.14)

k
Z |m|(c; (3.15)

Dokaz. Primijetimo najprije da za c¢; vrijedi 3 (c¢; — a') = 0. Koristedi
atem;
ovaj identitet za proizvoljni z € R dobivamo:

Yo (@—a)’= ) ((x—c¢)+ (¢ —a))?

atem; atem;
= > (@—¢)+2 ) (@—¢)lg—a)+ Y (¢—a)
atem; atem; atem;
=Imil(@ —¢;)? + Y (¢j —a')?,
atem;
odnosno:

Z (x —a')? = Z (cj —a")? +|mj|(c; —x)?, j=1,....,k.  (3.16)
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al

s

i zbrojimo sve jednakosti,

Ako u (3.16) umjesto z stavimo ¢ = L1

i=1
dobivamo (3.13). O

U izrazu (3.13) prirodno se pojavila funkcija cilja Frg. Izraz (3.13)
pokazuje da se ukupno rasipanje elemenata skupa A oko njegovog centroida
¢ moze prikazati kao zbroj dviju funkcija cilja Frsi G.

Specijalno, LS-optimalna 3-particija skupa A iz Primjera 3.5 postize se
na particiji II* = {{2,4},{8,10},{16}}, za koju je F(II*) = 4 (vidi Ta-
blicu 3.5). Postavlja se pitanje: $to je u tom slucaju G(IT*)?

Kako bismo odgovorili na to pitanje, najprije dopunimo Tablicu 3.5 vri-
jednostima koje funkcija G prima na pojedinim particijama (plavi dio ta-
blice). Primijetite da je zbroj Frs(I) + G(II) uvijek konstantan i jednak
f) (c—a')? = 120, $to je u skladu s (3.13), a da se najveca vrijednost funkcije
b i)ostiée bas na LS-optimalnoj 3-particiji IT*, na kojoj je funkcija cilja Frg
primila najmanju vrijednost.

Je li to slucajno?

Kako bismo odgovorili na ovo pitanje, pokusajmo najprije rijesiti sljedeéi
zadatak, gdje se razmatra slican problem. Za rjesavanje ovog zadatka bit ¢e
nam potrebno predznanje osnova matematicke analize (vidi primjerice [47]).

Primjer 3.6. Neka su p,v € C*(R) dvije funkcije za koje vrijedi p(x) +
Y(x) =k, K € R. Funkcija ¢ postize lokalni minimum u tocki xg € R onda i
samo onda ako funkcija v u tocki xg € R postize lokalni maksimum i vrijedi:

min p(z) = k —maxy(z),  odnosno  p(z0) = £ — (o).

Ako je ¢'(xg) = 0, onda je ¥'(xg) = 0, i obratno. Takoder, ako je ¢"(xzg) > 0,
onda je 9" (xg) < 0, i obratno. Zato vrijedi

o xp € argmin p(z) onda i samo onda ako je xo € argmax i (z);
z€R z€R

o minp(r) =k —maxy(xz), odnosno () =k — V(o).
z€R zeR
Provijerite imaju li funkcije ¢(z) = 22 —11i¢(x) = —2?+3 navedena svojstva. Nacr-
tajte njihove grafove u jednom koordinatnom sustavu. Pokusajte sami konstruirati
jos jedan primjer para funkcija ¢, ¥ koje zadovoljavaju navedena svojstva.
Iz Leme 3.2 neposredno slijedi tvrdnja sljedeéeg teorema [103].
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Teorem 3.4. Uz oznake kao u Lemi 3.2 postoji II* € P(A; k) takva da je
(1) II* € argmin Frg(I) = argmax G(II),

IIeP(A;k) IIeP(A;k)
(i) neBi Ls(I) = Frs(I%) ne%?iﬁk)g( ) = G(1I7),

pri cemu je G(IT*) = in: (c — a*)? — Frs(IT*).
i=1

To znaci da u cilju pronalazenja LS-optimalne particije, umjesto mini-
mizacije funkcije Frg zadane s (3.11), mozemo maksimizirati funkciju G

k
argmax G(II), G(II) = Z |75l (c; — )2 (3.17)
ITeP(A;k) j=1

Optimizacijski problem (3.17) zovemo dualni problem u odnosu na opti-

mizacijski problem argmin Frg(IT).
IIeP(A;k)

Mozemo reé¢i da LS-optimalna particija ima svojstvo da je suma ,rasi-
panja elemenata klastera” (suma LS-udaljenosti elemenata klastera do svog
centroida) minimalna, a da su pri tome centroidi klastera medusobno maksi-
malno razdvojeni. Na taj nacin postizemo najbolju unutrasnju kompaktnost
i medusobnu razdvojenost (separiranost) klastera.

3.2.3 Princip najmanjih apsolutnih odstupanja

Neka je A C R skup, a IT = {m,..., 7} neka njegova k-particija. Ako je

di: RxR = Ry, di(z,y) = |x — y| , ¢1-metricka funkcija, centri c1,...,cg
klastera mq, ..., odredeni su s:
¢; = med(m;) € Med(rmj) = argmin Z |z —a| = med(n;), j=1,...,k,
z€ aET;
(3.18)
a funkcija cilja (3.7) s
k
FI)=>">"ej—al (3.19)
j=lae€m;

Ako pri tome iskoristimo (3.20) iz Zadatka 3.6, onda za izracunavanje funk-
cije cilja (3.19) nije potrebno poznavati centre klastera (3.18), Sto moze
znacajno ubrzati proces izracunavanja.

Primjer 3.7. Zadan je skup A = {2,4,8,10,16} kao u Primjeru 3.5, str. 44.
Treba pronadi sve njegove troclane particije koje zadovoljavaju Definiciju 3.1
1 ¢iji se klasteri nastavljaju jedan na drugoga.
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T T2 T3 ‘ C1 C2 C3 ‘ .7:1(H)

{2} {4} {8,10,16} | 2 4 10 | 0+0+8=8
{2} {4,8} {10,16} | 2 6 13 | 0+4+6=10
{2} {4,8,10} {16} 2 8 16 | 0+6+0=6
{2,4} {8} {10,16} | 3 8 13 | 2+0+6=8
{2,4}  {8,10} {16} | 3 9 16| 24+2+0=4
{2,4,8} {10} {16} | 4 10 16 | 6+0+0=6

Tablica 3.6: Particije skupa A ¢iji se klasteri medusobno nastavljaju

Za ove particije odredimo pripadne centre i vrijednosti funkcije cilja Fi
uz primjenu £1-metricke funkcije, a zatim pronadimo globalno f1-optimalnu
3-particiju.

Broj svih troélanih particija ¢iji se klasteri medusobno nastavljaju je
(i 11) = 6, a kao $to se vidi iz Tablice 3.6, ¢i-optimalna 3-particija je
{{2,4},{8,10},{16}} jer na njoj funkcija cilja F; zadana s (3.19) postize
najmanju vrijednost (globalni minimum). Dakle, particija IT* je ¢;-GOPart.
Zadatak 3.5. Izmedu svih particija skupa A = {1,4,5,8,10,12,15} iz Za-
datka 3.4, str. 44, pronadite ¢1-optimalnu 3-particiju.

Zadatak 3.6. Nekaje A = {a',... a™} konacan rastuéi niz realnih brojeva.
Pokazite da vrijedi:

Ea
Z|a —med(A)| = Y (a7 —dl), (3.20)

i=1

w3

gdje je' [x] jednak x ako je x cijeli broj, a [x] je najmangi cijeli broj veéi
od x ako x nije cijeli broj. Primjerice, [20] = 20, ali [20.3] = 21.

3.2.4 Grupiranje podataka s tezinama

Pretpostavimo da je zadan skup podataka A = {al, ...,a™} C Rna pravcu,
pri ¢emu je svakom podatku a’ pridruzena odgovarajuéa tezina w; > 0. Pri-
mjerice u Primjeru 3.8 [86, str. 30], u kojemu se analizira problem pojave
visokog vodostaja rijeke Drave na mjernom mjestu Donji Miholjac, tezine

U programskom sustavu Mathematica veli¢ina [2] dobiva se kao Ceiling[x], a veli-
¢ina |z] kao Floor[x].
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podataka su veli¢ine vodostaja. Funkcija cilja (3.7) u slucaju tezinskih po-
dataka postaje:

k
F(II) = Z Z wid(cj,a’), (3.21)

Jj=la’em;
gdje je:
c; € argmin Z wid(z,a’), j=1,... k. (3.22)
z€R (liEﬂ']'

Specijalno, kod primjene LS-kvazimetricke funkcije centri c¢; klastera ; te-
Zinske su aritmeticke sredine podataka iz klastera =;:

1 . .
G = Z w;a’, K = Z w;, (3.23)

atem; a'em;

a kod primjene ¢1-metricke funkcije centri c; klastera m; tezinski su medijani
podataka koji pripadaju klasteru m; [77, 109]:

¢j = med (w;, a’) € Med(w, A). (3.24)

@ .
a Eﬂ'g

Primjer 3.8. Promatrajmo ponovno skup A = {1,4,5,8,10,12,15} iz Za-
datka 3.4, str.44. Svim podacima, osim posljednjeq, pridruzimo teZinu 1,
a posljednjem podatku pridruzimo teZinu 3. Sada LS-optimalna 3-particija
postaje II* = {{1,4,5},{8,10,12},{15}} s centroidima: 1—3?,10, 15 7 vrijed-
nosti funkcije cilja F(11*) = % = 16.667.

U slucaju primjene ¢1-metricke funkcije za odredivanje centara klastera
treba znati izraCunati tezinski medijan podataka. Kao $to smo naveli u
tocki 2.1.3, str. 15, to moze biti slozen postupak. Ako su tezine cijeli brojevi,
problem se moze svesti na odredivanje obi¢nog medijana podataka (vidi
Primjer 2.4, str. 19). Ako tezine nisu cijeli brojevi, mnoZenjem nekim brojem
i zaokruzivanjem one se mogu svesti na cijele brojeve.

Zadatak 3.7. Pronadite {1-optimalnu 3-particiju skupa A iz prethodnog pri-
mjera u slucaju kada su sve tezZine jednake 1 i u slucaju kada su podacima
pridruZene teZine kao u prethodnom primjeru.

Zadatak 3.8. Napisite formule za centroid skupa A i funkcije cilja F i G
za slucaj skupa podataka A s teZinama wi, ..., wy > 0.
k

Rjesenje: G(IT) = > (Zws)(cj —c)2.

Jj=1
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3.3 Grupiranje podataka s dva ili vise obiljezja

Neka je A = {a’ = (a},...,a)T € R":i =1,...,m} skup, koji u smislu
Definicije 3.1 treba grupirati u 1 < k < m nepraznih disjunktnih klastera.
Primjerice, skup A C R? iz Primjera 3.2, str. 36, ima dva obiljezja (apscise
i ordinate toc¢aka), a mozemo ga grupirati u 2,3,4,5,6,7,8 ili vise klastera
(vidi Sliku 4.6, str. 78).

Neka je IT € P(A; k) neka particija skupa A. Ako je zadana neka kvazi-
metricka funkcija d: R"™ x R™ — R, onda svakom klasteru m; € II mozemo
pridruZziti njegov centar ¢; na sljedec¢i nacin:

¢j €argmin Y  d(z,a), j=1,... k. (3.25)
zeR™ aE™;

Nadalje, potpuno analogno kao u prethodnom slucéaju, ako na skupu svih
particija P(A; k) skupa A sastavljenih od k klastera definiramo funkciju cilja
F:P(A k) — Ry,

k
F(I) =" dlcj,a), (3.26)

j:l aE?Tj

onda optimalnu k-particiju trazimo rjesavanjem sljede¢eg GOP:

argmin F(IT). (3.27)
EP(A;k)

Primijetite da na taj nacin optimalna k-particija ima svojstvo da je suma
yrasipanja” (suma d-udaljenosti elemenata klastera do svog centra) mini-
malna. Na taj nacin nastojimo posti¢i Sto bolju unutrasnju kompaktnost
klastera.

3.3.1 Princip najmanjih kvadrata

Neka je A = {a' = (a},...,a’ )T € R": i = 1,...,m} skup, a I =
{m1, ..., 7} neka njegova particija. Ako jedrs: R"xR" — R4, drg(a,b) =
la — b||3, LS-kvazimetricka funkcija, centri c1, ..., cx klastera 7y, ..., 7 na-
zivaju se centroidi i odreduju se na sljedeci nacin:

T
¢; :argminz lz —al = ﬁ Z a= (ﬁ Z al,...,lﬂ—lj‘ Z an) ,  (3.28)
z€R™ acT;

aEm; aET; acm;

i=1,....k,

pri cemu Y. aj oznacava sumu prvih komponenti svih elemenata klastera
aEm;
i, a »_, ap sumu n-tih komponenti svih elemenata klastera m;. Funkcija
aEm;
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cilja (3.26) u ovom slu¢aju zadana je s

k
Frs() =3 > llej — all3. (3.29)
j=laem;

Primjer 3.9. Neka je A = {a' = (1,1)T, a®> = (3, 1)T, a® = (3,2)T, a* =
(2,2)T} skup tocaka u ravnini. Broj svih njegovih 2-particija je P(A;2) =
24=1_1=7, a prikazane su u Tablici 3.7. Izmedu svih 2-particija skupa A

potrazimo LS-optimalnu.
Skup A sastoji se od elemenata s dva obiljezja (koordinate), pa se jednos-

tavnije moze zapisati kao A = {a’ = (x;,y;)T € R?: i =1,...,4} i graficki
prikazati u ravnini (vidi Sliku 3.4).

2 ° °
1 ° °
1 2 3 4

Slika 3.4: Skup A C R?

Prema (3.2), skup A ima 7 razli¢itih 2-particija. Neka je II = {7, 7o}
bilo koja od njih. Centroidi njenih klastera zadani su s:

=7 2 = a1 2
A= 2% 27T [ 2%

acm aEcmy

a odgovarajuca LS-funkcija cilja je:

Frs) = ller —al3+ > llez - all3.

acmy acm2

U ovom slucaju vrijednost funkcije Frg predstavlja sumu ,sume kva-
drata udaljenosti” tocaka klastera m; do njegovog centroida ¢y i sumu ,,sume
kvadrata udaljenosti” tocaka klastera ma do njegovog centroida cs.
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1 T2 | c1 c2 | Frs(D g (1)

{1,177y {(2,2)7, 3,17, (3,2)T} (1, )T (2.67,1.67)T | 041.33=1.33  1.8240.60=2.42

{3, )T} {1, )T, (2,2)T7,(3,2)T} 3,17 (2.,1.67)7T 0+42.67=2.67  0.8140.27=1.08

{(3,2)T} {1, )T, 2,27, 3, 1)7T} 3,2)7 (2.,1.3)7 042.67=2.67  0.8140.27=1.08

{(2,2)T} {1, 7T, 3,1)7,3,2)T} (2,2)T (2.3,1.3)T 043.33=3.33  0.3140.10=0.42
{1, T, 3,17} 12,27, 3,27} (2,HT (2.5,2)7 240.5=2.5 0.62540.625=1.25
{(1, )7, 3,2)T} {(2,2)7, 3,17} (2,1.5)7 (2.5,1.5)T 2.54+1.=3.5 0.12540.125=0.25
{1, )T, (2,2)T} {3, D)7, (3,2)T} (1.5,1.5)7 3.,1.5)7 140.5=1.5 1.125+41.125=2.25

Tablica 3.7: Particije, centri i funkcije cilja Frg i G iz Primjera 3.9

U Tablici 3.7 navedene su sve particije s centroidima odgovarajuéih klas-
tera i vrijednostima funkcije cilja Frg. Kao sto se vidi iz Tablice 3.7, parti-
cija {{(1,1)T},{(2,2)7, (3, 1)T, (3,2)T}} je LS-optimalna jer na njoj funkcija
cilja Frg postize globalni minimum (vidi takoder Sliku 3.4).

3.3.2 Dualni problem

Sljede¢a lema pokazuje da je u slucaju primjene LS-kvazimetricke funkcije
yrasipanje” skupa A oko njegovog centra ¢ jednako zbroju ,rasipanja” klas-
tera m;, j = 1,...,k oko njihovih centara c;, j = 1,...,k i tezinske sume
kvadrata odstupanja centra c¢ od centara c;, pri ¢emu su tezine odredene
veli¢inom skupova ;.

Lema 3.3. Neka je A = {a* € R":i = 1,...,m} skup podataka, a Il =

{71, ..., 7} neka njegova k-particija s klasterima m,..., 7. Neka su na-
dalje
m . .
c:%Za’, Cj:ﬁZa’, i=1,...,k (3.30)
=1 atem;
redom centroid ¢itavog skupa A i centroidi klastera m, ..., 7. Tada vrijedi
m .
Y lle—d'|]* = Frs(IT) + G(II), (3.31)
i=1

gdje je:

k
Frs@) =37 > lle; —a'll?, (3.32)
j=1

i .
a'em;

k
G = _ Imjllle; — (3.33)
j=1
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Dokaz. Primijetimo najprije da za c; vrijedi svojstvo aritmeticke sredine:

> (¢j—a')=0. (3.34)

atem;

Za proizvoljni z € R" racunamo:

Yo llz—dlP= 3 @ =)+ (¢ —a)|?

atem; atem;
=Y llz—cl*+2 > (w—cjei—a)+ Y llej—d'|”.
atem; atem; atem;

Kakoje Y (z—cj,c;j—a’) = (z—cj, 3 (¢c;—a’)) (384 0, iz prethodne

atem; atem;
jednakosti dobivamo:

S le—alP= 3 llej— @l +Imillle —alPs j=1.....k (335)

ai€7rj ai€7rj
m .
Ako u (3.35) umjesto z stavimo ¢ = L 3" a’ i zbrojimo sve jednakosti,
i=1
dobivamo (3.31). O

U izrazu (3.31) prirodno se pojavila funkcija cilja Frg. Izraz (3.31)
pokazuje da se ukupno rasipanje elemenata skupa A oko njegovog centroida
¢ moze prikazati kao zbroj dviju funkcija cilja Frgi G.

Analogno, kao u tocki 3.2.2, str. 45, koriStenjem Leme 3.3 moze se poka-
zati da vrijedi sljedeéi teorem [27, 103].

Teorem 3.5. Uz oznake kao u Lemi 3.3 postoji II* € P(A; k), takav da je

(1) II* € argmin Frg(II) = argmax G(II),

TIeP(A;k) IIeP(A;k)
(i) amin Frs(l) = Frs(1) & | max G(IT) = G(IT),

m .
pri cemu je GIT*) = Y |lc — a*||* — Frs(IT*).
i=1

To znadi da u cilju pronalazenja LS-optimalne particije, umjesto minimi-
zacije funkcije Frg zadane s (3.32), mozemo rjesavati problem maksimuma
za funkciju G

k
argmax G(I),  G(I1) = 3" |mllle; — el (3.36)
IeP(A;k) j=1
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Optimizacijski problem (3.36) zovemo dualni problem u odnosu na opti-

mizacijski problem argmin Fg(II).
IIeP(A;k)

Mozemo reéi da LS-optimalna particija ima svojstvo da je suma ,rasi-
panja elemenata klastra” (suma LS-udaljenosti elemenata klastera do svog
centroida) minimalna, a da su pri tome centroidi klastera medusobno maksi-
malno razdvojeni. Na taj nacin postizemo najbolju unutrasnju kompaktnost
i medusobnu razdvojenost (separiranost) klastera.

Primjer 3.10. Kod Primjera 3.9, str. 51, moZe se razmatrati i odgovarajuci
dualni problem.

Specijalno, u ovom slucaju jednakost (3.31) glasi:

m
Slle—ail= (3 ler —al3+ 3 llea = allg) + (milles — ell3 + malles — el).
i=1

a€Emy aEm2

a dualni optimizacijski problem (3.36) postaje:

argmax G(II),  G(I1) = malles — clf3 + mallez — 3.
MIeP(A;k)

Za svaku 2-particiju u Tablici 3.7, str. 52, plavom bojom prikazane su vrijednosti
dualne funkcije cilja G. Kao sto se vidi, funkcija G prima maksimalnu vrijednost
na 2-particiji {{(1,1)7},{(2,2)7,(3,1)T,(3,2)T}} na kojoj je funkcija Frs zadana
s (3.29) primila minimalnu vrijednost.

Primjer 3.11. Skup A = {a' = (x;,5;)": i =1,...,8} C R? zadan je s:

i1 23456 7 8
zi |1 4 4478 8 10
vi|3 57916 10 8

Uz primjenu LS-kvazimetricke funkcije za 2-particije:

_ 1 2 5 3 4 6 7 8
II; = {{a",a*,a’},{a’,a",a’,a",a"}},
1 2 3 5 4 6 7 8
Iy = {{a",a%,a”,a’},{a",a’,a",a"}},
prikazane na Slici 8.5, ¢iji su klasteri oznaceni plavom odnosno crvenom

bojom, treba odrediti centroide i odgovarajuce vrijednosti funkcija cilja Frs
1 G te na osnovi toga ustanoviti koja je particija bliza optimalnoj.
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(a) Particija Iy (b) Particija II2
10 .
6 L]

4

2

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Slika 3.5: Dvije particije skupa A iz Primjera 3.11

Za particiju II; dobivamo: ¢; = (4,3)T, co = (6.8,8)T, Fr5 = 26 + 38.8 =
64.8 i G = 61.575, a za particiju IIy: ¢; = (4,4)7, o = (7.5,8.25)7T,
Frs = 38+ 27.75 = 65.75 i G = 60.625. Dakle, 2-particija II; bliza je
LS-optimalnoj. Primjenom Mathematica-modula WKMeans [] provjerite je li
to ujedno i globalno LS-optimalna 2-particija. Primijetite (formula (3.2))
da u ovom slu¢aju ukupno postoji 27 — 1 = 127 razli¢itih 2-particija.

(a) Particija Iy (b) Particija I1y
10y ° 10 °

o T2

Slika 3.6: Usporedba dviju particija iz Zadatka 3.9

Zadatak 3.9. Zadan je skup A = {a' = (z;,y;,)": i = 1,...,m} prikazan
na Slici 3.6, gdje je:

i1 23456 7 89 10 11 12
|1 2 4456788 8 9 10
vi|3 159715 26 10 4 8

Treba ustanoviti na kojoj od dviju 3-particija prikazanih na Slici 3.6 LS-
funkcija cilja Frs zadana s (3.29) prima manju vrijednost.
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Rjesenje:
I, = {{a',a? a}, {a*, d% a°, a'® 12} {a®a",a® a"}} ... Slika 3.6a
I, = {{a',d? a3}, {a*,a’,a",a’, a'% a'?}, {a® a® a'}} ... Slika 3.6b

I :er = (2.33,3)T, co = (7,8)7, 3 = (7.5,3)7T;
Frs =12.67+34+15=61.67; G =127.25,

My : ;= (2.33,3)7, co = (7,7.5)7, c3 = (7.67,2.33)7;
Frs = 12.67+41.54+9.33=63.5; G = 125.42.

Dakle, manja vrijednost LS-funkcije cilja Frg (i veéa vrijednost dualne funk-
cije G) postize se na 3-particiji I} pa nju smatramo blize LS-optimalnoj. Pri-
mjenom Mathematica-modula WKMeans [] uz izbor razlicitih pocetnih parti-
cija pokusajte pronaci bolju 3-particiju.

3.3.3 Princip najmanjih apsolutnih odstupanja

Neka je A C R™ skup, a IT = {my,..., 7} neka njegova k-particija. Ako

je di: R" x R — R4, di(z,y) = || — y||1, ¢1-metricka funkcija, centri
ci,...,c, klastera 7q,...,m odredeni su s
T
¢j =med(m;) = (grgr(} a, ..., géeﬁ(]i an) (3.37)

€ Med(7w;) = (Meday,...,Meda = argmin r—a
(75) (aEﬂ'j ! acn; n) zgeR a;ﬂ | I

pri cemu néed a1 oznacava medijan prvih komponenti svih elemenata klastera
a Tl'j
Tj, a Héed ap medijan n-tih komponenti svih elemenata klastera m;. ¢1-
a 71']'

funkcija cilja (3.26) u ovom je slu¢aju zadana s

k
=>. > llej—alh (3.38)

jil (lGTK‘j

Zadatak 3.10. PokaZite da je uz primjenu £1-metricke funkcije globalno
optimalna 2-particija iz Primjera 3.9: {{(1,1)T,(3,2)T},{(2,2)T,(3,1)T}}
s centrima klastera c1 = (2,1.5)7, co = (2.5,1.5)T i vrijednosti funkcije cilja
Fi=3+2=5.

Zadatak 3.11. Na particije iz Zadatka 3.9, str. 55, primijenite princip naj-
manjih apsolutnih odstupanja.
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Primjer 3.12. Zadan je skup A = {a* = (x;,y;) € R? : i =1,...,10}, gdje
je:

i |1 1

9
5

o

o w | o
ot | oo
NN S
oo ot | o
oo | o
oo |
W~ oo | oo
o | ©

Yi |9

Treba ustanoviti na kojoj od dviju niZe navedenih 3-particija £1-funkcija
cilja (3.38) prima manju vrijednost.

I, = {{a? d? a%}, {a',a*,a®}, {d",a® a® a'®}} ... Slika 3.7a,
I, = {{a%,a®},{at,a®, a* a®,a"},{a%,a’ a'®}} ... Slika 3.7.
(a) Particija II4 (b) Particija Iz
10 . 10
a
8 a’ 8
™2 4 -
6 ¢a o 6
, ea’ P’
a2 e 4
[ 2
2 ™ ’a6 2 ™ .a6
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Slika 3.7: Usporedba dviju particija

Nize su izracunati £i-centri pojedinih klastera u objema particijama i
vrijednost funkcije cilja na objema particijama. Vidi se da je II; ,bolja”
particija jer se na njoj postize niza vrijednost funkcije cilja.

‘ cl Cc2 s | F1
| (4,37 (4,87 (8,557 | (1+2+3)+(B3+1+1)+(2.5+1.5+.5+1.5) =17
O | (4.5,2.5)7 4,77 (8,57 (242)+(4+2+0+2+3)+(1+1+1) =18

Primjedba 3.3. Kao sto smo u tocki 3.2.4, str. 48, razmatrali problem gru-
piranja jednodimenzionalnih teZinskih podataka, slicno bismo mogli postupiti
1 u slucaju grupiranja tezinskih dvodimenzionalnih i visedimenzionalnih po-
dataka.
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3.4 Funkcija cilja F(cy,...,¢) = 721 1%1?]€ d(c;,a")

Funkcija cilja iz GOP (3.5) nije prikladna za primjenu standardnih optimi-
zacijskih metoda jer je nezavisna varijabla particija. Zato ¢emo GOP (3.5)
preformulirati tako da funkcija cilja postane obi¢na funkcija vise realnih
varijabli. Pregled najpopularnijih metoda za trazenje optimalnih particija
moze se vidjeti u [106].

Kao sSto je naznacdeno u k-means algoritmu na str. 39, za dani skup
centara ci, ..., c, € R", skup A razdijelit ¢emo u k klastera m(cy), . .., m(cg)?
tako da u klaster m; dodu oni elementi skupa A koji su najblizi centru c;,
tj. tako da za svaki a’ € A bude

a' € mj(c;) <= d(cj,a") < d(cs,a’), VYs=1,...,k. (3.39)

Pri tome treba voditi ra¢una da svaki element skupa A pripadne samo jed-
nom klasteru. Ovaj princip, koji nazivamo principom minimalnih udaljenosti,
daje particiju Il = {m,...,m} s klasterima 7y, ..., 7.

Zbog toga se problem trazenja optimalne particije skupa A moze svesti
na sljedeéi GOP (vidi takoder [103]):

m
argmin F'(c), F(c) = min d(cj,a"), (3.40)
ceRnXk o 1Sisk
gdje je ¢ € R™F konkatenacija vektora ci,...,c;. Funkcija F je nenega-

tivna, simetri¢na, nediferencijabilna, nekonveksna, ali Lipschitz neprekidna
funkcija.

Sljedeci teorem pokazuje da je funkcija F' zadana s (3.40) Lipschitz ne-
prekidna u slucaju primjene LS-kvazimetricke funkcije. U [81] sli¢no je poka-
zano da je ova funkcija Lipschitz neprekidna i u sluc¢aju primjene £1-metricke
funkcije. Ovo je vazno svojstvo funkcije F' jer omogucéava primjenu globalno
optimizacijskog algoritma DIRECT [38, 46, 69, 85].

Teorem 3.6. Zadan je skup A = {a' € R":i = 1,...,m} C A, gdje je
A={zcR": <z <Bi}ia=(ar...,an)", B=(B1,...,8.)7 € R".
Punkcija F: A¥ 5 R,

Z mln ||c]faz|\2
7 7

je Lipschitz neprekidna na AF.

2Primijetite da klaster m(c;) ovisi i o susjednim klasterima, a oznaka 7 (c;) ukazuje na
to da je klaster 7(c;) pridruzen centru c;.
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U svrhu dokaza ovog teorema minimiziraju¢u funkciju F do na pro-
izvoljni € > 0 aproksimirat ¢emo diferencijabilnom (glatkom) funkcijom Fr.
Prije toga bit ¢e potrebna nize navedene teorijska priprema (vidi [50]).
Lema 3.4. Funkcija ¢ : R" — R, ¢(z) = In(e®™ + - -+ + e®) je konveksna
funkcija.

Dokaz. Treba pokazati da za sve x,y € R" vrijedi:
YAz + (1= A)y) < M(x) + (1= A)p(y), VAe[0,1], (3.41)

odnosno
Y(ax + By) < ap(x) + B (y), (3.42)

gdje su a, 8 > 0, takvi da je a+ 8 = 1.

Definirajmo p := é, q = % za koje vrijedi %—l— L — 1. Primijetite da
zbog a + 8 = 1 jedan od brojeva «, § mora biti manji od 1, iz ¢ega slijedi
da jedan od brojeva p,q mora biti veéi od 1. Neka su z = (z1,...,2,)7,
y=(y1,...,yn)" € R™ Na vektore

axy
y .

a=(e ey Ty = (P e T e R

primijenimo Hélderovu nejednakost® (vidi [53]) i dobivamo:

[{a, b)| < (i(ea%)p)l/p(’

=1 %

(eﬁyi)q>1/q’
1

n

odnosno
n n a n ﬁ
Z eOTit+Byi < (Z e%‘) (Z eyi) .
i=1 i=1 i=1
Odavde logaritmiranjem neposredno slijedi traZena nejednakost (3.42). O
Korolar 3.1. Neka je A € R™™" kvadratna matrica, b € R™ vektor i funkcija

P :R" = R, zadana s ¥(z) = In(e®™ + --- + ™). Tada je funkcija ®(x) =
(Ax + b) konveksna.

3 Za vektore a,b € R™ i realne brojeve p, ¢, takve da je % +% =1, p > 1, vrijedi

n
Holderova nejednakost . |a:bi| < ||a||p||b]|q, odnosno

i=1

i laibi| < (i |a¢|p) 1/P<i ‘bi|q)1/q_
i=1 i=1 i=1

Specijalno, za p = ¢ = 2 ovo postaje poznata Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost
(vidi [89]).
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Dokaz. Sliéno kao u dokazu Leme 3.4 dovoljno je pokazati da za proizvoljne
z,y € R"iq,B >0, takve da je o + 8 = 1 vrijedi:

P(az + By) < a®(x) + BP(y).

Kako je
®(ax + By) =v(A(az + By) + b) = Y(aAz + Ay + b)
=(adAx +ab+ fAy + fb— (o + B)b+ D)
=¢(a(Az +b) + B(Ay + b))
<a®(z) + fe(y),
slijedi trazeno. O

Zadatak 3.12. PokaZite da je ¢ : R} — R, ¥(x) = ln(m—l1 + -4 i)
konveksna funkcija.

Lema 3.5. Za svaki € > 0 funkcija ¥.: R — Ry,
e(x) = eln (6’_% + e%) =e€ln(2chZ). (3.43)
konveksna je funkcija klase C*°(R) za koju vrijedi:
0 <tve(x)—|z] <eln2, VzeR, (3.44)

1
Ye(z) =th ve (z) = Py arger%in Ye(x) =0, (3.45)

pri cemu jednakost u (3.44) vrijedi onda i samo onda ako je x = 0.

a) Funkcije z > |z i 2 > $i(z)  b) Funkcija u - 25k

e

1.0
0.8
0.6
0.4

2.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

Slika 3.8: Glatka aproksimacija funkcije x + ||

Dokaz. Ako stavimo n = 2,11 = —%, 22 = 7, konveksnost funkcije 1. direk-
tno slijedi iz Leme 3.4. U svrhu dokaza tvrdnje (3.44) primijetimo da:

Ye(z) — |z] = €ln(2ch Z) — e@
2ch %

m .
€

= e(ln (2ch %) —Inexp %) =¢ln -
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Buduéi da za svaki u € R vrijedi (vidi Zadatak 3.13): 1 < GQX%hIZI < 2, zbog
monotonosti logaritamske funkcije iz prethodne jednakosti slijedi (3.44):

elnl < pe(z) — |z| < eln2.
Formule u (3.45) dobivaju se izravno. O

Zadatak 3.13. DokaZite da za svaki v € R vrijedi (vidi Sliku 3.8b)

2¢h
1< 288 oo
e|u‘

Sukladno (3.44), primijetite da funkciju  +— |z| za * € R mozemo
aproksimirati funkcijom v, (vidi Sliku 3.8a).
Opéenito, nediferencijabilnu funkciju f: R¥ — R, f(2) = TMax zj mo-
j=

e

zemo aproksimirati diferencijabilnom funkcijom

k
Ve(2) = e(21, .., 2k) :eaneXp (%2). (3.46)
Naime
k max z;
. i=1,...,
Ye(2) — f(2) zeanexp (%) — e
j—l ¢
( In Z exp ( —J — Inexp A % )
;1 exp (%) k k
:elnjgxpw = eanexpw < elnzeo =elnk.
€ ]:1 ]21
Nadalje, kako je Hlunkzj — max k( z;), ovaj rezultat mozemo isko-
j j: kA
m .
ristiti da funkciju F(eq,...,cx) = Z 1<r11£1 d(cj,a") aproksimiramo funkci-
jom o

Fei,...,cp) = —eZanexp c]’a )) (3.47)

Sada smo u moguénosti provesti dokaz Teorema 3.6, str. 58.
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Dokaz. (Teorema 3.6, str. 58) Ako sukladno (3.47) definiramo pomoénu funk-
ciju F. : AF - R,

— —5ZIHZeXp HCJ_QZ”2)
=1 j=1
onda prema [50], imamo
0< F(u) — F:(u) <emlnk,

i zbog toga

[F(u) = F(v)| = [(F(u) = Fe(u)) + (Fe(v) = F(v)) + (Fe(u) — Fz(v))]
< [F(u) = Fe(u)| + [Fe(v) = F(v)] + [Fz(u) = Fz(v)]
Fe(

<2emlnk + |F:(u) — Fz(v)]. (3.48)
Kako je
OF. Z(xp ai) exp (- llzp— alllz)
_ 12 Y
8xp Pl S M)
slijedi
OF; (x
’ axp —a'| <2Z jmax a® — a?||
§2m max ||a’ —a]H,p:I,...,k,
i,5€{1,....m}

tj. gradijent VF.(z) je neprekidan i ogranicen na A*. Koristeé¢i Lagrangeov
teorem o srednjoj vrijednosti za funkciju F,. na AF, zaklju¢ujemo da postoji
L > 0 (neovisan o ¢) takav da je

|Fe(u) — Fe(v)| < Llju — v, wu,ve A"
Konac¢no, ako ¢ — 07, iz (3.48) slijedi |F(u) — F(v)| < L|ju — | O

Sljede¢a lema i korolar daju vezu izmedu funkcije cilja F zadane s (3.5)
i funkcije cilja F' zadane s (3.40).
Lema 3.6. Neka je A = {a' € R":i = 1,...,m} konacan skup u R",
21,2k € R™ skup medusobno razlicitih tocaka, a d: R™ x R* — Ry
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kvazimetricka funkcija. Neka je nadalje, I = {mi(z1),...,7mk(2x)} par-
ticija ciji su klasteri dobiveni principom minimalnih udaljenosti a c; €
argmin Y. d(x,a), j =1,...,k centri tih klastera. Tada vrijedi:

TER" a€m;

(*) (x%)
Fla..,m) 2 F(I) > Fler,....cp), (3.49)

pri cemu jednakost u (x) © (%*) vrijedi onda i samo onda ako je z; = ¢j za
svaki j=1,... k.

m
Dokaz. U svrhu dokaza nejednakosti (x) sumu ) rastavit ¢emo na k suma
i=1
k
2 -
jZl aEﬂ'j

F(Zl, . ,Zk) :Zmin{d(zl7ai)7 cee ad(zk’ai)}

—Z Z min{d(z1,a"),...,d(zx,a )}

J=lalem;
k
3
=3 Y de
Jj=1 aiEﬂj

* k .
g SN d(ej,at) = F({m, . m)).

Jj=1 a"enj
U svrhu dokaza jednakosti (%) najprije primijetite da za svaki a € 7;
vrijedi:
d(cj,a) > min{d(c1,a),...,d(cg,a)}.
Zato vrijedi:

k

.7:({7r1,...,7rk} Z Z CJ,

k
ZZ Z min{d(cy,a’), ..., d(cy,a’)}
=>_min{d(c1,a'),....d(cr,a')} = Fler,..., ),

I
—

1

iz Cega slijedi trazena nejednakost. O
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Teorem 3.7. Neka je A= {a' € R":i=1,...,m} CR". Tada:

(i) ¢ =(cf,...,c5)T € argmin F(ci,...,c,) onda i samo onda ako
C1,...,cLER™
II* = {n7(c}), ..., m5(c;)} € argmin F(II),
IIeP(A;k)
1 min _ F(c1,...,¢cx) = min F(II).
( ) C1,...,C ER™ ( ! k) TIeP(A;k) ( )
Dokaz. (a) Neka je ¢ = (c},...,c5)T € argmin F(ey,...,cx). S T oz-
C1,...,cL ER™
nac¢imo odgovarajucée klastere dobivene principom minimalnih udaljenosti i
II* = {n7,..., 7} }. Prema Lemi 3.6 je
F(c*) = F(II"). (3.50)
Tvrdimo da je
IT* € argmin F(II). (3.51)
IeP(A;k)

Naime, ksd bi postojala particija N* = {v},...,vji} € P(A;k) s centrima
klastera (* = ((f, ..., ¢5)T takva da je F(N*) < F(IT*), onda bi bilo

(Lema 3.6)

F(e) TP Fv) < Far) F(e),
a to nije mogucde jer je ¢* € argmin F'(c).
ceRn Xk
(b) Neka je II* = {n7,..., 7} € argmin F(II). S ¢* = (cf,...,c5)T
TIeP(A;k)
oznacimo centre klastera 77, ..., 7. Prema Lemi 3.6 je
F(c¢*) = F(ITY). (3.52)
Tvrdimo da je
¢* € argmin F'(c). (3.53)
ceRnxk

Naime, kad bi postojao ¢* = (¢}, ...,¢f)T takav da je F(C*) < F(c*), onda
bi za particiju N*(¢*) vrijedilo

Far) FE 0 peny s Py P B,

a to nije mogucde jer je IT* € argmin F(II). O
ITeP(A;k)
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Primjer 3.13. Zadan je skup A = {1,3,4,8} s m = 4 podatka. U Ta-
blici 3.8 navedene su neke vrijednosti funkcija cilja Frs i Frg iz kojih se
potvrduje tvrdnja Leme 3.6 i Teorema 3.7. Jednakost u (x) postiZe se na op-
timalnoj particiji pri cemu se z1, za podudaraju s centrima klastera (cetvrti

redak).

‘ z1 22 ‘ Frs(zi,22) m1 T2 c1 c2 Frs Frs(er,c2)
L] 1 4 17 1 (348} 1 5 14 14
2.1 5 14 (13} {48 2 6 10 10
4 4
3.1 3 7 {1,3,4} {8} £ 8 2 ¢
4.1 5 8 3 {1,34} {8} 5§ 8 3 5

Tablica 3.8: Usporedba vrijednosti funkcije cilja Frs i Frs za A ={1,3,4,8}

Primjer 3.14. Zadan je skup A = {16,11,2,9,2,8,15,19,8,17} s m = 10
podataka. U Tablici 8.9 navedene su neke vrijednosti funkcija cilja F1 i Fy iz
kojih se potvrduje tvrdnja Leme 3.6 © Teorema 3.7. Posebno obratite paznju
na treci redak koji pokazuje strogu nejednakost u (%).

‘ z1 %2 ‘ Fi(z1,22) m1 T3 (c1,¢2) F1 Fi(er,ce2)
.| 2 6 55 {2,2} {8,8,9,11,15,16,17,19}  {2,13} 31 31
2. 2 13 31 {2,2} {8,8,9,11,15,16,17,19} {2,13} 31 31
3.1 3 15 29 {2,2,8,8,9} {11,15,16,17,19} {8,16} 23 21
4.1 6 16 25 {2,2,889,11}  {15,16,17,19} {s, i} 21 21
5. 8 16 21 {2,2,878,9,11} {15,16,17,19} {87 7} 21 21

Tablica 3.9: Usporedba vrijednosti funkcije cilja Fy i Fy

Zadatak 3.14. Slicnu provjeru kao u Primjeru 3.13 provedite uz primjenu
£1-metricke funkcije. Takoder, slicnu provjeru kao u Primjeru 3.1/4 provedite
za slucaj LS-kvazimetricke funkcije.

Koristec¢i Teorem 3.7 sada smo u moguénosti provesti dokaz Teorema 3.2,
str. 38, prema kojemu se pove¢anjem broja klastera u particiji ne povecava
vrijednost funkcije cilja F.

Dokaz. (Teorema 3.2, str. 38) Neka su é = (é1,...,6_1)7 centri optimalne
(k — 1)-particije TI*=D a ¢ = (&,... ,cx)T centri optimalne k-particije
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%), Tzaberimo ¢ € R™\ {é1,...,¢é_1} i ozna¢imo
0p_q = 1§I§l§lilfld(cs’a ), i=1,...,m.
Vrijedi:
(k—1) (Teorem 3.7) R U . . . i m i
F(II ) = F(¢) = me{d(cl,a),...,d(ck,l,a)}:Z%,l
i=1 i=1

Z Z min{(slif—lv d(Ca al)}
=1
(opt.part. H(k)) m . .
> > min{d(c},a"),. .., d(c},a")}
=1

=F(c")

(Teorgn 3.7) ]:(H(k) ) ,

Sto potvrduje da poveéanjem broja klastera optimalne particije vrijednost
funkcije cilja ne raste. O

Primjedba 3.4. U dokazu je implicitno pokazano da i funkcija F' ima svoj-
stvo monotonosti.

Lema 3.6 i Teorem 3.7 motivacija su za uvodenje sljedeée definicije.
Definicija 3.2. Neka je A = {a’ € R": i =1,...,m} konacan skup u R",
d: R" x R" — Ry kvazimetricka funkcija @ 11 = {#1,..., 7} particija ¢iji
su klaster-centri ¢1,. .., ¢, komponente vektora na kojemu se postize lokalni

minimum funkcije F'. Particiju I1 zvat éemo lokalno optimalnom k-particijom
(LOPart) skupa A ako vrijedi:

F(II) = F(éq,...,¢). (3.54)



Poglavlje 4

Trazenje optimalne particije

Ako je A C R™ konacan skup, onda je k-GOPart rjeSenje GOP (3.5), str. 37
ili ekvivalentnog problema (3.40), str. 58. Ne postoji metoda kojom bi se
pouzdano pronasla k-GOPart. Primjena globalno optimizacijskog algoritma
DIRECT na rjesavanje problema (3.40) bila bi numericki vrlo neu¢inkovita jer
minimizacijska funkcija obi¢no ima veliki broj nezavisnih varijabli slozenih u
k vektora, a bududi da je funkcija cilja simetri¢na u tih k£ vektora, algoritam
DIRECT trazio bi svih k! rjesenja.

U slucaju podataka s jednim obiljezjem postoje odredene modifikacije i
prilagodavanja algoritma DIRECT koja daju k-GOPart (vidi primjerice [38, 68—
70, 85, 100]).

U opcéem slucaju algoritam DIRECT mozemo upotrijebiti samo za trazenje
dobre pocetne aproksimacije, a onda primijeniti neku od poznatih lokalno
optimizacijskih metoda (vidi primjerice [93, 94]). Najpoznatija lokalno op-
timizacijska metoda koja se u tu svrhu koristi je k-means algoritam kao i
njegove brojne modifikacije. Na taj na¢in mozemo pronaci tek neku LOPart.

Kao pocetnu aproksimaciju za k-means algoritam u literaturi se predlazu
i razne varijante inkrementalnog algoritma (vidi primjerice [6, 10, 62, 98]).

4.1 Transformacija podataka

Promatramo skup podataka A = {a' = (a},...,a})T:i = 1,...,m} C
A C R", gdje je A = [a1,B1] X - X [an, Bn]. Ako komponente ai,...,a,
podataka a’ € A nisu jednakog ranga, tj. ako se duljine intervala [, 5]
medusobno znacajnije razlikuju, treba ih normalizirati. To znac¢i da skup
A treba transformirati u skup B = {7 (a’) € [0,1]": a* € A} C [0,1]"

67
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primjenom preslikavanja 7: A — [0, 1]™ (vidi [38, 97], gdje je

T(z)=D(x—a), D=diag(5ls 55 (4.1)

B1—a1’ ) Br—ain

Nakon zavrsenog postupka grupiranja skupa B, dobivene rezultate treba
vratiti nazad u skup A primjenom preslikavanja 71: [0,1]" — A, gdje je:

T Yz)=D"'z+a. (4.2)

Zato nadalje mozemo pretpostavljati da je cijeli skup podataka A sadrzan
u hiperkocki [0, 1]™.

4.2 k-means algoritam II

4.2.1 Zapis funkcije cilja 7 pomocu matrice pripadnosti

Neka je d: R"xR"™ — R kvazimetricka funkcija, A C R™, | A| = m, konacan

skupill = {my,...,m;} k-particija s centrima klastera ¢; € argmin Y. d(c,a),
ceR™ a€T;

j=1,...,k. Tada se funkcija cilja F iz (3.40) definira s:
k
FI) =3 dlca).
j=1 aEﬂ'j

Funkcija F moze se zapisati na drugi nacin, tj. uvodenjem tzv. matrice pri-
padnosti U € {0,1}™** s elementima:

1, ifa’ €,
wj=4 DS o1 m, j=1,... kK (4.3)
0, ifa'¢my

Uvjet (4.3) znaéi da svaki element a’ € A mora pripasti to¢no jednom
klasteru, a funkciju F mozemo zapisati kao [13, 14, 106]:

k. m
F(I) = @(c,U) = > uid(cj, a), (4.4)
j=11i=1

gdje je ®: R™F x {0,1}™F 5 R,
Primjer 4.1. Jedna 3-optimalna LS-particija skupa A = {2,4,8,10,16} je:

IT = {{2,4},{8,10}, {16} }.
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Odgovarajuca matrica pripadnosti je:

3

Il
coor~
o OO
~ocococo

Primjedba 4.1. Primijetite da za elemente matrice U vrijedi:

k
duy=1, i=1,...,m, (4.5)
j=1
m
1<> wj<m, j=1,...k (4.6)
=1

Jednakosti (4.5) znace da svaki element a’ € A mora pripasti barem jednom
klasteru, a nejednakosti (4.6) znace da svaki klaster ima najmange jedan, a
najvise m elemenata.

Zadatak 4.1. Koliko ima matrica U € {0,1}™** koje zadovoljavaju uvjete
(4.5) i (4.6)? U kakvoj je vezi broj svih ovakvih matrica s brojem (3.2),
str. 38 svih k-particija skupa A s m elemenata?

U cilju optimizacije izra¢unavanja, funkcija (4.4) pise se u obliku:

m k
O(c,U) = ZZuijd(cj,ai), (4.7)

i=1j=1
a trazenje globalno optimalne k-particije moze se zapisati kao sljedeé¢i GOP:

argmin ®(c,U). (4.8)
cERnxk Ue{0,1}mxk

4.2.2 Standardni k-means algoritam

Promatramo globalni optimizacijski problem (4.8). Optimizacijska funkcija
® je nelinearna nekonveksna funkcija s ogromnim brojem varijabli: n x k +
m X k. Primjerice, funkcija ® iz Primjera 4.1 sa samo m = 5 podataka
ima 1 x 3+ 5 x 3 = 18 nezavisnih varijabli. Samo u vrlo specijalnom
slucaju kada je broj atributa n = 1 i kada broj klastera k nije prevelik,
moze se provesti direktna minimizacija nekom od specijaliziranih globalno
optimizacijskih metoda za simetri¢nu Lipschitz neprekidnu funkciju (vidi
[38, 69, 85] koje daju dovoljno to¢no rjesenje.
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U opéem slucaju ne postoji optimizacijska metoda kojom bi se rijesio GOP
(4.8). Umjesto toga, u literaturi se mogu pronaé¢i brojne metode koje pro-
nalaze stacionarnu tocku ili u najboljem slucaju, lokalni minimum. Na taj
nacin dobiva se particija za koju obi¢no ne znamo koliko je blizu optimalnoj.

Najpopularniji algoritam ovakvog tipa dobro je poznati k-means algo-
ritam koji smo veé ranije spominjali na str. 39. Sada é¢emo konstruirati
k-means algoritam koriste¢i zapis (4.7) funkcije cilja & pomoc¢u matrice pri-
padnosti uz koristenje opée optimizacijske metode (vidi primjerice [67]): po-
¢evsi od nekog ¢(®) € RF*™ sukcesivno ponavljamo sljedeéa dva koraka:

Korak A: Uz fiksni ¢(9) definiramo klastere 7, ..., 7, principom mi-
nimalnih udaljenosti (3.39). Na taj nacin s (4.3) odredena
je matrica U,

Korak B: Uz fiksnu matricu U pronademo optimalni ¢ rjesava-
njem k optimizacijskih problemas:

m m
cgl) € argmin Z ug)d(cl, a,..., C](Cl) € argmin Z ul%)d(ck, a'),
clER™ =1 ck€R™ =1

i izra¢unamo ®(c(V), UMW) prema (4.7);

Na taj nacéin sukcesivnom primjenom Koraka A i Koraka B dobivamo niz
(D, UMy, (¢, U®),.... Buduéi da za izbor matrice U imamo konaéno
mnogo moguénosti, algoritam se u nekom momentu pocinje ponavljati i tada
smo dobili lokalno optimalnu particiju. Po konstrukciji, niz odgovarajuéih
funkcijskih vrijednosti ®(c(), UM) > &(c2), U®?)) > ... monotono je pada-
juéi i konacan.

Zbog toga se k-means algoritam formalno zapisuje s dva koraka koji se
sukcesivno izmjenjuju. Algoritam se moze zaustaviti kada relativna vrijed-
nost funkcije cilja padne ispod nekog unaprijed zadanog pozitivnog realnog
broja € > 0:

Drp1—Pr
g < & > 0. (4.9)

T

Algoritam 4.1. [k-means algoritam ]

Korak A: PridruZivanje (assignment step). Za dani skup z1,...,z € R™ medu-
sobno razlicitih tocaka principom minimalnih udaljenosti odrediti klastere
T1,..., T (odnosno matricu pripadnosti U € {0, 1}m*F )

Korak B: Korekcija (update step). Za danu particiju I1 = {my,..., 7} (odnosno
matricu pripadnosti U € {0,1}™*k ) odrediti odgovarajuce klaster-centre
C1y...,c €ER™;

Staviti z; :=cj, j=1,...,k.
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Dobivene rezultate sumirajmo u sljede¢em teoremu (usporedite s Teore-
mom 3.3, str. 41).

Teorem 4.1. k-means algoritam 4.1 u konacno (T') koraka pronalazi LOPart,
a pri tome je niz funkcijskih vrijednosti (f(H(t))), t=20,1,...,7 monotono
padajuci.

Dokaz. Veé ranije zakljuéili smo da je niz funkcijskih vrijednosti (F(I1)))
dobiven k-means algoritmom monotono padajuéi te da nakon kona¢no mnogo
koraka postaje stacionaran. Prema Lemi 3.6 i Teoremu 3.7, str. 62 za neki
T > 0 vrijedi F(IIT)) = F(cy,...,cx), gdje su ¢; centri klastera particije
™). Zbog navedenog svojstva, sukladno Definiciji 3.2, str. 66, particija
D je k-LoPart. O

Kao s$to smo veé ranije naveli na str. 39, rjesenje dobiveno k-means al-
goritmom jako ovisi o izboru pocetne aproksimacije (pocetnih centara ili
pocetne particije) pa za nacin izbora pocetne aproksimacije u literaturi pos-
toje brojne heuristicke metode (vidi primjerice [5, 10, 52, 98]).

Primjedba 4.2. Poznato je da se prilikom izvodenja k-means algoritma
moze dogoditi:

e da rjesenje bude samo lokalno optimalna particija,
e da neki od klastera postanu prazni skupovi (vidi Primjer 3.4, str. 41),

e da se neki element a € A moZe pojaviti na granici dva ili vise klastera
(vidi Primger 4.4 i detalinije u [92]).

Primjer 4.2. Neka je A = {1,2,3,8,9,10,25}. Potrazimo optimalnu 2-
particiju uz primjenu LS-kvazimetricke funkcije. Uz pocetnu particiju TID =
{{1,2,3},{8,9,10,25}} k-means algoritam kao 2-optimalnu particiju prepoz-
naje bas tu particiju (vidi Sliku 4.1a).

Uz pocetnu particiju TIM) = {{1,2,3,8},{9,10,25}} k-means algoritam
kao 2-optimalnu particiju prepoznaje particiju II* prikazanu na Slici 4.1b.

Mathematica-programom K-Means-IniPar-IniCen' lako se moZe pro-
vjeriti da je II* globalno optimalna 2-particija, a da je IV jedina lokalno
optimalna 2-particija.

Uz vrijednosti kriterijskih funkcija cilja u niZe navedenoj tablici prika-
zane su i odgovarajuce vrijednosti CH i DB indeksa (vidi tocku 5, str. 87).

1 https://wuw.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/K-Means-IniPar-IniCen.nb
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Primijetite da se vrijednosti funkcija ciljo Frs © Frs podudaraju na opti-
malnim particijama, a veli¢ina CH (odnosno DB) indeksa veca je (odnosno
manja) na globalno optimalnoj particiji.

Particije | G Frs Frs | CcH DB
o™ 207.429 196 196 | 529 0.71
I 325929 775 775 | 21.03 0.18
1. e®e (YY B e Dy
(a) TV 123 8 910 25 Frs (M) =196
. _00@ (YY) & o
(b) I : 123 8 910 o5 TLs(IY) =775

Slika 4.1: Lokalno i globalno optimalne 2-particije skupa A = {1,2,3,8,9,10,25}

Zadatak 4.2. Za skup iz Primjera 4.2 koristenjem istog Mathematica pro-
grama odredite 2-optimalne particije uz primjenu £1-metricke funkcije. Pos-
toje li i v ovom slucaju razlicite lokalno i globalno optimalne particije?

Primjer 4.3. Zadan je skup A = {a’ = (z;,y;)":i=1,...,8}, gdje je:

i |1 2 8 4 5 6 7 8
w2 3 5 6 7 8 9 10
yi |3 6 8 5 7 1 5 3

Potrazimo optimalnu 2-particiju uz primjenu LS-kvazimetricke funkcije. Po-
cetnu particiju Y prikazanu na Slici 4.2a k-means algoritam prepoznaje
bas kao 2-optimalnu particiju.

Uz pocetnu particiju 1O prikazanu na Slici 4.2b, k-means algoritam kao
2-optimalnu particiju prepoznaje particiju IT* prikazanu na Slici 4.2c.

Mathematica-programom K-Means-IniPar-IniCen lako se moZe provje-
riti da je IT* globalno optimalna 2-particija, a da je I jedina lokalno op-
timalna 2-particija.

Uz vrijednosti kriterijskih funkcija cilja, u niZe navedenoj tablici prika-
zane su 1 odgovarajuée vrijednosti CH ¢ DB indeksa. Primijetite da se vri-
jednosti funkcija ciljo Frs © Frs podudaraju na optimalnim particijama, a
velic¢ina CH (odnosno DB) indeksa vecéa je (odnosno manja) na globalno opti-
malnoj particiji.

Particije‘ g FrLs Frs ‘ CH DB

M 37.67 55.33 55.33 | 4.08 .89
I 51 42 42 | 728 .83




Klaster analiza i prepoznavanje geometrijskih objekata 73

(a) IV (b) I (c) II*
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2 4 6 8 10 2 4

Slika 4.2: Lokalno (IT™) i globalno (IT*) optimalna 2-particije skupa A C R?

Zadatak 4.3. Za skup iz Primjera 4.3 koristenjem istog Mathematica pro-
grama odredite 2-optimalne particije uz primjenu f1-metricke funkcije. Pos-
toje li i v ovom slucaju razlicite lokalno i globalno optimalne particije?

Sljededi primjer pokazuje kako samo jedna tocka moze utjecati na dobi-
vanje razli¢itih lokalno optimalnih k-particija.
Primjer 4.4. [92] Skup podataka A definiran je na sljedeci nacin. Najprije
je odredena tocka ay € R? i pet razlicitih tocaka z1,...,z5 € R? slucajno
odabranih na kruznici sa sredistem u ag € R%. U okolini svake tocke Zj
generirane su pseudoslucajne tocke iz binormalne distribucije s ocekivanjem
0 € R? i jedinicnom kovarijacijskom matricom.

(a) ap € ﬂ’f(’j (b) ag ——* T (C) ag --+ T3
Fy = 25.1288 Fy5 = 24.9024 F3 = 25.3500
B S ! T3 T ‘ T3
T3 M : LM Lo
3 ) 3l = e /7 3 °
2 2 y - . 2 My ap. -e. "
1

Ty *

Slika 4.3: TraZenje optimalne pozicije tocke ag

Pomocu tocaka z1, . .., z5 primjenom principa minimalnih udaljenosti de-
finirani su klasteri m; = m(zj), 5 = 1,...,5. Pri tome tocka ag lezi na
zajednickom rubu svih pet klastera (Slika 4.3a).

Na Slici. 4.3b prikazana je lokalno optimalna particija, kod koje je tocka
ag pridruzena klasteru ms. Slicno, na Slici. 4.3c prikazana je druga lokalno
optimalna particija, pri cemu je tocka ag pridruzena klasteru ms.
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4.2.3 k-means algoritam s visestrukim pokretanjem

Problem izbora dobre pocetne aproksimacije prilikom trazenja optimalne k-
particije moze se pokusati zaobiéi tako da se standardni k-means algoritam
pokrene vise puta s novim sluc¢ajno izabranim pocetnim centrima, i da se
zadrzi trenutno najbolja particija (vidi [52]). Ovaj princip opisan je u nize
navedenom Algoritmu 1.

Algoritam 1 : (k-means algoritam s viSestrukim pokretanjem)

Input: A C A C R™ {Skup podataka}; k>2, It>1;

1: Odredi ¢ e AF slu¢ajno;

2: Primijeni k-means algoritam na skup A s po¢etnim centrom ¢(
oznaéi s é = ¢ i stavi Fy = F(&);

3: for i =1 to It do

4: Odredi ¢ e A slucajno;

5: Primijeni k-means algoritam na skup A, s pocetnim centrom ¢,

rjeSenje oznaéi s ¢ i stavi Fy = F(&);

9| rjesenje

6 if [ < F, then

T: Stavi é = ¢ i stavi Fy = FI;
8: end if

9: end for

Output: {¢ F(¢)}.

Primjedba 4.3. Primijetite da linija 5 ukljucuje mogucnost da k-means
algoritam smangji broj klastera. U tom slucaju, vrijednost funkcije F' poraste,
pa ta particija vise nije kandidat za optimalnu k-particiju.

4.3 Inkrementalni algoritam

Pretpostavimo sada da najprikladniji broj klastera nije unaprijed poznat.
Na temelju metode razvijene u radovima [5-7, 9-11, 62, 98], konstruirat
¢emo inkrementalni algoritam koji ¢e sukcesivno traziti optimalne particije
s 2,3,... klastera. Kako bismo ustanovili koja je od ovih particija najprik-
ladnija u tocki 5, str. 87, primijenit ¢emo vise razlicitih indeksa.

Primjer 4.5. Zadana su tri centra ¢i = 0.2, ¢5 = 0.4, c¢§ = 0.8 i u njihovoj
okolini po 10 normalno distribuiranih slucajnih brojeva, koji ¢ine skup A
(vidi Sliku 4.5a, odnosno Sliku 4.5d). Primjenom inkrementalnog algoritma
pokusat cemo rekonstruirati centre od kojih je nastao skup A.
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Najprije izaberimo ¢; = mean(A), odredimo ¢1 = > (¢; — a)? i definirajmo
acA
funkciju (vidi Sliku 4.4a):

b1(x) = Z min{(c; — a*)?, (z — a*)?}.

a) Funkcija z — ¢1(z) b) Funkcija x — ¢2(x)

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Slika 4.4: TraZenje prvog i drugog centra

Primjenom Mathematica-modula NMinimize [] rijeSimo problem globalne opti-
mizacije argmin ¢ () i rjeSenje oznacimo s co (Slika 4.5Db).

z€[0,1]
cr cs cs ct c3 cs
(a) o gee—egfme o cpfcemeo—— (d) o ——em g me o opfemeo——
c1 co &1 c3 Ca2
(b) - (e) »
¢1 &) & 3 <

Slika 4.5: TraZenje sljedeéeg centra

Nakon toga, na skup A primijenimo k-means algoritam s pocetnim centrima
¢1, c. Tako dobivamo optimalnu 2-particiju skupa A s centrima é;, & (Slika 4.5¢).
Odredimo ¢o = ¢(¢é1, é2).

U cilju pronalazenja optimalne 3-particije skupa A definirajmo pomoénu funk-
ciju (vidi Sliku 4.4b):

bo(x) = Z min{(¢; — a*)?, (&2 — a*)?, (z — a')?}.

Primjenom Mathematica-modula NMinimize[] rijeSimo problem globalne optimi-
zacije argmin ¢ (x) i rjeSenje oznacimo s cs (Slika 4.5¢).
z€[0,1]
Nakon toga, na skup A primijenimo k-means algoritam s pocetnim centrima
(é1, é2,¢3). Tako dobivamo optimalnu 3-particiju skupa A s centrima c%, c3, ¢§ (koji
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se u ovom sluéaju vrlo dobro podudaraju s originalnim centrima - vidi Sliku 4.5f).
Odredimo ¢35 = ¢(c}, c5, c5).

Odluku o zaustavljannju iterativnog procesa donosimo na osnovi kriterija (vidi
primjerice [10]) % < € za neki maleni € > 0 (recimo 0.05). U nasem je

primjeru % = 0.04.

Zadatak 4.4. Provedite sljedeci korak, odredite ¢4 i izracunajte ¢4¢)_1¢3.

Konstruirajte i provedite inkrementalni algoritam na skupu A iz Pri-
mjera 4.5 uz primjenu {1-metricke funkcije.

Opcenito, neka je A C R™. Inkrementalni algoritam zapocinje izborom
pocetnog centra ¢; € R™. Primjerice, to moze biti centroid ili medijan skupa
A. Sljedeéi centar co dobit éemo kao rjesenje GOP za funkciju ®: R™ — R:

m
¢y € argmin ®(z), &(x) = Zmin{Hcl —d'|3, |z — a*)3}. (4.10)

Nakon toga, na centre ci,co primijenimo k-means algoritam i time do-
bivamo centre ¢4, ¢& lokalno optimalne 2-particije II1(2).

Opcenito, poznavajuéi k centara cq, ..., cp, aproksimaciju sljedeceg cen-
tra odredit ¢emo rjesavanjem GOP:

m
Ckt1 € argmin @(z), &O(z):= Zmin{é}é, |z — a'||3}, (4.11)

gdje je 6t = lr<ni£1k lcs — a’||a. Nakon toga, primjenom k-means algoritma
<s

dobivamo centre {cf,...,c},c; 1} optimalne (k + 1)-particije II(+1),

U Koraku 1 i Koraku 4 Algoritma 2 dovoljno je provesti samo nekoliko
iteracija (recimo 10) optimizacijskog algoritma DIRECT i tako dobiti dovoljno
dobru pocetnu aproksimaciju za k-means algoritam koji nakon toga daje
LOPart.
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Algoritam 2 : Inkrementalni algoritam

Input: A C R™ {Skup podataka}; € > 0;
1. Izabrati ¢; € R", izracunati Fy = F(c1), rijesiti GOP (4.10) i rjeSenje
oznaciti s ca;
2: Primijeniti k-means algoritam na centre ¢, ¢, rjeSenje oznaciti s
" ={c1,c5}, a odgovarajuéu vrijednost funkcije cilja s Fy := F(c¢*);
3: Staviti ¢; = ¢}; ca =53 k = 2; Fi, =: Fy;

4: Za centre ci, ..., ¢y rijesi GOP argmin ®(z), gdje je:
zeR?

m
= Zmin{% lz —a'l3}, ok = min, les = a'll3,  (412)

i rjesenje oznaditi s cp41;

5. Primijeniti k-means algoritam na centre cy,...,ck, cx+1, rjeSenje ozna-
citi s ¢* = {cf,..., ¢, i, }, a odgovarajucu vrijednost funkcije cilja s
Fir = P(e*);

6: if 7-(Fi — Fiq1) > € then

7 c1 =0, s Cy1 = Cpq; Fi = Fiy1; k= k+11 prije¢i na Korak 4;

8: end if

Output: {c},...,c;, 51}

Primjedba 4.4. Primijetite da smo Algoritam 2 slicno mogli pokrenuti i s
vise od jednog pocetnog centra.

Primjer 4.6. Skup podataka A C R? definirat éemo na sljedeéi nacin:

In[1] := SeedRandom[1213];
c={{-8,-6},{-3,-8},{-1,-1},{8,4},{6,9},{-1,8}}; m=200;
kov = 1.5 {{1,0},{0,1}};
podaci = Table[RandomReal[
MultinormalDistribution[c[[i]], kov], m], {i,Lengthl[c]}
115
A = Flatten[podaci, 1];

Skup A sadrzi m = 1200 podataka prikazanih na Slici 4.6a. Na ovaj skup
primijenili smo inkrementalni algoritam i odredili LOPart s 2, ..., 8 klastera, Sto je
prikazano na Slici 4.6. U zaglavlju slike navedene su vrijednosti odgovarajuée funk-
cije cilja. Naravno, ostaje otvoreno pitanje koja od dobivenih optimalnih particija
ima najprikladniji broj klastera.
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(a) Podaci} (b) F} = 64115 (c) F¥ = 19860 (d) Ff = 11305

(e) Fr = 7816 (f) F; = 4858 (g) Fr = 3296 (h) FZ = 3060

Slika 4.6: Inkrementalni algoritam

4.4 Aglomerativni hijerarhijski algoritmi

Jedna mogucénost trazenja optimalne particije su tzv. aglomerativni hijerar-
hijski algoritmi. Ovi algoritmi najvise se primjenjuju u podrucju drustvenih
znanosti, biologije, medicine, arheologije, ali i u ra¢unarskim znanostima
[49, 61, 104, 106].

4.4.1 Uvod i motivacija

Osnovna ideja aglomerativnih hijerarhijskih algoritama sastoji se u tome
da se polazeéi od poznate particije II®) = {ry,..., 7} skupa A = {a’ €
R™: 4 = 1,...,m} sastavljene od 1 < k < m klastera konstruira particija
() s r klastera tako da se barem dva klastera particije II*) spoje u jedan
(r < k) ili tako da se jedan klaster particije (%) rastavi u barem dva klastera
(r > k). U tom smislu uvodimo sljedeé¢u definiciju.

Definicija 4.1. Kazemo da je particija 1) ugnijeZdena (engl.: nested) u
particiju TI7) i pisemo TI®™) = I ako vrijedi:

(i) r <k,
(ii) svaki klaster iz ITI®) podskup je nekog klastera iz T1(").
Na Slici 4.7 prikazana je particija I koja je ugnijezdena u parti-

ciju II®. Nadalje ¢emo razmatrati samo aglomerativne hijerarhijske al-
goritme koji u svakom koraku povezuju najvise po dva klastera promatrane
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a® @

o =~ N w & o
©
®)
o 2 v w & o
©
©
O

Slika 4.7: Particija II® ugnijezdena je u particiju II® (II®®) ¢ 1))

k-particije II®) = {ry,...,m,}. Ta dva klastera odabrat ¢emo tako da raz-
motrimo sve moguée parove klastera. Ukupan broj ovih parova jednak je
broju svih kombinacija bez ponavljanja od k elemenata drugog razreda:

K\ kK k(k-1)
2)  2(k-2 2

Slika 4.8: Razli¢ite mjere udaljenosti skupova A i B

Ako uvedemo neku kvazimetricku funkciju d: R® x R® — R (kao u
tocki 2, str.9), onda kao mjeru sli¢nosti (odnosno razli¢itosti) dva klastera
mozemo promatrati razli¢ite mjere njihove medusobne udaljenosti [50, 105,
106]. Opéenito, udaljenost skupa A do skupa B mozemo definirati na sljedeéi
nacin:

D.(A,B) =d(ca,cB), [udaljenost centara ca,cp skupova]  (4.13)

Dpin(A, B) = mi ,b) [minimalna udaljenost 414

( ) L d(a,b) [minimalna udaljenost] (4.14)

Dpaz(A,B) = max d(a,b) [maksimalna udaljenost] (4.15)
aGA beB

Dvg(A, B) |AH Z Z d(a,b) [prosjetna udaljenost] (4.16)

aGAbEB
HD(A, B) = max{mezﬁ(%rélgd(a b), lgleaécznelg d(a,b)}

[Hausdorffova udaljenost] (4.17)
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Zadatak 4.5. Sto je Hausdor{fova udaljenost skupova A i B na Slici 4.87

Primjer 4.7. Na Slici 4.9 prikazan je skup A (3 crvene tockice) i skup
B (4 plave zvjezdice) u razlicitim medusobnim poloZajima, a u Tablici 4.1
navedene su odgovarajuce D, Dpin 1 Hausdorffove HD udaljenosti za LS-
kvazimetricku i £1-metricku funkciju za navedena tri slucaja.

(a) Vrlo bliski skupovi (b) Bliski skupovi (¢) Razdvojeni skupovi

Slika 4.9: Udaljenost skupa A (crvene tocke) od skupa B (plave zvjezdice)

Vrlo bliski Bliski Razdvojeni
skupovi skupovi skupovi
D, uz ¢1-metricku funkciju 2 5 9
D, uz LS-kvazimetricku funkciju 2.05 18 31.4
Din uz £1-metricku funkciju 2 2 4
Dinin uz LS-kvazimetricku funkciju 2 2 8
HD uz ¢1-metricku funkciju 4 7 11
HD uz LS-kvazimetricku funkciju 8 25 61

Tablica 4.1: Razli¢ite mjere udaljenosti dva skupa

U nastavku teksta detaljnije ¢emo razmotriti primjenu mjere slicnosti
(udaljenosti) klastera definiranu s (4.13) koristeéi ranije spomenute kvazi-
metricke funkcije.

Neka je A = {a* € R":i = 1,...,m} zadani skup. Aglomerativni
hijerarhijski algoritam moze zapoceti od neke particije II*) koja sadrzava u
klastera (1 < p < m) i zavrditi s particijom TI*) koja sadrzava k klastera
(1 <k < p<m). Micéemo algoritam najcesée pokretati od particije s m
klastera

ne = {{a'}, {a®},..., {a™}},
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tj. od particije u kojoj je svaki element skupa A za sebe poseban klaster.
Udaljenost izmedu klastera definirat ¢emo kao udaljenost njihovih centara
uz primjenu LS-kvazimetricke ili £1-metricke funkcija.

Primijetite da je vrijednost kriterijske funkeije cilja F na particiji I1(™)
jednaka nuli. U prvom koraku biramo dva najsli¢nija klastera, tj. dva naj-
bliza elementa skupa A. Njih ¢emo spojiti u jedan klaster. Primijetite da se
sukladno Teoremu 3.2, str. 38, na taj nac¢in povecava vrijednost kriterijske
funkcije cilja F.

Algoritam se moze zaustaviti na particiji s unaprijed zadanim brojem
klastera, a moguce je razmotriti i problem odredivanja particije s najprik-

ladnijim brojem klastera [49, 110], $to ¢emo detaljnije razmatrati u Poglav-
lju 5.

Algoritam 3 (Agglomerative Nesting (AGNES))

Input: A={a’€R":i=1,....m}, 1<k<m, p=0;
1: Definirati poéetnu particiju TI'™ = {my,... 7}, m; = {a’};

2: Za particiju II(™~#) konstruirati matricu sli¢nosti
Rmfﬂ € R(mfu)x(mfp,)’ Tij = D(’ITZ'/]TJ');
3: Rijesiti optimizacijski problem {ig,jo} C argmin r; j;
1<i<j<m
4: Konstruirati novu particiju
Iim=n=1) — (H(miu) \ {Wim Wjo}) U{Wio U,]Tjo};

5: if p <m — k, then

6 = p~+ 11 prijeéi na Korak 2;
7: else

8 STOP;

9: end if

Output: {1},

U Koraku 3 trazi se pozicija {ip, jo} najmanjeg elementa u gornjem tro-
kutu matrice slicnosti R,,—,,. U Koraku 4 konstruira se nova particija tako
da se klasteri m;,, mj, spoje u jedan klaster. U Koraku 5 provjerava se
kriterij zaustavljanja algoritma.

Koristan ilustrativni prikaz Algoritma 3 moze se napraviti pomocu tzv.
dendrograma, koji pokazuje svaki korak algoritma i daje razinu sli¢nosti.
Algoritam ¢emo ilustrirati na sljedeéem jednostavnom primjeru.

Primjer 4.8. Na skupu A = {a’ = (z;,y;)":i=1,...,8} zadanim s:
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i |1 2 8 4 5 6 7 8
|2 8 4 6 7 8 9 9
vi |7 9 8 6 5 2 1 3

(vidi Sliku 4.10a), polazeci od particije TI™ = {{a'},...,{a™}} pokre-
nut éemo Algoritam AGNES koriste¢i mjeru slicnosti (4.13) uz primjenu ;-
metricke funkcije (vidi Sliku 4.8):

1(A,B) = |lca —cBlli, ca meda  cp = mec

(a) Skup A (b) Dendrogram
10
8 )
6 °
4
°
2
°
. = T
2 4 6 8 10 27 6.9 ©“.8 ©1 ©3 2 66 7.5

Slika 4.10: Skup A i odgovarajuéi dendrogram uz primjenu ¢;-metricke funkcije

Sve particije skupa .4 mogu se dobiti programskim sustavom Mathematica (vidi
Sliku 4.10b).

In[1]:
In[2]:

Needs["HierarchicalClustering‘"]
DendrogramPlot [A, Linkage->"Median", HighlightLevel->2, LeafLabels->(# &)]

Pokazat ¢emo kako se to moze dobiti primjenom Algoritam AGNES2. U prvom
prolazu kroz Algoritam AGNES kre¢emo od 8-particije II®) i najprije odredimo centre
klastera (u ovom slu¢aju to su sami elementi skupa A) i gornji trokut matrice
slicnosti Rg. U njoj potrazimo najmanji element (ako ima viSe jednakih najmanjih
elemenata, izaberemo bilo koji), koji odreduje dva najsli¢nija klastera. U nasSem
sluc¢aju izabrani su jednoclani klasteri

{3,977} {48)")

Oni se izbacuju iz particije, a dodaje se novi dvoclani klaster {(3,9)7, (4,8)T}. Tako
dobivamo optimalnu 7-particiju 11" prikazanu na Slici 4.11.

2https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Agglomerative_Nesting.nb
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Ponavljajuéi postupak redom dobivamo ostale optimalne particije: 1), TT(®) T1(4),
e 1@ g,

3 3
2

5 7
6 8 12 14 12 5 ; ﬂ; ﬁf ﬁ; g 11 13 11 3 6
4 6 10 12 10 1 6 4 b 2 2 11 5
Rg = 2 6 8 6 |; Ry = i Rg = 2 13 7
2 2 11
4 6 4 5> 13 1 5
2 2 11 6
2
" fi g %; 3 6 12 6 6
Rs = 6 12| Ry = 6 12| ; R3= |: 121| ;
6
6
® M 11(6) 11
10 10 10 10
* ° °
8 Y 8 *o 8 *o 8 X
* * * *
6 ¢ 6 * 6 ° 6 °
* * *e *o
4 4 4 4
® ® * ®
2 * 2 * 2 @ 2 o
® * ¢ ]
0 0 0 0
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Slika 4.11: Optimalne k-particije. Zvjezdice oznacavaju centre klastera.

I ® @ s
10 10 10 10
.* L ] [ ] [ ]
8 ° 8 * @ 8 * o 8 °
* ° ° °
6 6 [ ] 6 ® 6 o
* *. ® *.
4 4 4 4
' ° * o '
2 ® X 2 ® X 2 ° 2 °
° ° ° °
0 0 0 0
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Slika 4.12: Optimalne k-particije. Zvjezdice oznacavaju centre klastera.

Zadatak 4.6. Na skupu A iz Primjera 4.8 polazeéi od particije TI™ =

{{a'}, ..., {a™}} provedite Algoritam AGNES koriste¢i mjeru slicnosti (4.13)
uz primjenu LS-kvazimetricke funkcije.

Zadatak 4.7. Na skupu A iz Primjera 4.8 polazeéi od particije TI(™ =

{{a'},...,{a™}} provedite Algoritam AGNES koristeéi mjeru slicnosti (4.14)
uz primjenu £1-metricke funkcije.
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Zadatak 4.8. Na skupu A iz Primjera 4.8 polazeci od particije om =
{{a'},..., {a™}} provedite Algoritam AGNES koristec¢i mjeru slicnosti (4.14)
uz primjenu LS-kvazimetricke funkcije.

4.4.2 Primjena principa najmanjih kvadrata

Neka je I = {m1,..., 7} neka k-particija kona¢nog skupa A C R". Uz
primjenu LS-kvazimetricke funkcije, slicnost (udaljenost) klastera m,,ms €
%) definirat ¢emo kao udaljenost njihovih centroida:

Drs(A,B) = |le, — csl|3, ¢r =meanm,, Cs = INean . (4.18)

Tvrdnja sljedeéeg zadatka pomodéi ¢e nam kod dokaza Teorema 4.2 koji
daje eksplicitne formule za centroid unije dva klastera i za vrijednost funkcije
cilja na toj uniji.

Zadatak 4.9. Slicno kako kod dokaza Leme 3.2, str. 45, dokazite da za skup
A={a"€eR":i=1,...,p} i njegov centroid c4 = mean A vrijedi:

p

> (a'—ca) =0, (4.19)
=1

p ) p )

Y llat =zl =" lla" —call3 +pllz —cal3, VeeR™ (4.20)
=1 =1

Teorem 4.2. Ako je skup A = {a’ € R": i = 1,...,m} sastavijen od dva
disjunktna neprazna klastera A = AU B,

i

S

A:{al,...,ap}, Al =p, ca=
Cp =

_ 1 _ _ 1
B={b',....1%}, |Bl=gq 1S,

p .
>_d
i=1

q .
>V
j=1
tada je centroid skupa A= AU B zadan s:

c=c(A) = JFoca+t ;lcs, (4.21)
1 vrijedi:
Frs(AUB) = Frs(A) + Frs(B) + pllca — cl3 + qlles — cll3,  (4.22)

gdje je Frs LS-funkcija cilja (vidi tocku 3, str. 33).



Klaster analiza i prepoznavanje geometrijskih objekata 85

Dokaz. Jednakost (4.21) neposredno slijedi iz:
LN~ Rty
(2
— (40 B) = (3 +ij) Hap 22 ptan 2P
Koristenjem Zadatka 4.9 dobivamo:

p q
Frs(AUB) =Y [la’ — clf + 3 ¥ — i

=1 7j=1
p
Z la’* — call3 + plle — call3 + Z 1t/ — cB|3 + gllc — cBll3
i=1 7j=1
=F1s(A) + Frs(B) + pllea — |3 + qlles — c|l3. O

Izraz A := p|lca — c||3 + qllcs — c||3 iz (4.22) moZe se pojednostaviti kao
u sljede¢em korolaru.
Korolar 4.1. Ako je skup A = {a' € R": i =1,...,m} s centroidom c =
m
1 i —
- 121 a' unija od dva klastera A = AU B,

S

A:{al,...,ap}, Al =p, ca

D a

i=1

q
—_Ipl _ _ 1 j
B={b",...,b%}, |B|=q, cB—aE v,

j=

—_

tada je

A= pllea —cll3 +alles — cll3 = Fyllea — eall3. (4.23)

Dokaz. Kako je prema (4.21)

pllea — el = plihgea + p%’LqCB cal3 = p+q (i zllea — csl3,
2
qHCB - CH2 - q”p+qCA + p-l,-q CBH2 p+q 2 HCA CBH27
vrijedi:
2
A= 2lsles —cpllf + Zzllca — csll3,

iz. ¢ega neposredno slijedi (4.23). O
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Zbog toga se kao mjera slicnosti dva klastera A i B umjesto (4.18) moze
koristiti tzv. Wardova udaljenost [115]:

D (4, B) = ity llea - esl3 (4.24)
gdje je |A| broj elemenata klastera A, a | B| broj elemenata klastera B. Kao
Sto se moze vidjeti iz Teorema 6.1 i Korolara 4.1, ako kao mjeru slicnosti dva
klastera koristimo Wardovu udaljenost (4.24), onda ¢e spajanjem klastera A
i B vrijednost funkcije cilja porasti upravo za Dy (A, B). Moze se pokazati
[106] da ovaj izbor osigurava najmanji mogudéi porast funkcije cilja Frg.



Poglavlje 5

Indeksi

5.1 Izbor particije s najprikladnijim brojem klas-
tera

Mozemo postaviti sljedece pitanje:

U koliko bi klastera bilo najprihvatljivije grupirati promatrani
skup podataka A, odnosno kako za promatrani skup podataka
A odabrati particiju s najprikladnijim brojem klastera (engl.: Most
Appropriate Partition (MAPart))?

Odgovor na ovo pitanje jedan je od najslozenijih problema klaster ana-
lize. O tome postoji brojna strucna literatura [14, 20, 25, 33, 49, 50, 78,
80, 90, 103, 106, 110], a obi¢no se rjesava ispitivanjem razlic¢itih pokazatelja
koje jednostavno nazivamo indeksi.

U nekim jednostavnim slucajevima broj klastera u particiji odreden je
samom prirodom problema. Primjerice, prirodno je studente grupirati u
k = b5 klastera prema postignutom uspjehu na studiju, ali nije lako dati
odgovor na pitanje u koliko bi klastera bilo najprihvatljivije grupirati skup
svih kukaca ili u koliko skupina treba grupirati privredne subjekte neke
administrativne jedinice.

Ako broj klastera u koji treba grupirati skup A nije unaprijed poznat,
prirodno bi bilo potraziti particiju koja se sastoji od klastera koji su in-
terno sto kompaktniji, a eksterno $to bolje medusobno razdvojeni. Za takvu
particiju reéi ¢emo da ima najprikladniji broj klastera — to ¢e biti MAPart.

Razmotrit ¢emo primjenu samo nekoliko najpoznatijih indeksa, koji pret-
postavljaju koristenje LS-kvazimetricke funkcije.

87
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5.1.1 Calinski—-Harabasz indeks

Ovaj indeks predlozili su T. Calinski i J. Harabasz u svom radu ,,A dendrite
method for cluster analysis” objavljenom 1974. godine u ¢asopisu Commu-
nications in Statistics. Nakon toga Calinski-Harabasz (CH) indeks dozivio je
brojna usavrsavanja i prilagodavanja (vidi primjerice [14, 90, 110]).

CH-indeks definira se tako da interno kompaktnija particija Ciji su klasteri
dobro medusobno razdvojeni ima veéu CH vrijednost.

Najprije primijetimo (vidi Teorem 3.2, str. 38) da vrijednost funkcije
cilja ne raste pove¢anjem broja klastera u particiji, tj. da je niz funkcijskih
vrijednosti na optimalnim particijama monotono padajudi.

Ako prilikom odredivanja optimalne k-particije IT* = {n}, ..., 7} koris-
timo LS-kvazimetricku funkciju, onda odgovarajuéu funkciju cilja F mozemo
zapisati kao:

k
Frs() => " llej — alls- (5.1)

j=]. a67rj

Vrijednost funkcija Frs na optimalnoj particiji IT* pokazuje ukupno ,ra-
sipanje” elemenata svih klastera 77, ..., 7} te particije do njihovih centroida
1, ..., cp. Kao §to smo ranije primijetili, §to je vrijednost funkcije Frg ma-
nja, time je ,rasipanje” manje, sto znaci da su klasteri interno kompaktniji.

Zato cemo pretpostaviti da je CH-indeks optimalne particije 1I* obrnuto
proporcionalan vrijednosti funkcije cilja Frg(IT%).

Kao sto smo primijetili ranije u Poglavlju 3.2.2, str. 45, odnosno str. 52,
prilikom trazenja optimalne particije, osim minimizacije funkcije Frg, mo-
zemo potraziti maksimum odgovarajuée dualne funkcije:

k
Gan) = mylle; —cli3, my = |ml, (5.2)
j=1

m . mo.
pri ¢emu je ¢ = argmin Y. ||z — a[|3 = = 3 a’ centroid ¢itavog skupa A.
i=1

zeR” =1
Vrijednost funkcija G na particiji II* pokazuje ukupnu tezinsku razdvo-
jenost centroida cj, ..., cg klastera 77, ..., 7. Sto je vrijednost funkcije G

veca, time su i LS-udaljenosti centroida ¢} do centroida citavog skupa c*
vece, pri ¢emu udaljenosti ponderiramo s brojem elemenata u pojedinom
klasteru. To znaci da su i centroidi ¢j medusobno maksimalno moguce raz-
dvojeni.

Zato éemo pretpostaviti da je CH-indeks optimalne particije II* proporci-
onalan vrijednosti funkcije cilja G(IT*).
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Uzevsi u obzir jos i statisticke razloge povezane s brojem m elemenata
skupa A i brojem k klastera u particiji IT*, mjera interne kompaktnosti i
eksterne razdvojenosti klastera optimalne particije II* u sluc¢aju primjene
LS-kvazimetricke funkcije definirana je brojem [20, 110]:

CH(k) = StiLy

e ls() (5:3)

koji nazivamo CH-indeks particije II*. Particiju s najveéim CH-indeksom
smatramo MAPart.

Primjer 5.1. Promatrajmo skup A = {2,4,8,10,16} iz Primjera 3.5, str. 44.
Dobivenu LS-optimalnu 3-particiju 11§ = {{2,4},{8,10}, {16} } usporedimo s
LS-optimalnom 2-particijom. Optimalne particije mozZemo potraZiti pomocu
k-means algoritma ili pomocu Inkrementalnog algoritma.

(a) LS-optimalna 2-particija (b) LS-optimalna 3-particija
o o > @ . o o > @ .
2 4 8 10 16 2 4 8 10 16

Slika 5.1: Izbor particije s prikladnijim brojem klastera
LS-optimalna 2-particija je I = {{2,4}, {8,10,16}} (Slika 5.1a) za koju je
Frs(Il3) = 36.67, G(II3) = 83.33.
Za LS-optimalnu 3-particiju IT5 (Slika 5.1b) dobili smo
Frs(3) =4, G(II5) = 116.

Primijetite da sukladno teoriji vrijedi Frs(II5) > Frs(II3) i takoder G(II5) <

G(IL3).
Odgovarajuéi CH-indeksi su
83.33/1 116/2
CH(2) = =6.82 CH = —— =29.
2) 36.67/3 6.82, (3) 4/2 I

jim) brojem klastera.

Sljede¢a propozicija pokazuje da se najvec¢a vrijednost CH-indeksa k-
particije postize na globalno optimalnoj k-particiji.
Propozicija 5.1. Neka je A C R"™ konacan skup i neka su Iy i s dvije
razlicite k-particije skupa A. Tada vrijedi:

CH(Hl) > CH(HQ) & Frs(ly) < ]:LS(HQ). (5.4)
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m .
Dokaz. Neka je m = |A| i ¢ = mean(A). Oznaéimo k := Y ||c —a||3. Tada
i=1

prema (3.31), str. 52, vrijedi:
Q(Hl) =K — ]:LS(Hl) i g(Hg) =K — ]:LS(HQ).

Zato vrijedi:

m—k g(Hl) m—k g(H2>
= Frs(Iy) = k1 Frs(Ilz)

k — Frs(Ily) S K= Frs(Il)

CH(I;) > CH(II,)

Frs(Ili) = Frs(Ilz)
@#(Hl)—lz ﬁm—l@}ls(ﬂl) < Frs(Ilz).O0

5.1.2 Davies—Bouldin indeks

Ovaj indeks predlozili su D. Davies i D. Bouldin u svom radu ,,A cluster
separation measure” objavljenom 1979. godine u ¢asopisu IEEE Transactions
on Pattern Analysis and Machine Intelligence. T ovaj indeks kasnije je dozivio
brojne prilagodbe i usavrSavanja (vidi primjerice [14, 90, 110, 111, 113]).

DB-indeks definira se tako da interno kompaktnija particija Ciji su klasteri
medusobno bolje razdvojeni ima manju DB vrijednost.

NiZze navedeni koncept preuzet je iz [111]. Neka je ¢ € R? toc¢ka u
ravnini oko koje je primjenom Gaussove normalne distribucije s varijancom
o2 generirano m slucajnih to¢aka a’. Ovaj skup to¢aka ¢ni sferican skup
podataka kojeg ¢emo oznaciti s A.

Iz statisticke literature [12] poznato je da se u krugu K(c, o) sa sredistem
u tocki ¢ i radijusom o (standardna devijacija) nalazi oko 68% tocaka skupa
A. Ovaj krug zvat éemo glavni krug skupa podataka A.

Pretpostavimo da su za dvije razlicite tocke cq,co € R? i dvije razlicite
varijance 02,03 na prethodno opisan naéin generirana dva sferi¢na skupa
podataka Ay, As i da su Kj(c1,01), Ka(c2,02) njihovi odgovarajuéi glavni
krugovi. Radijus o1 prvog kruga standardna je devijacija skupa A1, a radijus
drugog kruga oy standardna je devijacija skupa As.

Moguéi odnosi skupova A; i Ay s obzirom na medusobni polozaj nji-
hovih glavnih krugova Ki(c1,01) i Ka(c2,02) prikazani su na Slici 5.2. Na
Slici 5.2 a prikazani su skupovi A; i Az ¢iji se glavni krugovi ne sijeku i za
koje vrijedi ||c; — ¢2]|2 > 01 4 02, na Slici 5.2 b prikazani su skupovi A; i Ay
¢iji se glavni krugovi dodiruju i za koje vrijedi ||c; — e2lla = o1 + 09, itd.
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a) |lcr — e2l|l2 > o1 + 02 (b) |lc1 — c2ll2 = o1 + 02

0@

() ller —e2ll2 < 01+ 02 < 2[le1 — e2l2 (d) o1+ 02 > 2|[c1 — c2|2

Slika 5.2: Medusobno razli¢iti odnosi dva sferi¢na skupa podataka

Dakle, mozemo reéi da se glavni krugovi Ki(c1,01), Ka(ca,02) skupova
Ay, Ay presijecaju (imaju neprazan presjek) ako vrijedi [111]:

ller — e2ll2 < o1 + o2, (5.5)

odnosno mozemo reéi da su glavni krugovi skupova A1, A razdvojeni ako
vrijedi:

01+ 02
2 <1
ller — eall2
Promatrajmo sada optimalnu particiju II* skupa A s klasterima 77, . .., 7%
i njihovim centroidima cf, ..., ¢. Uocimo jedan od klastera 77 i razmotrimo

njegov odnos prema ostalim klasterima. Primijetite da je veli¢inom

o;+ 0
Dj := max ——— ", c — a3, 5.6
J s£j ”C _C*HQ | Z H H2 ( )

aEr

zadano najvece moguce preklapanje klastera 77 s nekim drugim klasterom.
Veli¢ina

%(Dl + -4 Dyg) (5.7)
prosjek je brojeva (5.6), a predstavlja jos jednu mjeru interne kompaktnosti
i eksterne razdvojenosti klastera u particiji. Jasno je da sto je broj (5.7)
manji, klasteri su kompaktniji i bolje razdvojeni. Zato se DB-indeks opti-
malne particije II* skupa A s klasterima 77, ..., 7} i njihovim centroidima
i, ...,cj definira na sljedeéi nacin [14, 25, 80, 90, 110, 111]

k .
DB(k) = %Zmax %, ‘= *| Z Hc — a3 (5.8)

a€7r
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Particiju s najmanjim DB-indeksom smatramo MAPart.

Primjer 5.2. Promatrajmo ponovo skup A = {2,4,8,10,16} iz Primjera 5.1.
Primjenom DB-indeksa odredimo particiju s najprikladnijim brojem klastera.

LS-optimalna 2-particija je II} = {{2,4},{8,10,16}}. Centri njenih klastera
su: ¢f = 3, ¢5 = 11.33, a odgovarajuée standardne devijacije: o1 = 1, o9 = 3.4.
Odgovarajué¢i DB-indeks je

_ 1 g1to o2+04 _
DB(2) = § (aishy + sy ) = 068788

LS-optimalna 3-particija je II5 = {{2,4}, {8,10}, {16}}. Centri njenih klastera
su: ¢f =3, ¢5 =9, c3 = 16, a odgovarajuée standardne devijacije: o1 =1, o9 = 1,
o3 = 0. Odgovarajuéi DB-indeks je

1 o1+o2 o1+0o3 o2+0; og2+03
DB(3) = = (max - max
(3)=3 Te—esls Teteals f Tes—etls Ter—ealls

T max{ osto)  _ogtop }) — 0.26984.

ez —cill2 Tlez—c3ll2
nijim) brojem klastera Sto je u suglasju s ranije dobivenim zakljuckom pomocu
CH-indeksa.

Primjer 5.3. Potrazimo particiju skupa A = {a* = (x;,y;)":i=1,...,12}
s najprikladnijim brojem klastera, pri cemu je

7 ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
z |1 2 3 2 2 3 4 3 6 8 7 7
vl5 46 712115 5 4 6
(a) 2-particija 113 (b) 3-particija II3 (b) 4-particija IT}
10 10 10
By 8 J 8
- »
6 6 ° 6 *
PN
L] L L]
4 4 ¢ A 4 4 ) °
2 ° /2 2/
[ 2 o /gr Z>
Wb T N b TTY N o 1IN
0 2 4 6 810 0 2 4 6 8\ 10 0 2 4 6 8\ 10

Slika 5.3: Izbor LS-optimalne particije s najprikladnijim brojem klastera

Za optimalne LS-particije I3, ... | II5 s 2, 3, . . . , 6 klastera izracunat ¢emo vrijed-
nost funkcije cilja Frg, vrijednost CH-indeksa i vrijednost DB-indeksa. Na Slici 5.3
prikazane su LS-optimalna 2-particija, 3-particija i 4-particija, a na Slici 5.4 grafovi
koji prikazuju vrijednost spomenutih indeksa za LS-optimalne particije.
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(a) Calinski-Harabasz indeks (b) Davies—Bouldin indeks

10
30 09
2 08
20 07
06
N 05
10
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6

Slika 5.4: Izbor particije s najprikladnijim brojem klastera

Kao s$to se moze vidjeti, CH-indeks prima najvecu, a DB-indeks najmanju vri-
jednost na istoj particiji. To znac¢i da s visokom sigurno$éu mozemo tvrditi da
je particija s najprikladnijim brojem klastera upravo 3-particija, sto je i vizualno
ocekivano (vidi Sliku 5.3).

Zadatak 5.1. Neka je A C R™ konacan skup i neka suIly i 1le dvije razlicite
k-particije skupa A. Vrijedi li:

DB(II,) < DB(II,) & Frs(Iy) < Frs(Ily)? (5.9)

Primjedba 5.1. U Primjeru 4.2 za skup s jednim obiljeZjem izracunate su
vrijednosti CH © DB-indeksa za lokalno i globalno optimalnu particiju. Slicno
je uradeno u Primjeru 4.3 za skup s dva obiljezZja. Pokazuje se da je veli-
¢ina CH (odnosno DB) indeksa veéa (odnosno manja) na globalno optimalnoj
particiji.

Primjer 5.4. Ako na skupu A iz Primjera 4.8 (vidi Sliku 4.10a, str. 81)
polazecéi od particije 1™ = {{a'},... {a™}} provedemo Algoritam AGNES
koriste¢i mjeru slicnosti (4.13) uz primjenu LS-kvazimetricke funkcije

Dy(A,B) = |lca — cBl3, ca= meana, cp= Hgg%nb,

dobit cemo slican rezultat kao w Primjeru 4.8, ali u ovom slucaju mozZemo
odrediti i odgovarajuce vrijednosti CH i DB-indeksa (vidi Tablicu 5.1).

Indeksi | 1® n® @ §p®  §p© am

CH 17.76  33.65 30.34 26.97 21.78 18.31
DB 0.50 0.42 0.36 0.38 0.25 0.18

Tablica 5.1: CH i DB-indeksi LS-optimalnih particija

Dok CH-indeks jasno pokazuje da je II® particija s najprikladnijim brojem
klastera, DB-indeks ne daje jasan odgovor.
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Opcenito, treba reé¢i da navedeni indeksi daju prihvatljive zakljucke ako
su podaci takvi da se uklapaju u pretpostavke na osnovi kojih su indeksi
konstruirani. Pri tome, kao $to pokazuju i prethodno navedeni primjeri,
zakljuc¢ivanje o najprikladnijem broju klastera na skupu s relativno male-
nim brojem podataka neée biti dovoljno pouzdano. Stovise, zakljucivanje o
najprikladnijem broju klastera u particiji temeljem navedenih indeksa nije
uvijek jednoznacno.

5.1.3 Kiriterij Sirine siluete

Kriterij Sirine siluete (engl. Silhouette Width Criterion (SWC)) vrlo je popu-
laran u klaster analizi i primjenama [49, 106, 110]. Za k-LOPart II* =

{m%,..., 7} SWC se definira na sljedeéi nac¢in: Za svaki a’ € AN} ra¢unaju
se brojevi
) .
ir = iy D d(@'b), B = min e 2 dld',b), (5.10)
bery bemy

a odgovarajuci SWC indeks definiran je s

m
SWOK) = 5 3 sl T (5.11)

=1
Kompaktniji i bolje separirani klasteri u particiji daju veé¢i SWC broj. Parti-

ciju s najveéim SWC indeksom smatramo MAPart.

Zbog slozene numerickog postupka SWC-indeksa, obi¢no se koristi Pojed-
nostavljeni kriterij Sirine siluete (engl. Simplified Silhouette Width Criterion
(SSC)) koji umjesto prosjecne vrijednosti (5.10) koristi udaljenost od ele-

menta a; € ANy do centara c7, ..., cj:
m
1 r r
Oy = d(aza r) Bir = I(gin d( q) SSC = m Z ai{a:,ﬂw (5'12)

Prema ovom kriteriju, particiju s najveé¢im SSC-indeksom smatramo MAPart.
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(a) Davies-Bouldin (b) Calinski-Harabasz (c) SSC

06} 6000 0.9
05t 5000 08
04} 4000}

03F 3000 F 0.7

02f 2000 F
01f 1000}

2 4 6 8 S 2 4 6 8 2 4 6 8

Slika 5.5: Indeksi

Primjer 5.5. Promatrajmo ponovo skup A iz Primjera 4.6, str. 77. Poku-
sajmo odrediti najprikladniji broj klastera primjenom prethodno spomenutih
CH, DB 7 SSC-indeksa.

Vrijednosti svih indeksa za optimalne particije II3, ..., II§ navedene su u Ta-
blici 5.2 (indeksi najprikladnije particije oznaceni su bold), a graficki su prikazani
na Slici 5.5. Sva tri indeksa ukazuju na to da je II§ particija s najprihvatljivijem
brojem klastera.

| (k=2 (k=3) (k=4) (k=5 (k=6 (k=7 (k=8

DB 0.201 0.253 0.215 0.176 0.165 0.352 0.516
CH 2979 2621 3471 3946 6001 5384 4940
SSWC 0.868 0.835 0.867 0.885 0.901 0.862 0.817

Tablica 5.2: Vrijednosti indeksa k-optimalnih particije iz Primjera 5.5

5.2 Usporedba particija

Problem usporedbe dviju razli¢itih particija IV = {ﬂil), ce w,gl)} i1 =

(2) (2) o e o -
{m™, ..., 7~} pojavljuje se u razlic¢itim situacijama kao primjerice ako ze
limo usporediti particiju dobivenu nekom metodom s originalnom particijom
na kojoj smo testirali metodu. Pokazat ¢éemo kako se to moze napraviti pri-
mjenom tzv. Rand ili Jaccard indeksa ovih particija ili tako da odredimo
udaljenost skupa centara klastera originalne particije i skupa centara klas-
tera izracunate particije.

5.2.1 Rand indeks dviju particija

Pojam Rand indeksa uvest ¢emo prema [43]. Neka su II() = {7T§1), . ,W’gl)}

i@ = {7r§2), .. ,WéQ)} dvije particije skupa A s razdvojenim klasterima.
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Definicija 5.1. Neka je C = {(a’,a’) € Ax A: 1 <i < j<m}CRY™,
Kazemo da su elementi para (a,b) € C spareni (paired) uw 11V ako pripadaju
istom klasteru u IV, tj. ako postoji wé” e W, tako da je a,b € ng).
Analogno se definira i sparenost u particiji I12).

Primijetite da je skup C skup svih kombinacija bez ponavljanja drugog

razreda od m elemenata skupa A pa je [C| = (7)) = m(”;_l).

Definicija 5.2. Definiramo sljedece podskupove skupa C:

C1 : svi parovi (a,b) € C spareni u n® g sparent u H(Q),

b)

Co : svi parovi (a,b) € C koji su spareni u H(l), ali nisu sparent u H(Q),

Cs : svi parovi (a,b) € C koji nisu spareni u H(l), ali su spareni u H(Z),
(a,b)

Cy : svi parovi (a,b) € C koji nisu spareni ni u W ng w11,

Primjedba 5.2. Skup {C1,Cq,Cs3,Cs} jedna je particija skupa C. Ako uve-
demo oznake: a :=|Cy1|, b:=|Ca|, c:=|Cs|, d := |C4], onda vrijedi:

mml) —iCl=a+b+c+d

Kazemo da su parovi iz skupa C1 U Cy sukladni parovi (concordant pairs) jer
imaju isti status u obje particije, dok za parove iz skupa Co U Cs kazZemo da
nisu sukladni jer nemaju isti status u obje particije.

Rand indeks definira se na sljedeéi nacin:

a+d

RO = et

(5.13)

Ocigledno je R(IIM 1I®) € [0,1], a particije su sli¢nije §to je vrijednost
Rand indeksa bliza 1. Primijetite da bi se u ovom slucaju Rand indeks
mogao izraéunati kao R(ITM, 11?)) = %‘d, gdje je [C] = (5) = W

U cilju izbjegavanja simetri¢nosti stukture kod Rand indeksa, definira se

Jaccard indeks:
a

a C

(5.14)

Zadatak 5.2. PokaZite da je Dp(IIM) T1?) = 1— R(MIIW TI?)) metrika na
C.
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U svrhu usporedbe particija W i 11 moze se definirati i tzv. matrica
prijelaza’:
S, m?) = (s), (5.15)

gdje je s;; broj elemenata klastera 7ri(1) koji se pojavljuju u klasteru 7rj(2) (vidi

[106]). Ova matrica na finiji na¢in pokazuje stupanj podudaranja particija
NOERICE

Zadatak 5.3. Neka je A C R"™. Ako je UV matrica pripadnosti k-particije
W, ¢ UD matrica pripadnosti (-particije TI?) | pokazite da se matrica pri-
jelaza moZe dobiti kao

Primjer 5.6. Neka je A= {a’:i=1,...,9}. Promatramo dvije particije:

Napisimo pripadne matrice pripadnosti (Membership Matrices). Tada se
lako vidi da je:

a=5=C1| =|{(a",a?),(a*,a®), (a*,a%, (a®, a®), (a,a®)}|
b=4=C2| =|{(a',0®), (a®,0%), (a,a?), (a®,a®)}|
c=3=[Cs| ={(a®,a"), (a®,a%), (a®,a®)}|
d=24 = |Cs = {(a',a"), (a',a%), (a*,a®), (a',a"), (a",a®), (a1, 0®), (a®,a"), (a?, 0®), (a%, a®),
(a%,a"), (a®,a%), (a%,a?), (a®,a"), (a*,a®), (a®,a”), (a*,a7), (a*, a®), (a*, a?),
(

(a® a), (a% a®), (0%, a%), (a°,a7), (a%, %), (a®,a”), }]

RIIM 1)) = 22 — 0.805556.

)
)

Primjer 5.7. Promatramo podatke A iz Primjera 4.6, str. 77. Vrijed-
nosti Rand odnosno Jaccard indeksa izmedu originalne 6-particije 11 i k-
LOPart I1*(2),...,II*(8) dobivenih inkrementalnim algoritmom i prikazanih
na Slici 4.6, str. 78 navedent su u Tablici 5.5.

!Bez obzira $to se u engleskoj literaturi moze naéi pod nazivom ,confusion matrix”,
mislimo da je primjereniji naziv ,matrica prijelaza”.
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Indeksi | I1*(2) 1II*(3) M*(4) II*(5) II*(6) II*(7) II*(8)

Rand 0.111 0.238 0.482 0.661 0924 0918 0.853
Jaccard | 0.111 0.206 0.393 0.561 0.880 0.870 0.778

Tablica 5.3: Rand i Jaccard indeksi za k-LOPart, k =2,...,8

Kao sto se i ocekivalo, najvece vrijednosti Rand i Jaccard indeksa dobivaju se
za 6-LOPart IT*(6). Pri tome matrica prijelaza (5.15) pokazuje vrlo dobro prepoz-
navanje elemenata klastera
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5.2.2 Primjena Hausdorffove udaljenosti

Dvije particije I(!) = {71'%1), e ,W]gl)} i@ = {77%2), . ,wéz)} mozemo uspo-
rediti i tako da odredimo udaljenost skupa centara cy, ..., c; klastera parti-
cije I i skupa centara 21, . . . , z; klastera particije II?). U tu svrhu iskoris-

tit ¢emo poznatu Hausdorffovu metricku funkciju [90] koju éemo primijeniti
na skupove centara.

Definicija 5.3. Hausdorffova udaljenost dvaju skupova A and B definira se
kao

du(A,B) = max{réleaj( min d(z,y), max min d(z,y)}. (5.16)
Primjer 5.8. Zadana su dva skupa tocaka A = {(4,9)T,(5,6)T,(8,6)T,(9,9)T}
i B={(3,4)7T,(52)7,(6,57T} koja su prikazana plavim i crvenim tockama na
Slici 5.6. Hausdorffova udaljenost izmedu njih je dg(A, B) = 6.

-~ N w s o o N
o

{

1 2 3 4 5 6 7

Slika 5.6: Hausdorffova udaljenost dvaju skupova tocaka



Poglavlje 6

Mahalanobis grupiranje
podataka

U prethodnom poglavlju razmatrali smo problem grupiranja podataka u
sfericne klastere. Korak prema realnim problemima napravit ¢emo u ovom
poglavlju promatrajuci problem grupiranja podataka u elipsoidalne klastere.
Priroda problema ili geometrijski razlozi ¢esto ukazuju na potrebu trazenja
particije s elipsoidnim klasterima (vidi Primjer 1.1, str. 1.1, Primjer 1.4,
str. 1.4, Primjer 1.9, str. 1.9).

Inicijalno, problem éemo promatrati u ravnini, gdje klju¢nu ulogu ima
TLS-pravac. Nakon toga bit ¢e lako napraviti poopcéenje na R™.

6.1 TLS-pravac u ravnini

Razmotrimo poznati problem odredivanja najboljeg pravca u ravnini u smislu
potpunih najmanjih kvadrata ( Total Least Squares (TLS))! (vidi [22, 48, 64]).
Za dani skup podataka A = {a’ = (x;,y;)7 € R?:i=1,...,m} treba odre-
diti parametre pravca

ar +by +c=0, (6.1)

tako da suma kvadrata ortogonalnih udaljenosti to¢aka a’ do pravca (6.1)
bude minimalna. Kako bi jednadzba (6.1) odredivala neki pravac, na para-
metre a, b, c postavlja se zahtjev a® + b? # 0, koji osigurava da barem jedan
od parametara a ili b bude razlicit od nule. Ako jednadzbu (6.1) podijelimo

U znanstvenoj literaturi ovaj problem moZe se pronaéi jo§ i koristenjem kljuéne rijeci
,Errors-in-variables”.

99
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- b
s va? + b2 i uvedemo oznake: o := ﬁ, 8= T VT ﬁ, zah-

tjev a® + b? # 0 prelazi u o + 32 = 1, a problem odredivanja optimalnih
parametara trazenog pravca mozemo postaviti kao sljedeé¢i GOP u R3:

argmlnz az; + By +7)%,  uzuvjet o+ 6% =1 (6.2)
7:8 ’YGR =1

Sljedeéa lema omoguéit ¢e nam redukciju dimenzije ovog GOP na R2.

Lema 6.1. Zadan je skup podataka A = {a’ = (z;,y;)T € R?>:i=1,...,m}
s teZinama w; > 0. TLS-pravac prolazi centroidom podataka (z,%)T, gdje je:

m

m

=1 =1 i=1

Dokaz. Primijetimo najprije da ako normalni pravac oz + By +v =0, a® +
(% = 1, prolazi centroidom podataka (z,#)”, onda njegova jednadzba glasi:

alr—z)+ By —7) =0, uzuviet o +p%=1. (6.3)

Koristeé¢i svojstvo (2.6), str.11 i linearnost aritmeticke sredine, dobivamo:

iwi(axi + Byi — (—7))°

m
> wilaz; + By — (az + BY))? sz i—2) + By — )7,
i=1
pri ¢emu jednakost vrijedi onda i samo onda ako je v = —ax — By. To znaci

da izmedu svih normalnih pravaca ax; + By; +v = 0, o + 32 = 1, pravac
(6.3) koji prolazi centroidom podataka ima najmanju moguéu tezinsku sumu
kvadrata ortogonalnih odstupanja. O

Sukladno Lemi 6.1, TLS-pravac trazit ¢emo u obliku (6.3) tako da umjesto
rjesavanja GOP (6.2), rjeSavamo GOP

argmin F(a, 3), uz uvjet o®+ %=1, gdjeje
a,BER

zwz vi - &) + By - ). (6.4)
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Uz oznake:

rL—r Y-y
B := ) D:dia‘g(wlu'”vwm)) t:lala
T —T Ym —Y
funkcija F' moze se zapisati u obliku:
F(a.) = |[VD B3, |[t]l2 = 1. (6.5)

Naime, ||v'D Bt||3 = (vD Bt)"(v/D Bt) = t" BT DBt, a kako je

BTpB= |1 7% xm_q.[wl(??._x) wl(g{l.._y)]
ey I I (= 2) 1w (g — 9)
| Ewe-m SwE-ne-D)
| EwE-Dm-n  Xww-0? |
dobivamo

=ao? Zwi(:ci —z)% + 2aﬂzwi($i —Z)(yi — ) + B° Zwi(yi -9)°
=1 i=1 =1
=Y wila(wi =) + B~ 9)]* = Flo. ).

Zadatak 6.1. PokaZite da je matrica BT DB pozitivno definitna onda i
samo onda ako tocke (xi,yi)T, 1=1,...,m ne leZe na pravcu.

Sukladno [64], vrijedi sljede¢i teorem. Potrebni koristeni pojmovi mogu
se pronadi u [22, 108].
Teorem 6.1. Funkcija F' zadan u (6.4) postiZe svoj globalni minimum na
jedinicnom svojstvenom vektorut = (o, B)1 koji odgovara manjoj svojstvenoj
vrijednosti simetricne pozitivno definitne matrice BT DB.

Dokaz. Primijetimo da je BTDB € R?*? simetri¢na matrica. Prema te-
oremu o dijagonalizaciji simetri¢ne matrice [108], postoji ortogonalna ma-
trica V i dijagonalna matrica A = diag(A1, o) takva da je BTDB = VAVT.



102 Mahalanobis grupiranje podataka

Pri tome su A1 i Ay pozitivne svojstvene vrijednosti, a stupci matrice V' od-
govarajuéi svojstveni vektori matrice BT DB.
Za proizvoljni jedini¢ni vektor ¢ € R? vrijedi:

|IVDBt||? = (WDBt)"(VDBt) =t"BTDBt = tTVAVTt = sT As,

gdje je s = VT't. Pri tome, zbog ortogonalnosti matrice V7', vrijedi ||s||2 = 1.
Zato je
2
IVDBt||3 = s"As =3 X\is? > Aui(BTDB).
i=1
Posljednja nejednakost posljedica je ¢injenice da se minimum konveksne
kombinacije postize na najmanjem broju. Nije tesko vidjeti da se jedna-
kost postize upravo kada je t jednak jedini¢nom svojstvenom vektoru koji je
pridruzen najmanjoj (manjoj) svojstvenoj vrijednosti matrice BT DB. [

Zadatak 6.2. Odredite eksplicitne formule za svojstvene vrijednosti matrice
BTDB.

Primjer 6.1. Zadani su podaci

w1 1 1 1 1
z; |1 2 3 4 5
vi |1 3 4 2 3

Centroid podataka je u tocki ¢ = (3, 15—3)T, a matrice B, D i BT DB u ovom
slucaju su:

-2 —8/5

-2/ 10 3
B=| 0 7/5 |, D=diag(1,1,1,1,1), B'DB= { 3 265 }

1 -3/5

2 2/5

Svojstvene vrijednosti matrice BT DB su A\ = 11.442, Ay = 3.758, a jedini¢ni
svojstveni vektor koji odgovara manjoj svojstvenoj vrijednosti je t = (—0.43,0.90)7".
Zato jednadzba najboljeg TLS-pravca glasi —0.433 (z — 3) + 0.901 (y — %) =0,
odnosno —0.433x + 0.901y + 3.643 = 0. Graf ovog pravca prikazan je na Slici6.1a.

Ako tezinu ws = 1 zamijenimo s ws = 6, centroid podataka postaje tocka
¢ = (4, %)T, a matrice B, D i BT DB u ovom slu¢aju su:

-3 —9/5

-2 /5 20 5
B=| -1 6/5 |, D=diag(1,1,1,1,6), B'DB= { 5 28/5 }

0 —4/5

1 1/5
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(a) TLS-pravac (b) Tezinski TLS-pravac (c) OD-pravac

Slika 6.1: Najbolji TLS i 0D pravac

Svojstvene vrijednosti matrice BTDB postaju Ay = 21.566 i \» = 4.034, a
jedini¢ni svojstveni vektor koji odgovara manjoj svojstvenoj vrijednosti je ¢t =
(—0.299,0.954)T. Zato jednadZba TLS-pravca glasi —0.299 (z—4)+0.954 (y — 1) =
0, odnosno —0.299x4-0.954y+3.867 = 0. Graf ovog pravca prikazan je na Slici 6.1b.

*x kK kK kX %

Matrica ¥ = %BTDB, uz neke uvjete na skup podataka A (vidi Lemu 6.2),
pozitivno je definitna simetri¢na matrica. Njezine svojstvene vrijednosti su
realni brojevi, a odgovarajuéi svojstveni vektori medusobno su okomiti. U
smjeru svojstvenog vektora, koji odgovara veéoj svojstvenoj vrijednosti, us-
mjeren je TLS-pravac. Jedini¢ni svojstveni vektor koji odgovara manjoj svoj-
stvenoj vrijednosti ove matrice je jedini¢ni vektor normale na TLS-pravac
o = & +nJ, a buduéi da TLS-pravac mora proéi centroidom (z,9)7 skupa
A, njegova jednadzba glasi:

{(x —2) +n(z—y)=0.

U statistickoj literaturi matrica X naziva se kovarijacijska matrica (engl.:
covariance matrix) sluc¢ajnih varijabli XY, a smjerovi svojstvenih vektora
nazivaju se glavni smjerovi (engl.: principal components). U smjeru svoj-
stvenog vektora, koji odgovara vec¢oj svojstvenoj vrijednosti, varijanca po-
dataka je veca, a u smjeru svojstvenog vektora, koji odgovara manjoj svoj-
stvenoj vrijednosti, varijanca podataka je manja.

6.2 Mahalanobis kvazimetricka funkcija u ravnini

Neka je §: X — X linearni operator kontrakcije/dilatacije kojemu u bazi
e = {e1, ea} pripada dijagonalna matrica

Y(e) = [cg g], a, > 0.
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Operator S jedini¢nu kruznicu (uz primjenu ly-udaljenosti) sa sredistem u
ishodistu
K={zeR% ||z|3=1} = {(z1,22)T e R?: 22 + 23 =1}
preslikava na elipsu s poluosima «, 53:
2 2
E={t=(4,&)" eR*: % + % =1}

Naime, neki vektor x = zie1 + xoes € K operator S preslikava u vektor
& =&1e1 + &a2eo pa jednakost S(z) = € daje:

azie) + froes =: 1e1 + Eaen.

Zato je veza izmedu komponenti vektora = i £ zadana s:

.171:%, xQZ%v

pa kruznica K prelazi u elipsu F.

Definirajmo takvu kvazimetricku funkciju d,,: R? x R? — R, primje-
nom koje ¢e tocke na elipsi E biti jednako udaljene od ishodista O, odnosno
primjenom koje ée elipsa F postati jedini¢na kruznica u prostoru snabdje-
venom kvazimetrickom funkcijom d,,. To ¢emo postic¢i tako da udaljenosti
u smjeru svojstvenih vektora uzimamo obrnuto proporcionalno velié¢ini od-
govarajuce svojstvene vrijednosti operatora S. Upravo takvo djelovanje ima
inverzni linearni operator S~1.

Zato kvazimetricku funkciju d,, : R? x R? — R, definiramo s:

(2,4 %) = [|E7 2 (@ = y)[5 = (2 — )" S (= — y). (6.6)

Kvazimetricka funkcija d,, naziva se Mahalanobis kvazimetricka funkcija, a
udaljenost d,(x,y;¥) naziva se Mahalanobis udaljenost (M-udaljenost) to-
¢aka z,y € R%. Na taj nacin elipsa E postaje jedini¢na Mahalanobis kruZnica
(M-kruznica):

M(O;%) = {z € R?: d,,,(0, ;%) = 1}.

Primjer 6.2. Linearni operator S: Xo — Xo u bazi e = {e1,ea} zadan je
3

matricom X(e) = [0 1] . Jedinicna M-kruznica u ovom slucaju je:
2

£2 n? -1
VaE T e b

a geometrijski predstavija elipsu s glavnom poluosi \/3 i sporednom poluosi
%.Pm’mijetite da tocke A = (\/3,0) i B = (O,%) leZe na jedinicnoj M-

kruznici.
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daljenost

o
‘ =
=
=}
77
b

Slika 6.2: Usporedba LS-udaljenosti i M-udaljenosti

6.3 Mahalanobis udaljenost inducirana skupom to-
caka iz ravnine

Zbog jednostavnosti, problem promatramo na R2. Za dani skup podataka
A={da" = (zs,y;))T €R?:i=1,...,m} s tezinama wy, ..., w,, > 0 potrazit
¢emo glavne smjerove izduzenja. U tu svrhu promatramo kovarijacijsku
matricu

%Z wz(mz_x)Q %E wz(xz_x)(yl_y)
Y=#B"DB=| , 7! = . (6.7)
w2 wil — ) (yi — 9) W wiyi — y)?

gdje je a = (z,7)" centroid skupa A

m m m
W wids §=w 2 e W=2 i
i=1 i=1 i=1

Kao sto smo ve¢ primijetili, smjer TLS-pravca, a onda i glavnog smjera poda-
taka (first principal component) u smjeru je svojstvenog vektora koji pripada
vecoj svojstvenoj vrijednosti matrice 3. Sporedni smjer (second principal
component) uzima se okomito na prvi, dakle, u smjeru svojstvenog vektora
koji odgovara manjoj svojstvenoj vrijednosti iste matrice. Zbog toga ¢emo
glavne smjerove u skupu A traziti u smjeru svojstvenih vektora matrice X.

Primjedba 6.1. Kovarijacijsku matricu ¥ skupa podataka A s centroidom
a = mean(.A) mozemo zapisati pomocu Kroneckerovog produkta:

i (@—a')(a—a)T. (6.8)

Sljedeé¢a lema pokazuje da ¢e kovarijacijska matrica ¥ zadana s (6.7)
biti pozitivno definitna ako skup podataka A4 C R? ne lezi na pravcu kroz
centroid (usporedi sa Zadatkom 6.1, str. 101).
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Lema 6.2. Neka je A = {a* = (z;,y;))T € R®:i=1,...,m} skup tocaka u
ravnini s centroidom a = (z, )"

Tada je kovarijacijska matrica ¥ zadana s (6.7) simetricna pozitivno
definitna matrica onda i samo onda ako su vektori (x1 — ..., xm — )7,
(Y1 =Yy ey Ym — Q)T linearno nezavisni.

Dokaz. Simetri¢nost matrice X je ocigledna, a pozitivna definitnost slijedi
iz Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeve nejednakosti. O
Zadatak 6.3. Neka suu,v € R proizvoljni realni brojeviia = (z1,. .. )T
b= (Y1, Ym)T € R™ vektori.

7

a) Ako su vektori a,b € R"™ linearno nezavisni (zavisni), moraju li i
vektori (x1 —u, ..., xm —u)’, (y1—v,...,ym —v)T € R™ biti linearno
nezavisni (zavisni) ?

b) Ako su vektori (x1 — u,...,xm — )L, (Y1 —v,...,Ym —v)T € R™
linearno nezavisni (zavisni), moraju li © vektori a,b € R™ biti linearno
nezavisni (zavisni) ?

2 1
Primjer 6.3. Svojstvene vrijednosti simetricne matrice 3 [1 21 SUA] =
i

3, A2 = 1, a odgovarajuci jedinicni svojstveni vektori u; = Ty =

%(—1, DT, Pomoéu ove matrice u okolini ishodista O = (0,0) genemmt
éemo skup A s m = 500 slucajnih tocaka naredbom (vidi Sliku 6.3)

(a) LS-udaljenost (b) M-udaljenost.

Slika 6.3: Skup tocaka generiran kovarijacijskom matricom S

In[1] := SeedRandom[23];
m=500; 0={0,0}; cov={{2,1},{1,2}};
RandomReal [MultinormalDistribution[0, cov],m];
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Centroid a = (z, )T i kovarijacijska matrica prema (6.7) je

o[ 0015 Cou— | 1:960 0.975
= |-0.051]" ~ | 0975 1.933 |-

Svojstvene vrijednosti matrice C'ov su A\ = 2.921, Ay = 0.972, a odgovara-
juéi svojstveni vektori u; = (—0.712, —0.702)7 (glavni smjer - first principal
component) i us = (0.702, —0.712)7" (sporedni smjer - second principal com-
ponent).

Izaberimo tocku A; = (1.3,1.3)7 na glavnom smjeru. Njena LS-udaljenost
do ishodista O je dps(A1,0O) = 3.38, a njena M-udaljenost do ishodista je
dm(A1,0) = 1.16 (Slika 6.3a). Tocku Ay = (—.7,.7)7 izaberimo na spored-
nom smjeru. Njena LS-udaljenost do ishodista je dpg(A2,O) = 0.98, a njena
M-udaljenost do ishodista je d,,(A2,0) = 1.008 (Slika 6.3b).

Kao sto se moze vidjeti u ravnini snabdjevenoj LS-kvazimetrickom funk-
cijom tocka A; daleko je od jedini¢ne kruznice, a tocka As blizu jedini¢ne
kruznice. U ravnini snabdjevenoj M-kvazimetrickom funkcijom obje tocke
Aj, As blizu su jedini¢ne M-kruznice.

Teorem 6.2. Neka je A = {a’ = (z;,y;)T € R?:i=1,...,m} skup tocaka u
ravnini s odgovarajucéim tezinama w; > 0, a ¥ € R?>*? simetricna pozitivno
definitna matrica. Tada se centroid skupa A podudara s M-centroidom skupa

A.

Dokaz. U skladu s Definicijom 2.2, M-centroid skupa A je vektor

m m
ey = argminZwidm(a:, at) = argminZwi(x — 'y Yz —dh),
zeR? ;4 zeR? ;4

na kojemu se postize minimum funkcije
Fp(x) = Zwidm(l‘, a') = Z wi(z —a)T2 Yz — ab).
i=1 i=1
Stacionarna tocka ¢}, funkcije F),, odredena je s:
m .
Fl (cr) = QZwiE_l(cfn —a')=0.
i=1
Kako je Hessian Hp, = 2W¥X~! > 0 funkcije F}, pozitivno definitan, na

vektoru
m m
*x .1 i _
cm.—WZwia, W—Zwi,
i=1 i=1

postize se globalni minimum funkcije F,,,. Dakle, M-centroid skupa A po-
dudara se s obi¢nim centroidom skupa A. O
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6.3.1 Mahalanobis udaljenost inducirana skupom tocaka iz

]Rn
Opéenito, neka je A = {a’ = (at,...,a’ )T € R":i=1,...,m} skup poda-
taka s tezinama ws, ..., w,, > 0. Tada vrijedi:

(i) Centroid skupa A zadan je s:

m m
a= argmanwldm(:c, a') = % szaz, W = sz
T€R™ i1 i=1 i=1
(ii) Neka je
ay — a% ceap —a)
B = : : , D = diag(wy, ..., wn).
ar—a* - ap—ay

Tada je kovarijacijska matrica ¥ = %BTDB zadana s:
Zwi(&lfai)z e Y wi(a —a})(@n —ab)
Yowi(az —ay)(ar —ai) - sz a2 — a% )(@n — at)
Y= w . . )
sz n*an (al*ai) Zwi(&nfa;)z
sto mozemo pisati pomoéu Kroneckerovog produkta (vidi takoder
Primjedbu 6.1, str. 105):

m .
Z (a—a')(a—a)T.

(iii) Mahalanobis kvazimetricka funkcija definira se s: dy,: R” x R" — R,

dm(xvy; E) = (CL‘ - y)TE_l(:E - y)

6.4 Metode za trazenje optimalne particije s elip-
soidnim klasterima

Promatramo skup A C A C R™ s m = |A| elemenata, koji treba grupi-
rati u k klastera. Za trazenje optimalnih particija skupa A s elipsoidnim
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klasterima konstruirat ¢emo odgovaraju¢e modifikacije k-means algoritma i
Inkrementalnog algoritma.

Neka je IT = {my,...,m} particija skupa A gdje je za svaki klaster 7,
odreden njegov centroid ¢; = mean(w;) i pripadna kovarijacijska matrica
Y= ﬁ a; (cj —a)(c; — a)T. Ako se svojstvene vrijednosti kovarijacijske

J

matrice medusobno bitnije razlikuju, to je svakako razlog da particije skupa
A potrazimo u formi elipsoidnih klastera.

U cilju osiguranja monotonog pada vrijednosti funkcije cilja kod imple-
mentacije Mahalanobis k-means Algoritma 6.1 definirat ¢emo (vidi [62, 103])
normaliziranu Mahalanobis kvazimetricku funkciju dyr: R? x R? — R,

dy(u,v; %) == Vdet X (u — )T (u —v) = ||u —v|2. (6.9)

Definicija 6.1. Neka je 2 € R™™ ™ pozitivno definitna simetriéna matrica i
u e R™.
o Skup M(u;X) = {x € R": (z —u)TS 7Yz — u) = 1} 20vemo Mahala-
nobis kruznica (M -kruznica),

o Skup My(u;X) = {x € R": V/detX(z — u)TS 7 (z — u) = 1} zovemo
normalizirana Mahalanobis kruznica (My-kruznica).

Lema 6.3. Neka je ¥ € R™™ pozitivno definitna simetricna matrica sa
svojstvenim vrijednostima Ay > --- > A\, > 0. Tada:

(i) M-kruznica M(u;X) je hiperelipsoid s centrom u tocki u € R™ i glav-
nim poluosima duljine /A1 > --- > Ap > 0 u smjeru svojstvenih
vektora matrice X,

(i) Normalizirana M -kruznica My (u;X) je hiperelipsoid s centrom u tocki
u € R™ ¢ glavnim poluosima duljine VAL > o> Ve 5y,

/dets — = Vdets
smjeru svojstvenih vektora matrice 3. Normalizirajudi faktor v/ det >
n
. . L N
ostqurava konstantnost volumena hiperelipsoida: i];[l e 1

Dokaz. Dokaz tvrdnje (i) slijedi iz prethodnih razmatranja (vidi takoder
[57]).

U svrhu dokaza tvrdnje (ii) primijetite da jednadzba M y-kruznice moze
biti zapisana kao

o= (gD o) =1,
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iz. ¢ega koristenjem (i) za svojstvene vrijednosti Q/% dobivamo trazenu
tvrdnju (ii). O

Primjer 6.4. Neka je

B3 32 0] Py
2:[ 1211262[0 22162, gdje je Q= g

5
2 2

dekompozicija na svojstvene vrijednosti pozitivno definitne simetricne ma-
trice ¥ € R2x2,

M-kruznica M((3,3)1;X) elipsa je s centrom u tocki u = (3,3)T i polu-
osima duljine & = 3 in = 2 u smjeru svojstvenih vektora (stupci ortogonalne
matrice Q) (plava elipsa na Slici 6.4).

Buduéi da je v/det S = /6, normalizirana M -kruznica My((3,3)T;9)
elipsa je s centrom u tocki u = (3,3)T i poluosima duljine & = % in = %
u smjeru svojstvenih vektora (stupci ortogonalne matrice Q) (crvene elipse
na Slici 6.4). Primijetite da je &' -1/ = 1.

Slika 6.4: M-kruznica i normalizirana M y-kruznica

Funkciju cilja tada takoder mozemo definirati na jedan od sljedeca dva
nacina:

k .
Faur() =33 df)(cj.a,%); (6.10)
j=1a€7'(j
N i gD i
Fyler, ..o cp) = 11;1312de(0],(1 IR (6.11)

Ako je kovarijacijska matrica ¥; ~ I (sve svojstvene vrijednosti su ~ 1),

onda klaster m; ima priblizno sferican oblik, a ako je A%Lx > Aﬁ,{ﬁn, onda

klaster 7; ima vrlo izduZen elipsoidni oblik u smjeru svojstvenog vektora
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koji pripada najvec¢oj svojstvenoj vrijednosti. Kako treba postupiti kada je
cond (S;) = /\%Zm//\,(flzn veliki broj (primjerice, 10%°) moze se vidjeti u [4].
Za trazenje optimalne k-particije s elipsoidnim klasterima pokazat ¢emo

Mahalanobis k-means algoritam i Mahalanobis inkrementalni algoritam (vidi
[62]).

6.4.1 Mahalanobis k-means algoritam

Mahalanobis k-means algoritam zapocet ¢e inicijalizacijom u Koraku~0, a
nakon toga ¢e se sukcesivno izmjenjivati Korak~A i Korak~B.
Algoritam 6.1. [Mahalanobis k-means algoritam]

Korak 0: Za dani skup z1,...,zr € R™ medusobno razlicitih tocaka za svaki j =
1,...,k odrediti:
Klastere: m;; [princip minimalnih udaljenostif;
Centroide: c; := mean[r;];
Kovarijacijske matrice: ¥; := L 3 (¢; —a)(c; —a)T;

m
acm;

M-kvazimetricke funkcije: dE\Z) (,y,%;) == {/det ¥j(z — y)TEj*l(x —9).

Korak A: PridruZivanje. Za dane centroide c¢; € R™, kovarijacijske matrice ¥; 4
M-kvazimetricke funkcije: dg\il) (x,y,X;) principom minimalnih udaljenosti
odrediti nove klastere

m;={d" € A: dg\i[)(cj,ai,sj) < ds\fl)(cs,ai,ss), VseJh j=1,...,k;

Korak B: Korekcija. Za danu particiju II = {7y, ..., 7} odrediti:
Centroide: c; := mean[r;];
Kovarijacijske matrice: ¥ := L 5 (¢; —a)(¢c; —a)T;

m
acT;

M-kvazimetricke funkcije: dg\f[) (z,y,%;) == ¥/det Xj(z — y)TZj_l(x —9).

Buduéi da niz funkcijskih vrijednosti dobiven u svakoj iteraciji mono-
tono opada (vidi [103]), kriterij zaustavljanja Algoritma 6.1 moze biti kao
u standardnom slucaju (4.9). Analogno, kao u Teoremu 4.1, str.71 moze se
pokazati da Algoritma 6.1 daje LOPart.

Primjer 6.5. Sinteticki skup podataka konstruirat éemo slicno kao u [106].
Izaberimo dvije tocke C1 = (3,2)7, Oy = (8,6)T € A = [0,10)2. U oko-
lini tocke C1, odnosno Ca, generiramo po 100 slucajnih tocaka iz binor-
malne distibucije s ocekivanjem 0 € R? i kovarijacijskom matricom L; =

1] 2 -1 Lo . 112 1
3 {_1 .9}, odnosno kovarijacijskom matricom g = 3 [1 1

aberimo tri segmenta u ravnini £1 = [(1,9)7,(6,9)7], £» = [(3,5)7, (5,9)7],

]. Osim toga iz-
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ls = [(3,6)T,(7,2)T] i u okolini svakog od njih generiramo po 100 nor-
malno distribuiranih slucajnih tocaka (vidi Sliku 6.5a). Nakon transforma-
cije podataka na kvadrat [0,1)? dobivamo particiju TIO) = {r, ... w5} i skup
A =Ur; C [0,1]? s m =500 tocaka.

(a) Podaci (b) Korak 0 (c) Iteracijal (d) Rjesenje (F = 3.27)

e

0. 0
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Slika 6.5: Mahalanobis k-means algoritam

Koristenjem Mahalanobis k-means Algoritma 6.1 potrazit ¢éemo optimalnu 5-
particiju. Najprije sukladno Koraku~0 izaberemo 5 inicijalnih centara (narancaste
tocke na Slici 6.5b) i principom minimalnih udaljenosti odredimo inicijalne klastere
m1,...,ms (Voronoijev dijagram na Slici 6.5b), njihove centroide, pripadne kovarija-
cijske matrice i M-kvazimetricke funkcije. Prva iteracija Algoritma 6.1 prikazana je
na Slici 6.5¢, a M-optimalna 5-particija II* dobivena nakon 4 iteracije na Slici 6.5d.
Elipse na slikama obuhvaéaju 95% toc¢aka pojedinog klastera.

Rand indeks (0.863), Jaccard indeks (0.803) kao i matrica prijelaza

100 0 o 0 o
0 0 100 0 ©0 O
S(H ’H*) =1 o 0 97 3 0
0 0o 12 87 1

0 1 0 13 86

definirani u tocki 5.2.1, str.95 pokazuju visoki stupanj podudaranja originalne i
izracunate particije jer je njezina struktura skoro dijagonalna.

(a) 2 pocetna centra (b) 3 pocetna centra (c) 4 pocetna centra (d) 6 pocetnih centara
10

Slika 6.6: Izbor pocetnih centara

Primjer 6.6. Mahalanobis k-means Algoritam 6.1 mogli smo pokrenuti i
s manje ili vise pocetnih centara. Na Slici 6.6 prikazani su Voronoijevi
dijagrami skupa A iz Primjera 6.5 za dva, tri, cetiri i Sest izabranih pocetnih
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centara, a na Slici 6.7 za te centre prikazane su dobivene Mahalanobis k-
LOPart za k = 2,3,4,6. Elipse na slikama obuhvacaju 95% tocaka pojedinog
klastera.

(a) k= 2; F =2139 (b) k=3; F =1231 (c) k=4; F =634 (d) k=6; F =314

Slika 6.7: Rezultati Mahalanobis k-means algoritma

Moze se postaviti pitanje nalazi li se izmedu ovih Mahalanobis k-LOPart takoder
i Mahalanobis MAPart i koja je to particija.

Primjedba 6.2. Moze se pokazati da se Mahalanobis k-means Algoritam 6.1
znacajno podudara s Generalized Mixture Decomposition Algorithmic Sc-
heme [106] kao specijalan slucaj Expectation Maximization algoritma (vidi
[118, str. 31]), ali je ucinkovitost Algoritma 6.1, mjerena potrebnim CPU-
vremenom, znacajno bolja.

Zadatak 6.4. Konstruirajte Algoritam 6.1 za podatake s teZinama w; > 0.

6.4.2 Mahalanobis inkrementalni algoritam

Drugi algoritam za trazenje Mahalanobis k-LOPart koji ¢emo navesti je
Mahalanobis inkrementalni algoritam. Neka je A C R™. Inkremen-
talni algoritam zapocinje izborom pocetnog centra c¢; € R". Primjerice, to
moze biti centroid skupa A. Sljedeéi centar co dobit ¢emo kao rjesenje GOP
za funkciju : R” — R:

m
¢y € argmin ®(z), &(x) = Zmin{”cl —a'|)?, ||z — a*|*}.
r€eR™ i=1
Nakon toga, na centre c1,co primijenimo Mahalanobis k-means Algori-
tam 6.1 i time dobivamo centre ¢4, ¢ 2-LOPart I1(2).
Opcenito, poznavajuci k centara cj,...,cj, sljedeéi centar ci41 potrazit
¢emo kao rjesenje GOP za funkciju ®: R™ — R:

m
Ck+1 € argmin ®(z), @(z) = Zmin{é,’;, |z — a'||?}, (6.12)
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gdje je 0% = 1211& |t —at||%. Ovdje mozemo primijeniti nekoliko (primjerice
<s<
10) iteracija algoritma DIRECT.
Nakon toga, primjenom Mahalanobis k-means Algoritma 6.1, dobivamo

centre (c7,...,ci, ;) (k4 1)-LOPart Tk+1)

Primjedba 6.3. Primijetite da smo Algoritam 2 slicno mogli pokrenuti i s
vise od jednog pocetnog centra.

Primjer 6.7. Mahalanobis inkrementalni algoritam pokrenut cemo na skupu
podataka A iz Primjera 6.5 pocevsi s centroidom skupa A.

(a) k=2, F=2139  (b) k=3, F=1231 (c) k=4, F=700

10

(d) k=5, F=360 (e) k=6, F=312

10

Slika 6.8: Inkrementalni Mahalanobis algoritam

Na Slici 6.8 prikazani su dobiveni Mahalanobis k-LOPart za k = 2,3,4,5,6
s odgovarajuéim vrijednostima funkcije cilja. Elipse na slikama obuhvacéaju 95%
tocaka pojedinog klastera.

Primijetite da za svaki k& nisu dobivene ni iste particije niti iste vrijednosti
funkcije cilja kao kod primjene k-means algoritma u Primjeru 6.6. Takoder se moze
postaviti pitanje nalazi li se izmedu ovih Mahalanobis k-particija i Mahalanobis
MAPart i koja je to.

6.5 Izbor particije s najprikladnijim brojem elip-
soidnih klastera

Slicno kao i u slucaju sferi¢nih klastera (vidi tocku 5, str.87) mozemo pos-
taviti sljedece pitanje:

U koliko bi elipsoidnih klastera bilo najprihvatljivije grupirati
promatrani skup podataka A, odnosno kako za promatrani skup
podataka A odabrati Mahalanobis particiju s najprikladnijim
brojem klastera (Mahalanobis MAPart)?

U tu svrhu definirat ¢emo poopéene indekse navedene u tocki 5, str.87
(vidi [62]). Neka je Il = {m,...,m} particija skupa A C Asm = | A| eleme-
nata, gdje je za svaki klaster 7; odreden njegov centroid ¢; = mean(r;), pri-
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padna kovarijacijska matrica ¥; = ‘ﬂ | > (¢j—a)(cj—a)T i M-kvazimetricka
I aem;

funkcija dg\i[) zadana s (6.9).

e Mahalanobis Calinski-Harabasz indeks definirat ¢emo kao:

k

Z M (C cj,25)
MCH[k] = =7 , ¢ = mean[AJ; (6.13)
Z Z d( )(c],a ;)
j=lacm

e Mahalanobis Davies-Bouldin indeks definirat ¢emo kao:

Vi(m) =" df(cj 0%, 5)); (6.14)

as€Em;

k
1 j s
k D3 SFT dy (g s, DY)

e Mahalanobis pojednostavljeni kriterij Sirine silhouette (MSSC) definirat
¢emo tako da najprije za svaki o' € A N7, izratunamo brojeve:

. :d(r) *’ i75*7 - . d(S) *7 i,S*, - Bir_air ’
o = Qe (S P = G S o

a nakon toga MSSC-indeks definiramo kao prosjek:
MSSCIk] = L) i (6.15)
=1

Particiju s najve¢im MCH-indeksom, odnosno particiju s najmanjim MDB-
indeksom odnosno particiju S najvec’im MSSC-indeksom zvat éemo Mahala-

Indeks | I® m® §®  §®  g®

MCH 1166 1117 2266 4742 3029
MDB 0.300 0.222 0.189 0.126 0.277
MSSC 0.851 0.865 0.861 0.879 0.862

Tablica 6.1: Vrijednosti Mahalanobis indeksa na particijama iz Primjera 6.7

Primjer 6.8. Za particije iz Primjera 6.7 s podacima definiranim u Pri-
mjeru 6.5 u Tablici 6.1 navedene su vrijednosti MCH, MDB ¢ MSSC-indeksa.
Svi indeksi ukazuju na 5-particiju kao najprihvatljiviju particiju (Mahalano-
bis MAPart ).
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MCH MDB MSSC
5000 0.4 0o
4000 03 . /\/\
3000 02
0.8
2000 01
RS I R T

Slika 6.9: Sva tri Mahalanobis indeksa ukazuju na 5-particiju iz Primjera 6.7 kao
Mahalanobis MAPart

Na Slici 6.9 prikazani su odgovarajuéi grafovi koristenih indeksa iz kojih
se takoder lijepo vidi da svi indeksi ukazuju na 5-particiju kao Mahalanobis
MAPart.
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Fuzzy grupiranje podataka

Ako se moze ocekivati da neki od elemenata skupa A prirodno mogu dje-
lomi¢no pripadati u dva ili viSe klastera, treba primijeniti fuzzy grupiranje
(neizrazito grupiranje). U znanstvenoj literaturi fuzzy grupiranje smatra se
jednim od oblika tzv. mekog grupiranja podataka (engl.: soft clustering).
Fuzzy grupiranje primjenjuje se kod analize slike i signala, medicinske di-
jagnostike, tomografije, astronomije, kod prepoznavanja govora, u znanosti
o okolisu, itd. (vidi primjerice [14, 99, 106]). Kao $to smo veé¢ spomenuli u
t. 3, str. 40, ovakav problem takoder se pojavljuje i prilikom definiranja iz-
bornih jedinica u nekoj zemlji zbog potrebe smjestanja dijela glasaca nekog
podrudja ili grada u dvije ili viSe izbornih jedinica (u Republici Hrvatskoj
to je slucaj s gradom Zagrebom).

Ako pretpostavimo da elementi skupa podataka A mogu djelomicno pri-
padati razli¢itim klasterima, onda elementi u;; matrice pripadnosti U u funk-
ciji (4.7) trebaju biti u;; € [0,1]. Prema [13, 14, 106], stupanj pripadnosti
elementa a’ u klasteru 7j odreden je funkcijom pripadnosti ¢ — ugj, q>1.
Veli¢ina ¢ naziva se fuzzifier, a funkcija cilja (4.7) uz poznavanje kvazime-
tricke funkcije d: R™ x R™ — Ry postaje:

m k
(e, U) => > uli(c)d(cy,a’), (7.1)

i=1j=1
uz uvjete:
k
uy=1, i=1,...,m, (7.2)
j=1
m
1< wj<m, j=1,...k (7.3)
=1

117
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Primijetite da se prakti¢no moze dogoditi da svi elementi skupa A pri-
padnu jednom klasteru, ali s manjim ili ve¢im stupnjem pripadnosti. To
znaci da granice klastera nisu jasno odredene pa se u literaturi ovaj pristup
Cesto naziva meko grupiranje (soft clustering).

7.1 Fuzzy c-means algoritam

Algoritam za trazenje fuzzy-LOPart analogan k-means algoritmu koji smo
analizirali u tocki 4.2, str. 68 naziva se Fuzzy c-means algoritam. Kao sto
smo u toc¢ki 3.1.2, str. 39 pokazali, za konstrukciju algoritma potrebno je
sukcesivno provoditi sljede¢a dva koraka.

Korak A: Za fiksni ¢(© principom minimalnih udaljenosti treba odrediti
klastere my,...,m; i na taj nacin definirati matricu pripadnosti
v,

Korak B: Za fiksnu matricu pripadnosti UM treba pronadi optimalne cen-

tre cgl), ceey c,(fl) rjeSavanjem k optimizacijskih problema:

m m
cgl) € argmin Z ul(})d(cl, a),... ,cg) € argmin Z ul(.,i)d(c;€7 a’),
c1 ER™ i—1 cp€ER™ i—1

i izracunati vrijednost funkcije cilja ®(c™™),U™)) prema (7.1).

7.1.1 Odredivanja matrice pripadnosti

U cilju odredivanja matrice pripadnosti u Koraku A FCM-algoritma treba
odrediti funkcije pripadnosti u;;. U tu svrhu definirajmo Lagrangeovu funk-
ciju [106]

m k m k
T(e,U,A) =YY ul(e)d(cj,a’) + ) )‘1(2 uij(c) — 1). (7.4)
i=1j=1 i=1  j=1
Ako parcijalnu derivaciju funkcije J po s
DD — g i) A (7.5)
izjednacimo s nulom, dobivamo:
u :(N)qil s=1,...,k (7.6)
" \gd(es,an)/ Y
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Uvrstavajuéi (7.6) u (7.2) dobivamo:

NER Y=
2 Gagm) ™ =0

iz ¢ega dobivamo parametar \,:

Ar = (7.7)
1 (q-1’
1 —1
(j; (d(Cj,ar)) ! )
a uvrstavajuéi (7.7) u (7.6) konacno dobivamo
1

Ups = (7.8)

k 1/(q-1)

2 ()

Primjedba 7.1. Preciznije, funkcija pripadnosti u;j: A — [0,1] definira se
kao (vidi [42]):

d(cj,a?)t/(1—9)

k c al') /(¢-1) — & /i s ako I; :@
2. <d(cjs:a1)> Z d(cs,a?)1/(1=a)
uz](C) = STI | |
L]’ ako I; £ 0 & j e I,
0, ako I; #0 & j ¢ I,

(7.9)
gdje je I; = {j € {1,...,k}: ¢; = a'}.

TraZenje optimalne vrijednosti parametra q za koji funkcija cilja (7.1) uz
uvjet (7.2) postize svoj globalni minimum sloZeni je problem globalne opti-
mizacije (vidi primjerice [83]). Zbog toga se u primijenjenim istraZivanjima
najéesée koristi q € [1.5,2.5].

7.1.2 Odredivanja centara klastera

Poznavajuci matricu pripadnosti, centar c¢; klastera m; dobit ¢emo tako da
parcijalnu derivaciju funkcije J po ¢; izjednacimo s nulom:

achA i 8dq,)7
Z: —T%T——O (7.10)

Specijalno, za LS-kvazimetricku funkeiju d(c;,a’) := (¢; — a*)T (¢; — a?),
(7.10) postaje:
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iz ¢ega dobivamo centar c; klastera m;

1 Ui ,
Cj = Zugj(c)al. (7.11)
Y- ug;(c) i=1
i=1
Sli¢no, u slucaju ¢1-kvazimetricke funkcije d(cj,a’) := |c; — a'| odgova-

rajuéi centar tezinski je medijan [77]

cj = med (ul(c),a). (7.12)

i=1,..m "

Primjer 7.1. Kao u [99], zadane su tocke (2,2)T,(1,8)T,(4,5)7,(8,4)7,
(8,17 € [0,10]2. U okolini svake tocke generirano je po 100 tocaka iz
Gaussove binormalne distribucije. Na taj nacin odredena je originalna 5-
particijo 11 = {my, ..., w5} @ skup A= Um; s 500 tocaka.

Slika 7.1: Originalna 5-particija II

Bez obzira na izbor 5 razli¢itih pocetnih centara iz [0, 10]?> FCM-algoritam pro-
nalazi optimalnu 5 particiju IT* vrlo slicnu originalnoj, sto se vidi po postotnoj
strukturi matrice prijelaza:

79.9 4.4 8.1 3.5 4.2

3.7 815 106 2.5 1.7

SILIT) (%) = |97 67 699 91 45
27 1.6 86 743 128

3.2 1.3 5.6 122 777

7.2 Gustafson-Kessel fuzzy c-means algoritam

Za trazenje fuzzy optimalne particije s unaprijed poznatim brojem klastera
elipsoidnog oblika konstruiran je dobro poznati Gustafson-Kessel fuzzy c-
means (GK) algoritam (vidi [40, 106]).
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Sli¢no kao u slucaju obi¢nog FCM-algoritma opisanog u tocki 7.1 i Gustafson-
Kessel fuzzy c-means algoritam provodi se sukcesivnom primjenom spome-
nuta dva koraka.

U Koraku A, uz poznavanje medusobno razlic¢itih tocaka c; ..., ¢, € R™,
koristenjem (7.8), odnosno (7.9), treba odrediti matricu pripadnosti U €
[0, 1]¥*™ sa svojstvima (7.2)-(7.3), a nakon toga kovarijacijske matrice:

1 . ; .
EjziqZu?j(c)(cj—a)(cj—a)T, ji=1,...,k, (7.13)
=1

i Mahalanobis kvazimetricke funkcije:

Ay B) = et D o - )T @) =1k (T4)

U Koraku B, uz poznavanje matrice pripadnosti U € [0,1]**™ sa svoj-
stvima (7.2)-(7.3), koristenjem (7.11) treba definirati centre ¢y, ..., ¢, € R™.
GK-algoritam zapocdinje izborom pocetne aproksimacije cgo), . ,c,(co) €

R”, a nakon toga, sljedeé¢a dva koraka sukcesivno se izmjenjuju’.

Korak A Za dani skup medusobno razlicitih tocaka ¢y ...,cy € R™ treba
odrediti odgovarajuéu matricu pripadnosti U € [0, 1]™** kovari-

jacijske matrice X; i Mahalanobis kvazimetricke funkcije dg\f[) (x,y; ;)

k ; 1/(g=1)\ -1
- dar(cj,a’;S;)
s=1

“1y i i .
5= (D uli(0) > ul(o)e; —a)(e; —a)', G=1,....k
=1 =1
) (x,y;55) = {/detS; (x — ) 'S @ —y), j=1,....k

Korak B Za danu matricu pripadnosti U € [0, 1]™** treba definirati odgo-

varajuce centre cy,...,c, € R"
m

Cj = g u] =1,...,k.
3 ulh(o) =

Alogoritam se zaustavlja kada je |[UY) — UU=D| < ¢ za neki unaprijed
zadani maleni € > 0.

!Gustafson-Kessel c-means algoritam i odgovarajuéi MATLAB kod dostupni su u [4].
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Primjer 7.2. Skup podataka A C [0,10]? definiran je na sljedeéi nacin. Naj-
prije odaberimo pet razlicitih tocaka Cj, pet parova glavnih poluosi {;,m;}
i pet kutova rotacije ;. Na osnovi ovih podataka definirajmo kovarijacijske
matrice ¥j kao u Primjeru 6.4, str. 110. Nadalje, svakoj tocki C; pridru-
Zimo slucajni cijeli broj m; € [160,240]. Skup podataka A tada generiramo
koristenjem pet Gaussvih multinormalnih slucajnih generatora N(Cj, Sj).

Na taj nacin, dobivena je originalna particija 11 = {my,..., 75} s m =
235:1 m; = 1000 podataka (vidi Sliku 7.2a). Crvene tocke na slici oznacavaju
centre c; klastera 7, a crvene elipse su odgovarajuce My -kruznice.

(a) Originalna particija (b) GK fuzzy optimalna particija

Slika 7.2: Originalna particija II i GK fuzzy optimalna particija IT*

Optimalnu particiju IT* skupa A potrazit ¢emo primjenom GK-algoritma. Na
Slici 7.2b prikazani su centri ¢} (zelene tocke), originalne My-kruznice (crvene
elipse) i rekonstruirane M y-kruznice (sive elipse).

Kao ilustraciju kvalitete rekonstrukcije pogledajmo Sliku 7.3 na kojoj je prika-
zano rasipanje elemenata klastera originalne particije II po klasterima particije IT*.

* * * * * * * * * *
Tl Ty €-- Ty Ty €= T2 Ty, Ty €-= T3 Ty, Ty €= T4 Tl TE ¢-- 75

1.0 e 10 10 . 1.0 10
o8} 08 08 s 08 £ 08
06 06 06 06 06
04 04 04 04 04
02 02 s 02 : 02 02

L S N

s L AR AT, PN i N ke
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000 20

600 800 1000

Slika 7.3: Rasipanje elemenata, klastera originalne particije IT po klasterima particije IT*

Matricu prijelaza S(IT, IT*) moZemo odrediti primjenom Zadatka 5.3, str. 97.
Ona kvalitetnije pokazuje mjeru rasipanje elemenata klastera originalne particije I1
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po klasterima particije IT*

946 14 1.8 04 19
48 654 7.0 124 103
S(ILIT) (%) = | 7.6 52 774 43 56
18 26 94 855 08
28 58 43 09 862

7.3 Fuzzy inkrementalni algoritam

Pretpostavimo sada da broj klastera u particiji nije unaprijed poznat. Sli¢no
kao Sto smo u tocki 4.3, str. 74 konstruirali Inkrementalni algoritam 2 za
sfericne klastere, a u tocki 6.4.2, str. 113 Mahalanobis inkrementalni al-
goritam za elipsoidne klastere, mozemo konstruirati i fuzzy varijantu ovih
algoritama. Konstrukcija algoritma uglavnom se podudara s Inkremental-
nim algoritmom 2 s tim da u slu¢aju primjene LS-kvazimetricke funkcije
u Koraku 5 primijenimo FCM-algoritam, a u slucaju primjene Mahalanobis
kvazimetricke funkcije u Koraku 5 primijenimo GK-algoritam. Na taj nacin
dobit ¢emo fuzzy-optimalne particije s 2,3, ... klastera.

Primjer 7.3. Za skup podataka A iz Primjera 7.2 i € = .05 provest éemo
Algoritam 2 pocevsi s centrom ¢ = mean(A) = (4.6,4.2).

Fj = 1923.05 Fy = 1231.87 Fy = 801.38 F¥ = 665.12 F¥ = 538.87

Sl B;Q BQ o -y STy
[ i ke

2 4 6 8 10

N

0

Slika 7.4: Fuzzy inkrementalni algoritam

Nakon $to smo odredili centar ¢o, primjenom nekoliko iteracija DIRECT-algoritma
i GK-algoritma dobivamo dva centra c7, ¢3 i njihove M y-circles prikazane na Slici 7.4a.
Na istoj slici crvenom tockom oznacen je i novi (treéi) centar és dobiven primjenom
DIRECT algoritma. Primjenom GK-algoritma dobivamo fuzzy optimalnu 3-particiju
prikazanu na Slici 7.4b, itd. Povecanjem broja klastera vrijednost funkcije cilja
opada, kao $to je naznaCeno na Slici 7.4, a za postizanje kriterija zaustavljanja
algoritma bilo je potrebno Sest iteracija.

Naravno, jos ostaje problem izbora najprikladnije particije.
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7.4 Izbor particije s najprikladnijim brojem klas-
tera

Kako bismo mogli zakljuciti koja je od dobivenih particija najprihvatljivija,
koristit ¢emo uobicajeni postupak primjene razli¢itih indeksa. Neki indeksi
nastali su prilagodavanjem veé koristenih indeksa, a neki su originalno kons-
truirani za slucaj trazenja najprihvatljivije fuzzy optimale particije (vidi
[14, 110, 117]).

Neka je IT* = {n7},..., 7} k-optimalna fuzzy particija s matricom pri-
padnosti U* i odgovarajué¢im klaster-centrima c7,...,c;. Za slucaj fuzzy
sferi¢nih klastera spomenimo sljedeé¢e indekse:

e Prema Shannonovoj teoriji informacija [101], Klasifikacijska entropija

definira se kao:
m k
Z Z Inu; (7.15)

a najmanja CE-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju [117];

S\H

e Xie-Beni fuzzy indeks definira se kao (vidi primjerice [99, 117]):

XB(k) = mm1n||c =k ZZU ek — a||?, (7.16)

=1 j=1
a najmanja XB-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;

e Davies — Bouldin fuzzy indeks definira se kao (vidi primjerice [99, 121])

k
V(n?) +V(m ,
FDB(K) = 1) max w 75) Zu Hles —a'l,

— s#jJ ||Cj - C:H Zu 1
Jj= ij 1=
(7.17)
a najmanja FDB-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;

e Chalinski-Harabasz fuzzy indeks moze se definirati kao (vidi primjerice

[99, 117, 121]):
k
Zl KJ;”CA - C}(H2 m m
J= *
FCH(k) = S TR %Z => uy, (7.18)
’ i=1 i=1

a najveéa FCH-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;
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U slucaju fuzzy elipsoidnih klastera Klasifikacijska entropija ostaje nepro-
mijenjena, a drugi indeksi trebaju se prilagoditi koristenjem kovarijacijskih
matrica Y% definiranih s (7.13) i Mahalanobis kvazimetrickih funkcija defi-
niranih s (7.14) (vidi primjerice [14, 99, 117, 121]).

e Xie-Beni fuzzy indeks definira se kao:

XB(k) = mmindM(c 5 BF +X%) Zzu*qu S a’ »55), (7.19)

i#£] 1650 i=1j=1
a najmanja XB-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;
e Davies — Bouldin fuzzy indeks definira se kao:

k
FDB(k) = + Z X
=1

>+V< ) y
d E*
RS O o Z i dan (5, 01 25),
1] 1=
1=1

IVI

(7.20)
a najmanja FDB-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;

e Hipervolumni fuzzy indeks definira se kao:

FHV(k) = ) ,/det X%, (7.21)

j=1

>~

a najmanja FHV-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;

e Chalinski-Harabasz fuzzy indeks moze se definirati kao:

k
> /i;dM(cmc;‘-, Yr+3)

FOH(k) = *—, =21 —a')(ca—a")T, (7.22
( ) FM(C*7U*)/(m—k:) ) m;(CA a)(cA a) , ( )

m m
gdje je ca = % z‘z—:1 a' Fé; = 1;1 ufj, a najveéa FCH-vrijednost indicira

najprihvatljiviju particiju.

Primjer 7.4. Za skup podataka A iz Primjera 7.2 i za fuzzy optimalne
particije s 2,...,6 klastera navedenih w Primjeru 7.3 izracunat éemo odgo-
varajuée vrijednosti spomenutih indeksa. U Tablici 7.1 © na Slici 7.5 vidi se
da je po svim indeksima 5-particija najprihvatljivija fuzzy particija.
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| (k=2) (k=3 (k=4 (k=5 (k=6

FCE 0.306 0.469 0.584 0.569 0.713
FXB 0.096 0.089 0.091 0.059 0.172
FDB 0.236 0.215 0.268 0.175 0.333
FHV 0.00032 0.00026 0.00025 0.0002 0.00022
FCH 1272 2073 2600 3007 2889

Tablica 7.1: Vrijednosti indeksa optimalnih fuzzy particija iz Primjera 7.3. Vrijednosti
indeksa najprihvatljivije particije posebno su istaknute

FCH

Slika 7.5: Vrijednosti indeksa optimalnih fuzzy particija iz Primjera 7.3

7.4.1 Fuzzy varijanta Rand indeksa

Neka su II(1) = {7T§1), e ,77,(;)} iI® = {7T§2), e ,wéz)} dvije fuzzy particije
skupa A. Ako promatramo matricu pripadnosti U u sluéaju tvrdog gru-
piranja (vidi primjerice Primjer 5.6), vidimo da je neki par (a”,a®) sparen
(paired) ako je skalarni produkt U(r) - U(s) pripadnih redaka matrice U
jednak 1, a nije sparen ako je U(r) - U(s) = 0. Vodeéi se tom analogijom i
u slucaju fuzzy grupiranja za matricu U, ¢iji su elementi u,s zadani s (7.6),
moze se definirati fuzzy Rand indeks (5.13), gdje je (vidi [21, 36, 43]):

a = Z ¢(1)(ar7a8)¢(2)(aTvas)’

(am,a%)eC

b= Z ¢(1) (ar’ as)(l - ¢(2) (ar’ as))’

(am,a%)eC

c= Y (A—¢Wa,a"))y® (", a),

(am,a®)eC

d= Y (-9, a*)(1 - (", a%),
(a™,a%)eC
gdje je:
(") = Y UMW) UM (), k=12
(a”,a%)eC
Ovdje U™ (a") predstavlja redak matrice pripadnosti U*) particije II(*)
pridruzen elementu a” € A. Preciznije, ako s U (r) ozna¢imo r-ti redak
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matrice pripadnosti U*) koji pokazuje “rasipanje” elementa a” po klaste-
rima particije II(*), onda mozemo pisati:

m—1 m
PN aat) = Y0 > UMW) UN(s), k=12, (7.23)

r=1 s=r+1

gdje je U (r) - U™ (s) uobi¢ajeni skalarni produkt redaka U®) (r) i U (s)
matrice U®).

Naravno, sve je moguée primijeniti i na Jaccard index (5.14).
Zadatak 7.1. Na jednostavnom primjeru pokazite da u fuzzy slucaju funk-
cija DR iz Zadatka 5.2 nije metrika (vidi primgjerice [43]).

Primjer 7.5. Za originalnu 11 i 5-optimalnu fuzzy particiju 11* iz Pri-
mjera 7.2 fuzzy Rand indeks (0.869) i fuzzy Jaccard indeks (0.508) ukazuju
na to da je dobivena 5-optimalna particija vrlo slicna originalnoj.
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Poglavlje 8

Prepoznavanje geometrijskih
objekata u ravnini

U ovom poglavlju promatrat ¢emo problem prepoznavanja vise unaprijed
nepoznatih istovrsnih geometrijskih objekata u ravnini kao Sto su:

e visSe pravaca u ravnini:
pi(uj, v, 25) 1 wjx+ovjy+z;,=0, j=1,...k, (8.1)
e vise kruznica u ravnini:

Ki(psra;.75) : [Zgﬂ = [Zj] +r [Zi‘jﬂ L te0,27], j=1,....k (8.2)

gdje su S; = (pj, ;) sredista, a r; > 0 radijusi tih kruznica,
e vise elipsi u ravnini:
S F{¢2 ) & cost]
E;(pj,q;,&5.mj,9;5) : [y(t)] = |:Qj +U((9) nysint|’ te0,2n], (8.3)
)T centri, &,m; > 0 poluosi i 9;

cos?¥ —sind|
sind  cosd¥

za j = 1,...,k gdje su S; = (pj;,qj
kutevi zakreta tih elipsi, a U(9) = {

pripadna matrica
rotacije, itd.

Primijetite da svaki pravac iz (8.1) ima 3 parametra, svaka kruznica

iz (8.2) ima 3 parametra, svaka elipsa iz (8.3) ima 5 parametara, itd. U

literaturi se takoder pojavlju i problemi s vise generaliziranih kruznica [107],
viSe segmenata [19], viSe kruznih lukova, itd.

129
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Neka je A = [a,b] x [¢,d] C R?, a < b,c < d pravokutnik u ravnini, a
A=1{a" = (x;,y,)7 € A:i=1,...,m} skup podataka koji potjece od vise
unaprijed nepoznatih istovrsnih geometrijskih objekata u ravnini koje treba
prepoznati ili rekonstruirati. Nepoznati su geometrijski objekti, odnosno
njihovi parametri, ali i njihov broj.

Nadalje, pretpostavljamo da podaci koji dolaze od nekog geometrijskog
objekta zadovoljavaju ,svojstvo homogenosti”, tj. pretpostavljamo da su
podaci pretezno ,homogeno rasuti” oko tog geometrijskog objekta. U tom
smislu uvedimo sljede¢u definiciju.

Definicija 8.1. Neka je () klaster koji potjece od geometrijskog objekta

[r()]
vl

v duljine |y| u pravokutniku A. Broj p(m) =
klastera .

zovemo lokalna gustoda

8.1 Broj geometrijskih objekata unaprijed je poz-
nat

Promatrajmo problem prepoznavanja poznatog broja k istovrsnih geome-
trijskih objekata u ravnini od kojih svaki ima po n parametara, a koje je na
temelju skupa podataka A potrebno rekonstruirati ili detektirati. Ovaj pro-
blem skraceno ¢emo oznaciti kao MGD-problem (Multiple Geometric Object
Detection problem).

Geometrijski objekt oznacimo s v;(t;), gdje je t; € R™ vektor parame-
tara. Rjesavanje ovog problema promatrat ¢emo kao jedan problem grupira-
nja gdje su centri klastera spomenuti geometrijski objekti (G-klaster-centri).

Najprije treba dobro definirati udaljnost ® tocke a € A do geometrijskog
objekta ;. Problem trazenja optimalne k-particije II = {my,..., 7}, ¢iji
su klaster-centri geometrijski objekti 1 (¢1), . . ., Yk (tx), moZemo postaviti na
jedan od sljedeca dva nacina:

k

argmin (M), F(IT) = > D Dla'v(ty), (8.4)
J=laiem;

argmin F'(t), F(t) = 3 min D(a’, i (t;)), t=(tr,...,tx)". (8.5)

teRkn —1<j<k
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8.1.1 Metoda za trazenje k-LOPart s G-klaster-centrima

Za navedene primjere funkcija cilja definirana u (8.5) je Lipschitz-neprekidna
funkcija [93], ali ipak direktno rjesavanje GOP (8.5) primjenom globalno opti-
mizacijskog algoritma DIRECT nije prihvatljivo jer se radi o simetri¢noj funk-
ciji s nk varijabli slozenih u k vektor-parametara t1, ..., t; € R", a koja zbog
toga ima barem k! razli¢itih toc¢aka u kojima postize globalni minimum. Na-
ime, algoritam DIRECT trazio bi sve tocke globalnog minimuma.

Zato se za rjeSavanje GOP (8.5) mozZe primijeniti sljede¢a metoda [93] koju
ukratko mozemo opisati u dva koraka:

Korak 1: Primjenom algoritma DIRECT pronaci dovoljno dobru pocetnu aprok-
simaciju G-klaster-centara ili primjenom algoritma DBSCAN pronaci
dovoljno dobru pocetnu particiju;

Korak 2: Primjenom k-means algoritma modificiranog tako da centri klas-
tera budu nasi geometrijski objekti pronaéi optimalno rjesenje.

Naravno, ovakvim pristupom mozemo ocekivati pronalazenje k-LOPart.
Pored navedenog pristupa, k-LOPart mozemo potraziti primjenom k-means
algoritma uz odgovarajuéi izbor pocetne aproksimacije ili primjenom nekih
drugih pristupa (vidi primjerice tocku 8.10, str. 170).

8.1.2 TrazZenje pocetne aproksimacije

Pocetnu aproksimaciju za MGD problem (8.5) potrazit ¢emo tako da proma-
tramo problem trazenja optimalne particije ¢iji su klaster-centri neki jednos-
tavniji geometrijski objekti 7(Z;) koji nalikuju nasim geometrijskim objek-
tima i po moguénosti imaju manji broj 7 < n parametara. GOP bi za ovu
situaciju trebao biti Sto jednostavniji kako bi algoritam DIRECT brzo mogao
dati prihvatljivo rjesenje.

Kako bismo mogli primijeniti algorithm DIRECT na GOP (8.5), funkciju
cilja F treba transformirati u funkciju f: [0, 1] — R, f(z) = (FoT1)(x),
gdje je: T [aq, B1]F x -+ X [aa, Bal* — [0,1]*%, a [a;, B;] segment u kojemu
se moze ocekivati vrijednost parametra fj. Nakon manjeg broja iteracija
algoritma DIRECT (recimo 10-20) dobivamo vektor &, a pocetna aproksimacija
za GOP (8.5) tada je zadana s T~!(%). Na taj nacin pokusat ¢emo barem
dobro pozicionirati trazene geometrijske objekte.
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8.1.3 Modifikacija k-means algoritma za G-klaster centre

Ako raspolazemo dobrom poc¢etnom aproksimacijom (pocetni G-klaster-centri
ili pocetna particija), za trazenje k-GOPart mozemo iskoristiti dobro poznati
k-means algoritam modificiran za slucaj G-klaster-centara. Algoritam se
sli¢no kao u tocki 4.2.2; str. 69 moze opisati u dva koraka koji se sukcesivno
ponavljaju.

Algoritam 8.1. (Modifikacija k-means algoritma za G-klaster centre (KCG))

Korak A: (Pridruzivanje) Za dani skup medusobno razlicitih geometrijskih
objekata ~v1(t1), ..., vk(tk), skup podataka A treba razdijeliti na k
disjunktnih nepraznih klastera wy,...,m koristenjem principa mi-
nimalnih udaljenosti za j =1,...,k

7= fa € A Dla,y(t) <D, yslts), Vs £ 5} (86)

Korak B: (Korekcija) Za danu particiju II = {m1,..., 7} skupa A, treba

odrediti odgovarajuée G-klaster-centre 4;(t;), 7 = 1,...,k kao rje-
senja sljedecih GOP:
4;(t;) € argmin Z D(yi(t),a), Vi=1,... k. (8.7)
teR™ acm;

Sliéno kao u slucaju obi¢nih sferi¢nih ili elipsoidalnih klastera (vidi Te-
orem 4.1, str. 71) moze se pokazati da vrijedi sljedeé¢i teorem.
Teorem 8.1. KCG-algoritam u konacno mnogo koraka pronalazi lokalno op-
timalnu particiju, a pri tome je niz funkcijskih vrijednosti definiranih s (8.4)
monotono padajuci.

Buducdi da niz funkcijskih vrijednosti (F},) monotono opada, KCG-algoritam
mozemo zaustaviti kada je

Lot =ln < e, (8.8)

za neki maleni €, > 0 (primjerice .005).
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8.2 Broj geometrijskih objekata nije unaprijed poz-
nat

8.2.1 Inkrementalni algoritam za G-klaster-centre

Ako broj klastera u particiji nije unaprijed poznat, mozemo potraziti opti-
malne particije s k = 1,2, ..., knqe klastera i nakon toga u cilju prepoznava-
nja najprihvatljivije particije pokusati primijeniti neki od poznatih indeksa
prilagodenih za slucaj G-klaster-centara. U tu svrhu mozemo na odgova-
rajuéi nacin modificirati poznati inkrementalni algoritam (vidi primjerice
[8, 98, 113]).

Inkrementalni algoritam za rjeSavanje MGD problema moze zapoceti odre-
divanjem najboljeg reprezentanta skupa A

() € arggun Z D(a,(t)), (8.9)
tER™ e a

ali moze zapoceti i s nekim drugim pocetnim objektom.
Nadalje, ako su poznati G-klaster-centri 41,...,4x, sljedeéi centar 451
odredit ¢emo rjesavanjem sljedeéeg GOP

al;égim(b Zmln{ék D (at, (1)}, (8.10)

gdje je: 6 = min{D(a’,41), ..., D(a’, 4%)}-

Nakon toga, primjenom KCG-algoritma dobivamo optimirane G-klaster
centre 77, ..., 7, Vo1 lokalno optimalne (k 4 1)-particije ¢+ Buduéi
da KCG-algoritam daje k-LOPart (vidi Teorem 8.1, str. 132), na taj nacin
inkrementalni algoritam generira niz k-LOPart.

U opéem slucaju, inkrementalni algoritam mozemo zaustaviti (vidi [8])
kada je za neki k relativna vrijednost funkcije cilja (8.4) manja od nekog
unaprijed zadanog broja €; > 0 (primjerice, .005):

B Fhor ¢, (8.11)

Motivacija za ovakav kriterij zaustavljanja procesa lezi u cinjenici da
poveéanjem broja klastera u particiji vrijednost funkcije cilja opada (Te-
orem 3.2, str. 38).

Primjedba 8.1. Primijetite da smo opisani algoritam analogno mogli po-
krenuti © s vise od jednog pocetnog geometrijskog objekta.
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Pokazalo se da se u slucaju rjesavanja MGD problema, kriterij zaustav-
ljanja inkrementalnog algoritma moze bolje definirati koriStenjem poznate
metode koja se koristi u algoritmu DBSCAN (vidi primjerice [32, 95]) za pro-
cjenu lokalne gustoée skupa podataka A.

Definicija 8.2. Neka je MinPts > 2 i neka je za svaki a € A odreden
radijus €, > 0 najmanjeg kruga sa sredistem u a koji sadrzi barem MinPts
elemenata skupa A. Tada e-gustoéu skupa A definiramo kao 99% kvantil
skupa R(A) = {e,: a € A} i oznacavamo s €(A). Pri tome pod p% kvantilom
[¢itaj: p postotnim kvantilom] skupa R(A) podrazumijevamo broj q > 0 sa
svojstvom da je p% elemenata skupa R(A) manje od q.

Primjedba 8.2. Parametar MinPts mozZemo definirati kao MinPts =
|log |Al] (vidi [95]).

Primijetite takoder da za skoro sve tocke a € A odgovarajuci krug s
centrom u a i radijusom €(A) sadrzi barem MinPts elemenata skupa A.

Primjer 8.1. Za skup podataka A prikazan na Slici 8.11a odredit cemo e-
gustoéu €(A). Parametar MinPts odreden je s MinPts = [log|A|| = 6.
Na Slici 8.1 prikazan je skup tocaka {(i,€,): 1 = 1,...,]|A|} @ pravei koji
definiraju 50%, 70%, 90% i 99% kvantil skupa R(A).

0.5}
0.4}
0.3}
0.2F
0.1 %

e(A) (99% kvantil)

44— 90% kvantil
Jeridieg. 70% kvantil
=T 50% kvantil

0 500 1000 1500

Slika 8.1: e-gustoéa skupa A prikazanog na Slici 8.11a: €(.A) = 0.349

Prijedimo na definiranje kriterija zaustavljanja inkrementalnog algoritma.
Neka je u k-tom koraku inkrementalnog algoritma dobivena k-LOPart II =
{m1,...,m}. Za svaki klaster 7; € II s G-klaster-centrom ~y; definirajmo
skup

Dj = {@1(@,’)’j)2 a < 7Tj},

gdje je ®1(a,~;) ortogonalna udaljenost tocke a do G-klaster-centra ~;. Pri-
mjerice, za slucaj pravaca ova udaljenost dana je s (8.26) u Lemi 8.1, str. 140,
za slucaj kruznica s (8.60), str. 161, a za slucaj elipsi s (8.77), str. 169. S
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QD[7;] oznacimo 90% kvantil skupa Dj i definirajmo

Qd[II] = max QD). (8.12)

Ocekujemo da je k-particija II blizu k-LOPart ako vrijedi:
QD[II] < e(A). (8.13)

Zato kriterij zaustavljanja (8.11) inkrementalnog algoritma moZemo zami-
jeniti boljim uvjetom (8.13).

Primijetite da ¢e uvjet (8.13) biti lakse ispuniti ako QD[r;] definiramo kao
p% (p < 90) kvantil skupa D;. Na taj nac¢in mozemo utjecati na broj geome-
trijskih objekata koji ¢e se pojaviti u izlaznim rezultatima inkrementalnog
algoritma.

8.3 Trazenje MAPart i prepoznavanje geometrijskih
objekata

Inkrementalni algoritam, ali i neki drugi pristupi (vidi primjerice tocku 8.10,
str. 170), u pravilu proizvode vise k-LOPart s razliitim brojem klastera.
Najvaznije pitanje kod rjesavanja MGD problema je sljedeée: postoji li medu
dobivenim k-GOPart i ona Ciji se G-klaster-centri podudaraju s originalnim
geometrijskim objektima (na osnovi kojih su nastali podaci) i ako postoji,
kako je identificirati? Ovu k-LOPart zvat ¢emo najprihvatljivija particija (Most
Appropriate Partition (MAPart)). Posebnu paznju posvetit ¢emo upravo de-
finiranju kriterija za prepoznavanje MAPart.

8.3.1 Modifikacija klasi¢nih indeksa

Buduéi da MGD problem rjesavamo koriste¢i grupiranje podataka, spomenuti
problem prepoznavanja MAPart mogli bismo pokusati rijesiti modifikacijom
nekih od poznatih indeksa iz tocke 5, str. 87.

Navedimo modifikaciju CH-indeksa i DB-indeksa. Neka je m = |A|,
I* = {n},...,7;} dana k-GOPart s G-klaster-centrima ~f,...,vs i neka
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je v* reprezentant cijelog skupa A. Tada je (vidi [37, 90])

K
45 3 |7ldu (v}, )

CHG (k) = Fi : (8.14)
m—K Z Z @(a 7])
j=1 a€7r*.
DBG(k) = + Zmaxis gdje je 02 = |7r*\ Z D(a,v}), (8.15)

S#J dH(’YJ ) ’YS) ’ acm*
J

gdje je ® kvazimetricka funkcija kojom je definirana udaljenost tocke a € A
do krivulje 77, du(v},7*) udaljenost G-klaster-centra 77 do reprezentanta
v* citavog skupa A, a dg(v},v5) udaljenost dva G-klaster-centra.
Primijetite da u nekim slucajevima nece biti jednostavno definirati uda-
ljenost dviju krivulja. U takvim slucajevima na svakoj krivulji odredimo
diskretni skup tocaka, a udaljenost izmedu krivulja definiramo kao Hausdor-
ffovu udaljenost pripadnih skupova. Iz tog razloga koristimo oznaku dp;.

8.3.2 Novi indeks za MGD probleme

Buduéi da su originalni indeksi primarno konstruirani za sferi¢ne ili elip-
soidalne klastere, pokazalo se da je u ovom sluéaju ipak bolje iskoristiti
specijalnu strukturu MGD problema.

U tom smislu, u [91] definiran je novi indeks specijaliziran za MGD pro-
blem. Kratko ¢emo ga opisati. Za svaki klaster 77 sukladno Definiciji 8.1

*

najprije treba odrediti lokalnu gusto¢u p; = % Primijetite da ¢e klaster,
¢iji je G-klaster-centar blizak nekoj od krivulja od koje potjecu podaci, imati
relativno veéu gustocu.

Nadalje, za skup p = {p1, ..., px} odreduje se varijanca

K
Var(p —RIZ - ), ﬁ:%ij, K> 2, (8.16)

i definira Geometrical Objects-indeks (GO) za x-LOPart s G-klaster-centrima

v cpw),  ako k> 2,
Go(n)::{ar(pl’ Px), ako ks (8.17)

F, ako k =1,

gdje je F' vrijednost funkcije cilja iz (8.5). Manja vrijednost GO-indeksa
pripada prikladnijoj particiji.
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Buduéi da je inkrementalni algoritam lokalnog karaktera, u pravilu ée
proizvesti vise krivulja v nego Sto se moze ocekivati obzirom na konfigura-
ciju skupa A (kao sto se moze vidjeti na primjerima pravaca na Slici 8.11,
str. 151), ali se izmedu njih ne moraju pojaviti i oni od kojih su nastali
podaci. To znaci da se izmedu dobivenih particija cesto ne nalazi i MAPart
pa koristenjem modifikacije klasi¢nih indeksa ne mozemo uvijek ocekivati
detekciju MAPart.

8.3.3 Novi pristup

U nastavku ¢emo pokazati pristup koji koristi specificnost promatranog pro-
blema i koji se u primjenama pokazao efikasnijim.

Neka je II = {m,..., 7} originalna k-particija skupa A. Buduéi da
za svaki a € A odgovarajuéi kruzié¢ radijusa e(A) sadrzi barem MinPts
elemenata skupa A, donja granica lokalne gustoée za svaki klaster 7 € II
moze se procijeniti s (vidi Primjedbu 8.2):

plr) = Minkte (3.18)

Zbog toga, za svaki klaster 7* € II* za koji ne vrijedi (8.18), pripadne G-
klaster-centre treba ispustiti. Pomocu preostalih G-klaster-centara 7, ..., vx
definiramo rezidual (ostatak):

R(r) = A\ U Tj, T;={acA:Di(a,]) < (A} (8.19)

Jj=1

Ako je |R(r)] < MinPts, r-LOPart dobivena primjenom KCG-algoritma
na G-klaster-centre ~f,...,7v* je MAPart (vidi Primjer 8.5, Primjer 8.13 i
Primjer 8.14).

Ako je |R(r)| > MinPts, r-LOPart dobivena primjenom KCG-algoritma
na G-klaster-centre ~f,...,7 nije MAPart (vidi Primjer 8.6).

Sada smo u moguénosti definirati nuzne uvjete da lokalno optimalna
particija r-LOPart IT* = {#7,..., 7} bude ujedno i MAPart:

Ap: QD[IT*] < e(A),

Ay p(my) > Agi’(%ts za sve klastere 7 € 1%,

As: |R(r)| < MinPts.
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8.4 Pravac kao reprezentant skupa podataka iz R>

Pretpostavimo da je zadan skup podataka A = {a’ = (z;,y;)" € R%: i =
1,...,m} C A koji potjece od jednog unaprijed nepoznatog pravca p za-
danog u eksplicitnom obliku y = ax + § i da su pogreske u izmjerenim
vrijednostima nezavisne varijable x; zanemarive, a pogreske u izmjerenim
vrijednostima zavisne varijable y; normalno distribuirane nezavisne slucajne
varijable s o¢ekivanjem 0 i varijancom o2, tj. da je za svakii =1,...,m,

yi = ax; + B+e€, € GN(O,O’Q).

Tada parametre «, 3 pravca p mozemo potraziti rjeSavanjem GOP

m

argmin F'(«, ), F(a,p) = Z(yl —ax; — )% (8.20)
a,BER i—1
Ovo je jednostavni linearni problem najmanjih kvadrata [77, 84]. Pripadni
sustav normalnih jednadzbi mozemo rijesiti primjenom QR-dekompozicije
ili dekompozicijom na singularne vrijednosti (vidi [84, 108]).
Ako se znacajne pogreske mogu ocekivati u izmjerenim vrijednostima
nezavisne varijable x; i u izmjerenim vrijednostima zavisne varijable y;, tj.
ako jeza svakit=1,...,m,

yi = a(r; +6;) + B+e, 6,6 €N(0,0%),

onda pravac p mozemo potraziti rjeSavanjem sljede¢eg TLS-problema:

m

argmin T(a7 67 6)7 T(aa B? 6) = Z ((yl - Oé(wi +5’L) - 6)2 +5z2)7 (821)
a,BER, §€R™ =1

gdje je § = (01,...,6,)T € R™ (vidi [48]). GOP (8.21) nelinearni je globalno
optimizacijski problem s m + 2 varijable. Postoje specijalne, ali numericki
zahtjevne metode za rjeSavanje ovakvih problema (vidi primjerice [15]). U
ovom slucaju radi se o najjednostavnijem TLS-problemu koji smo veé¢ raz-
matrali u t 6.1, str. 99.

U sljedeéoj tocki navest ¢emo neke osnovne ¢injenice i svojstva vezana uz
pravac u ravnini koje ¢e nam pomoc¢i kod rjesavanja problema prepoznavanja
viSe pravaca u ravnini.

8.4.1 Pravac u ravnini

Opéenito, pravac u ravnini zadajemo u implicitnom obliku:

ar+By+v=0, o>+ p3>#0. (8.22)
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Skup svih pravaca u ravnini oznacit ¢éemo s L. Dokazimo najprije sljedece
pomoéne rezultate.

-,

Propozicija 8.1. Neka je (O; (;,])) pravokutni koordinatni sustav u ravning
u kojemu je jednadzbom (8.22) zadan pravac p u toj ravnini. Tada:

(i) i = i + B] vektor je normale na pravac p,

(ii) Vektori i = B;— a;, odnosno iy = —fi + oz;, odreduju smjer pravca
b;

(iii) Ako je Py = (wo,10)T tocka na pravcu p, onda je v = —axo — Byo.

Dokaz. (i) Neka su Py = (z1,y1)7, Py = (22,12)7 dvije razli¢ite tocke koje
leze na pravcu p. To znadi da je

aws+ fys +v=0, s=12.
Oduzimanjem ovih jednadzbi dobivamo:
a(ze —x1) + B(y2 —y1) =0, (8.23)

Sto pokazuje da su vektori 7 = ai + (7 i ]ﬁ okomiti, tj. da je 7 normala
na pravac p.

(ii) Direktnom provjerom moze se vidjeti da su vektori u, @ okomiti na
vektor 77 pa time odreduju smjer pravca p.

(iii) Ako je Py = (z0,v0)7 tocka na pravcu p, onda vrijedi a(z — x¢) +
B(y — yo) = 0, odnosno ax + Sy + v = 0, gdje je v = —axy — Byo. O

8.4.2 Normalna jednadzZba pravca u ravnini

Nadalje, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je pravac (8.22)
zadan uz uvjet a® + 42 = 1. Naime, u protivnhom dijeljenjem jednadzbe

(8.22) s y/a? + 32 dobivamo
Gr+By+4=0 &*+p%2=1. (8.24)

Jednadzbu (8.24) zvat ¢éemo normalna jednadzba pravca u ravnini. Analogno
Propoziciji 8.1 vrijedi:
Propozicija 8.2. Neka je (O; (i,7)) pravokutni koordinatni sustav u ravnini

u kojemu je normalnom jednadzbom (8.24) zadan pravac p u toj ravnini.
Tada:
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(i) 7y = Qi+ BA; jedinicni je vektor normale na pravac p,

(ii) Jedinicni vektori iy = fi— &y, odnosno te = —Pi+aj, odreduju smjer
pravea p,

(iii) Ako je Py = (z0,v0)" tocka na praveu p zadanom s (8.24), onda je
4 = —axo — Byo, a jednadzba (8.24) postaje

a(w—mz0)+By—y) =0, &°+p=1 (825)

Pri tome parametar 4 do na predznak odreduje udaljenost ishodista O
do pravca p.

Dokaz Propozicije 8.2 moze se provesti slicno dokazu Propozicije 8.1.
Posebno dokazimo samo tvrdnju (iii). Ako je Py = (0, %0)” tocka na pravcu
p, onda je 4 = —axo— Byo. Ako s 7 oznacimo radij-vektor tocke Py, onda je
4 negativna vrijednost skalarnog produkta vektora 7 i g, tj. ¥ = — (7, fig),
odakle slijedi tvrdnja (iii) Propozicije 8.2.

Sljedeca lema daje eksplicitne formule za udaljenost tocke do pravca i za
ortogonalnu projekciju tocke na pravac zadan s (8.24).

Lema 8.1. Neka je (O (7,7)) pravokutni koordinatni sustav u ravnini, neka
je ax + ﬁy +~ =0, o® + %2 = 1 normalna jednadzba pravea p w ravnini i
neka je a' = (x;,y;)" € R? proizvolina tocka u ravnini. Tada vrijedi:

(i) Udaljenost tocke a' do pravca p zadana je formulom:
d(a’, p) = |ax; + Byi + 1, (8.26)

ii) Ortogonalna projekcija ol tocke a* na pravac p zadana je radij vekto-
P

rom:
(_I;L7 = <6_lyl,’l_t‘0>ﬁ0 - ’yﬁo, (827)
gdje je @ = = 20 + ylj mdzj vektor tocke at, iy = = ai + Bf jedinicnsg

vektor normale, a @y = Bi — ay jedinicni vektor U Smjeru pravca p.

Dokaz. (i) Neka je Py = (x0,10)" tocka na pravcu p i
— —_— .,
(Poa") = (Poa’ - 7io)Tio

— . .
ortogonalna projekcije vektora Pya' = (x; — x0)i + (y; — yo0)j na normalu
pravca p zadanu jediniénim vektorom 7ig = ai + B (vidi Sliku 8.2).
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Slika 8.2: Udaljenost tocke do pravca i projekcija tocke na pravac

Udaljenost tocke a’ do pravca p tada je:
Y SN 20
d(a', p) =|[(Poa’ - fio)fio|| = [(Poa" - iio)|
=la(zi — wo) + B(yi — yo)| = |aw; + Byi — azo — Byol.

Kako je prema Propoziciji 8.2, v = —axg — Byo, slijedi trazena tvrdnja.

S— )
(ii) Ako s 7p oznac¢imo radij vektor tocke Py, onda je Pya' = a' — 7o, a
radij-vektor projekcije a;) tocke a’ na pravac p zadan je s (vidi Sliku 8.2):

0
=(@", tio) tio + 7o — (Fo, to)o- (8.28)
Kako su iy, 79 dva medusobno okomita jedini¢na vektora, vrijedi:
7o = (70, to)Uo + (70, 7o) 0,
iz ¢ega slijedi 7y — (70, Up) Uy = (70, Mo)7io, Sto uvrsteno u (8.28) daje
a, = (@', to)iio + (@', fig)Tio. (8.29)
Kako je prema Propoziciji 8.2, v = — (70, 7ig), iz (8.29) slijedi (8.27). O

Primjer 8.2. Na Slici 8.3 prikazano je nekoliko karakteristicnih slucajeva
za koje je odredena ortogonalna projekcija i udaljenost tocke a* do pravca p.
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a) 0.780869z + 0.624695y — 3.12348 = 0 b) 0.780869x + 0.624695y — 3.12348 = 0
a' = (5,2)T, a}, = (3.4,0.7)7, d(a’,p) = 2.0 at = (3,-1)7T, af, = (4.1,-0.1)T, d(a’,p) = 1.4
ar 3¢
ot
of
B ai —4iio
—97io gl s
dox | Ao g ’}1; o o i
7 r -2 2 P 6
-2 27 4 6 g
g -1 . al
-1 - ///
(@) o 2 NS
2 (@'do) o
c) 0.371391z — 0.928477y 4 0.928477 = 0 d) 0.371391z — 0.928477y + 0.928477 = 0
at = (5,1)7, a}, = (4.3,2.7)7, d(a’,p) = 1.9 at = (3,47, al, = (3.6,2.5)T, d(a’,p) = 1.7
4r ‘az

Slika 8.3: Ortogonalna projekcija i udaljenost tocke a* do pravca p

Zadatak 8.1. Nadite formulu za ortogonalnu projekciju tocke o' € R? na
pravac p zadan u eksplicitnom obliku y = kx + 1 i dokaZite da je udaljenost
tocke a* do tog pravca zadana s:

i _ kzitl—yil
d(a’,p) = N/

Udaljenost dvaju pravaca u ravnini moze se definirati na viSe nacina
[113]. Jednu moguénost navodimo u sljedecoj definiciji.

Definicija 8.3. Neka su p1: a1z + 1y +v1 = 0, p2: oz + Pay + 72 = 0
jednadzbe dvaju pravaca zadanih u normalnom obliku, a 11 = i + ﬁJ )
fly = ol + ,82;' odgovarajuci jedinicni vektori normala. Tada je njihova
medusobna udaljenost odredena kvazimetrickom funkcijom d: £? — [0, 1],

1-— |<ﬁ1,ﬁ2>‘, ako |<ﬁ1,ﬁ2>| < 1,
d(p1,p2) = 4 -]
1+]y1—2)?

(8.30)

ako |<ﬁ1,ﬁ2>| =1
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Ako pravei nisu paralelni (|(7i1,7i2)| < 1), udaljenost izmedu njih odre-
duje se pomoc¢u kuta izmedu njihovih normala, a ako su pravci paralelni
(|{riy,7i2)| = 1), udaljenost izmedu njih definira se pomoc¢u njihovih slobod-
nih koeficijenata 1, y2. Tu se koristi svojstvo (iii) iz Propozicije 8.2.

8.4.3 Hesseov normalni oblik jednadzZzbe pravca

Neka je (O; (4,)) pravokutni koordinatni sustav u ravnini. Pravac p u rav-
nini mozemo zadati Jednom njegovom tockom Fj i jedini¢nim vektorom nor-
male 7l = cos Vi + sin 29] na pravac p koji ima smjer od ishodista O prema
praveu p, a s pozitivnim smjerom osi x zatvara kut ¢ (vidi Slika 8.4).

Po

(@)

Slika 8.4: Hesseov normalni oblik jednadzbe pravca u ravnini

S 7 = xi + yj oznacimo radij vektor proizvoljne tocke P = (z,)T koja
lezi na pravcu p, a s 7y radij vektor tocke Py. Vektor PyP = 7 — 1 okomit
je na normalu 7, pa vrijedi:

(7' — 7o, o) = 0. (8.31)
Tako dobivamo Hesseov normalni oblik jednadzbe pravca:
zcost +ysind — 6 =0, (8.32)
gdje je:
d = <Fo,ﬁ0> = (TO)no >0
udaljenost ishodista O do pravca p.
Uocite vezu izmedu Hesseovog normalnog oblika (8.32) i normalnog

oblika (8.24).
Udaljenost tocke a’ = (z;, ;)" do pravca p odredena je s:

d(a’,p) = |z; cos ¥ + y; sin 9 — 4. (8.33)

Ako je poznata neka tocka Py = (a:o,yo)T koja lezi na pravcu p, onda
(8.32) postaje:
(x — xg) cosV + (y — yo) sin ) = 0, (8.34)
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a udaljenost (8.33) tocke a* do praveca p postaje:

d(ai,p) = |(x; — xp) cos ¥ + (y; — yo) sind — 4. (8.35)

8.4.4 Trazenje TLS-pravca u Hesseovom normalnom obliku

Umjesto rjesavanja problema (6.4), str. 6.4 TLS-pravac mozemo traziti u
Hesseovom normalnom obliku tako da rjesavamo sljedeé¢i GOP:

argmin ®(¥), @) =Y w;[(z; — T)cosV + (y; — §)sin¥]’.  (8.36)
Y€[0,7] i=1

Primijetite da koristeéi zapis (6.5) funkciju ® iz (8.36) mozemo zapisati
kao:

®(9) = |V DB[cos 9, sin 9] ||2. (8.37)

Na taj nacin problem trazenja najboljeg TLS-pravca sveli smo na rjesavanje
GOP samo s jednom nezavisnom varijablom 9 € [0, 7], Sto ¢e nam biti posebno
vazno kod konstrukcije inkrementalnog algoritma za rjesavanje MLD problema
u tocki 8.5.3, str. 148.

Primjer 8.3. Potrazimo TLS-pravac u Hesseovom normalnom obliku za po-
datke iz Primjera 6.1.

Minimiziraju¢a funkcija ® zadana s (8.36) za ovaj primjer prikazana je na
Slici 8.5a i postize svoj minimum za ¥* = 2.019, ¢ime je odreden TLS-pravac:

(x —3) cos¥* + (x — 1—53) sin¥* = 0. Primijetite da smo na ovaj nacin dobili trazeni

TLS-pravac u normalnom obliku: —0.433x + 0.901y — 1.044 = 0.

(a) ¥ — ®(9) (b) ¥ — ®(I) (tezinski)

20

05 10 15 20 25 3.0 05 10 15 20 25 30

Slika 8.5: Minimizirajuéa funkeija (8.36)

U slucaju tezinskih podataka s ws = 6 minimiziraju¢a funkcija ® prikazana je
na Slici 8.5b i postize svoj minimum za ¢¥* = 1.8743, ¢ime je odreden TLS-pravac:
(z —4) cos¥* + (z — &) sinY* = 0, odnosno: —0.299z + 0.954y — 1.477 = 0.
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8.4.5 OD-pravac

Pravac kao reprezentant skupa podataka A4 C R? mozZe se odrediti takoder
i kao najbolji Orthogonal Distance (0D) pravac: [77]

m
; lozi+Byi+7]
argmin » —====t 8.38
Oé,ﬁfye]R 7;2:1 /a2+ﬁ2 ( )

ili u Hesseovom normalnom obliku rjesavajuéi GOP:

m
argmin Z |z; cos ¥ + y; sinv) — 4, (8.39)
196[0,71’},56[0,]\4’] i=1

gdje je M = max [la’[s.
.

=1l,...,

Slika 8.6: Najbolji OD-pravac iz Primjera 6.1, str. 102

U ovom slucaju ne vrijedi lema analogna Lemi 6.1, str. 100 pa se ne
moze smanjiti broj nezavisni varijabli. Medutim, moze se pokazati [77] da
najbolji OD-pravac prolazi kroz barem dvije tocke podataka (vidi Sliku 8.6).

8.5 Prepoznavanje vise pravaca u ravnini

Za problem prepoznavanja vise pravaca u ravnini (Multiple Line Detection
Problem (MLD)) u literaturi se moze pronadi vise pristupa. Najpoznatija je
primjena Houghovih transformacija [31, 34, 63]. U [102] prvi je put primi-
jenjen ,center-based clustering pristup”. Specijalno, u radu [8] primjenjuje
se inkrementalni algoritam, a u [111] jedna kombinacija grupiranja i TLS-
pristupa u cilju rjesavanja problema prepoznavanja redova zasijanja u po-
ljoprivredi (vidi takoder [51, 112]). Detaljnije ¢emo razmotriti metode koje
se zasnivaju na grupiranju podataka.

Akos U = {p=(&n, )T € R?: €2 + n? = 1} oznadimo skup vektora-
parametara, onda se svaki pravac ¢ € £ moze zapisati u obliku £(£,n,() =
Ex+ny+C =0, (&n,0)T € U Ocigledno, postoji bijekcija izmedu skupova
L1l
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Ako udaljenost tocke a’ = (x;,1;)7 € A do pravea £ € L kojemu je
pridruzen vektor-parametara p = (£,1,¢)? € 4, definiramo koristeéi (8.26)
iz Leme 8.1, str. 140

D(a’,l(p)) = (Exi +nyi +C)*  Up) =Ex+ny+( =0, (8.40)
onda se skup A C R™ mozZe grupirati u k klastera =1,..., 7, ¢iji su centri
pravci £j(p;) s vektorima parametara p; odredenim s:

pj € argmin Z D(a’, L(p)). (8.41)
pe atem;

Zato ¢emo klaster s pravcem-centrom /;(p;) oznacavati s 7(p;) ili jednos-
tavno s ;.

Primijetite da je rjeSenje GOP (8.41) TLS-pravac skupa 7; (vidi tocku 6.1,
str. 99). Zato se trazenje globalno optimalne k-particije (k-GOPart) skupa
A moze promatrati kao trazenje rjeSenja sljedeceg Gop (vidi [8, 102, 113]):

k
argmin F(II),  FII) =Y Y D(a’,¢;), (8.42)

TIeP(A;k) j=lalcn;

gdje je P(A; k) skup svih k-particija skupa A.
Poznato je (vidi [98, 103]) da se problem trazenja k-GOPart (8.42) moze
zamijeniti rjeSavanjem sljede¢eg GOP:

m
argmin F(p1...,pk), F(pi...,pk) Z gun D(a', li(ps)),  (8.43)
p; el PR S
jer se njihova rjesenja podudaraju.

Opéenito, funkcija iz (8.43) nekonveksna je i nediferencijabilna, ali slicno
kao u [93], moze se pokazati da je Lipschitz-neprekidna.

8.5.1 Generiranje podataka koji potjecu od vise pravaca u
ravnini

Razmatrani problem detekcije vise pravaca u ravnini ilustirat éemo na umjet-
nom skupu podataka .4 C A = [0, 10] x [0, 10] koji potjece od k < 10 pravaca
u ravnini.

Najprije izaberemo broj k € U4(2,10). Nakon toga k puta slucajno iza-
beremo dvije tocke Aj, B; € OA na rubu pravokutnika A koje ne leze na
istoj stranici pravokutnika A, ali tako da za njihovu Hausdorffovu udaljenost
vrijedi dg ({A,, B, },{As,Bs}) > 1 zar # s.

Parovima tocaka (A;, Bj), j = 1,...,k odredeno je k pravaca koji sijeku
pravokutnik [0, 10] x [0, 10] (vidi Sliku 8.7).
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Slika 8.7: Pet izabranih primjera s 2,3,4,5 i 10 pravaca

Kako bismo osigurali homogenost podataka u okolini pravaca vidljivih u
pravokutniku A, na svakom pravcu ¢; generirat ¢emo priblizno jednak broj

uniformno distribuiranih tocaka lokalne gustoée p = % = 21, gdje je [¢;]
duljina vidljivog dijela pravca ¢; u pravokutniku A, a |m;| broj generira-
nih tocaka. Nakon toga, svakoj tako izabranoj tocki na pravcu dodajemo
slu¢ajnu pogresku iz binormalne distribucije s o¢ekivanjem 0 € R? i kovari-
jacijskom matricom 021, 02 = .01, gdje je I jedini¢na matrica drugog reda.
Tako smo definirali skup podataka A i njegovu particiju II = {m,..., 7},
gdje je m; skup podataka koji potjece od pravca ¢; (vidi Sliku 8.7). Primije-
tite da pravac £; ne mora biti centar klastera m;. Na taj nacin za svaki par
(k,?) definirat éemo po 100 skupova ovakvih pravaca i pripadnih podataka
na kojima Ce se testirati nasa metoda.

8.5.2 Algoritam k-najblizih pravaca (KCL)

Najpoznatija metoda za trazenje k-GOPart u sluc¢aju poznatog broja k pra-
vaca je KCG-algoritam (tocka 8.1, str. 132) pri ¢emu su u ovom slucaju G-
klaster-centri pravci pa ¢emo i algoritam zvati Algoritam k-najblizih pravaca
(k-closest line (KCL)) (vidi takoder [8, 102, 113]).

KCL-algoritam moze zapoceti pocetnim centar-pravcima ili pocetnom
particijom. Posebnu pozornost treba posvetiti izboru pocetne aproksima-
cije za KCL-algoritam.

Jedna mogucénost izbora pocetne aproksimacije u slu¢aju poznatog broja
k, kao sto je navedeno u tocki 8.1.1, str. 131, je primjenom algoritma DIRECT
pronadi dovoljno dobre pocetne centar-pravce. Pri tome te pravce nije do-
bro traziti u eksplicitnom ili implicitnom zapisu jer bi u tom slucaju bilo
tesko odrediti prihvatljivu kona¢nu domenu parametara koja je potrebna za
algoritam DIRECT.

Zato ¢emo pocetne pravce traziti u Hesseovom normalnom obliku

pj(¥5,05) = xcos¥; +ysind; —6;, j=1,... k.

Kako je u ovom slucaju LS-udaljenost tocke a* = (x4, ;)7 € A do pravca
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0;(¥;,0;) zadana s:
D(p;(9;,9),a") = (v cosd; +ysind; — §;)?,

pocetnu aproksimaciju potrazit ¢emo rjesavanjem GOP (usporedi (8.43))

argmin G(ﬁ,&), G(ﬁ,é) = Z min (xz CcoSs ﬁj + Ui Sinﬁj o 6j)2 (844)
velo,x]k, = 1<5<k
selo,M]k

uz primjenu algoritma DIRECT. Domena parametra 1; je [0, 7], a domenu
parametra 0; mozemo definirati s [0, M], M := max |la|l2- Rjesenje ovog
-

problema je k pravaca Zj(ﬁj,gj) = cosﬁja: + sinvﬁ‘jy — 3j = 0, koje ¢emo
iskoristiti kao pocetnu aproksimaciju u KCL-algoritmu.

Primjer 8.4. Za primjer s 4 pravca prikazana na Slici 8.7 pomocu algo-
ritma DIRECT pronadena je pocetna aproksimacija s k = 2,3,4,5 pravaca u
Hesseovom normalnom obliku. S ovim aproksimacijama KCL algoritam dao
je rezultate prikazane na Slici 8.8. Ostaje pitanje kako izmedu ovih rjesenja

k=2 k=3 k=4 k=5
108 1. ,‘,.m* /'m‘\ ]} 10 1 ey /w;\ 1o / fﬂﬁx 1o / //&\
g Lt ,ljf:“@ ’:‘}2""#} 8lee® / s v ,.,}g‘,‘!" = 8 , o 8 A s
6 w"‘}"’r "'L,%‘ 11 6 dww"::w \%'\!r 6 et 6 s
4 /f . ‘11 4 7 % 4 4 %
o | :
2 ~| 2 2 2
0 l 0 0 0
0

0 2 4 6 8 1

Slika 8.8: Optimalne k-particije (kK = 2,3,4,5) dobivene KCL-algoritmom uz po-
¢etnu aproksimaciju dobivenu primjenom 20 iteracija algoritma DIRECT na rjesava-
nje GOP (8.44)

8.5.3 Inkrementalni algoritam

Ako broj klastera u particiji nije unaprijed poznat, mozemo potraziti opti-
malne particije s k = 1,2, ..., knqe klastera i nakon toga u cilju prepoznava-
nja najprihvatljivije particije pokusati primijeniti neki od poznatih indeksa
prilagodenih za slucaj pravaca-centara. U tu svrhu u literaturi se takoder
moze pronaéi nekoliko modifikacija dobro poznatog inkrementalnog algo-
ritma prilagodenog za sluc¢aj centara-pravaca (vidi primjerice [8, 102, 113]).
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Inkrementalni algoritam za rjesavanje MLD problema zapocinje odrediva-
njem najboljeg TLS-pravca /1 skupa A sukladno tocki 6.1, str. 99.

Nadalje, ako su pravei 41,. .., 0, poznati, sljedeéi pravac £k+1 odredit
¢emo rjesavanjem sljedeéeg GOP:

argmin ¢(p) Z mln{d( , D (p))}, (8.45)

peu

gdje je: d,(;) = min{D(a’,}1),...,D(a*,l})}.

Sli¢no kao u tocki 8.5.2, str. 147 zbog zahtjeva algoritma DIRECT za ko-
na¢nom domenom parametara, sljedeé¢i pravac gk+1 trazit ¢emo u Hesseovom
normalnom obliku rjesavajuéi sljedeéi GOP:

argmin ®(9,0), ¢(v¥,0) = Z min{dg), Du(a, £(9,6))}, (8.46)
9€(0,n], i=1
5€[0,M]

gdje je: Dp(a’, £(9,6))} = (z5cos? + y;sind —§)? i M = max llat]].

Na skup pravaca {/1,...,0,0;+1} nakon toga treba primijeniti KCL-
algoritam.

Inkrementalni algoritam mozemo zaustaviti koristenjem kriterija (8.13)
pri ¢emu je Di-udaljenost tocke a’ = (x;,v;) do pravca /(p) definirana s
D1(a’, ¢(p)) = |&x; + nyi + €| (Lema 8.1, str. 140), a e-gustoda €(A) skupa
A odredena je u skladu s Definicijom 8.2.

Algoritam 3 (Inkrementalni algoritam za prepoznavanje pravaca)

Input: A= {a' = (z;,y:)7:i=1,...,m} C A CR?%
1: Stavi eg = .005 i odredi MmPts i €(A) sukladno Definiciji 8.2;
2: Odredi TLS-pravac ¢; skupa A, sljededi pravac ¢2 prema (8.46) i stavi k = 2;
3: Na centar-pravce {1, /5 primijeni KCL-algoritam i dobivenu particiju oznaci s

I = {2, (0,), 72 (fa)};

4: Odredi QD[frJ] 4 =1,2 kao 90% kvantil skupa V (#;) i @D[[I?)];

5: while QD[IT®)] > ¢ do

6: Prema (8.46), odredi sljedeéi centar-pravac £j41

7 Na pravce él, .. Ek, k41 primijeni KCL-algoritam i dobivenu particiju oz-
nadi s H(’Hl = {7r1(€1) 7rk+1(€k+1)}, a pravee s L = {61, ) €k+1}

8: Odredi @D[IT*+1)] i stavi k =k+1;

9: end while

Output: {21, ... ,@k}
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Primjer 8.5. Inkrementalni algoritam primijenjen je na primjer s pet pra-
vaca prikazanih na Slici 8.7. Rezultati izvodenja prvih 6 iteracija prikazani
su na Slici 8.9.

Bududéi da je e-gustoca e(A) = 0.319, algoritam se zaustavlja na particiji
) za koju vrijedi QD[] < 0.319 za svaki 7 € 11,

Vektor gustocée za ovu particiju je:

p(I1®)) = (20.71, 2.21, 21.04, 20.98, 20.22, 19.82)" .

Kako je ps = 2.21 < Agi?j)ts = 9.39, ovaj pravac se ispusta @ ostaje kao

rjesenje 5-particija.

TLS-pravac 2. pravac 3. pravac 4. pravac 5. pravac 6. pravac

Slika 8.9: Rezultati izvodenja prvih 6 iteracija inkrementalnog algoritma na pri-
mjeru s pet pravaca iz Slike 8.7

ContourPlot minimizirajuée funkcije iz (8.46) prilikom trazenja drugog
i treéeg pravca prikazan na Slici 8.10 pokazuje da problem (8.46) moze imati
vise tocaka lokalnog i globalnog minimuma.

a) Trazenje drugog pravca b) Trazenje treéeg pravca

10FT - 10

-15-10-05 00 05 10 15 -15 -1.0-05 00 05 1.0 15

Slika 8.10: ContourPlot funkcije iz (8.46) za MLD problem iz Primjera 8.5
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Particija ‘ m T2 3 T4 s T ‘ QD [I1]
n® 2.84 191 S — 2.84
® 132 161 150 — — @ — 1.61
o® 0.64 092 017 087 —  — 0.92
® 0.23 0.56 0.18 043 0.72 — 0.56
ne® 0.16 0.12 0.17 0.14 0.17 0.15 0.17

Tablica 8.1: Vrijednosti QD iz Primjera 8.5

Primjer 8.6. Algoritam 8 ilustrirat éemo na nekoliko primjera podataka
koji potjecu od po 10 pravaca. Na Slici 8.11 prikazani su rezultati izvodenja
Inkrementalnog algoritam 8 (crvene linije).

a) Prepoznato 11 pravaca b) Prepoznato 14 pravaca c¢) Prepoznato 13 pravaca d) Prepoznato 13 pravaca
10

Slika 8.11: Rezultati implementacija Inkrementalnog algoritma 3

Output Inkrementalnog algoritma 3 u slucaju skupa podataka koji po-
tjece od 10 pravaca vidljivih na Slici 8.11a sastoji se od 11 pravaca. Pri
tome, 10 pravaca podudara se s originalnim pravcima od kojih su nastali
podaci, a jedanaesti pravac nastao je slucajno.

Sli¢no, output Inkrementalnog algoritma 3 u slucaju skupa podataka
koji potjece od 10 pravaca vidljivih na Slici 8.11b sastoji se od 14 pravaca.
Pri tome, 10 pravaca podudara se s originalnim pravcima od kojih su nastali
podaci, a ostali su nastali slucajno.

Output Inkrementalnog algoritma 3 u slucaju skupa podataka koji po-
tjece od 10 pravaca prikazanih na Slici 8.11c, odnosno na Slici 8.11d, sastoji
se od po 13 pravaca medu kojima se ne nalazi svih 10 pravaca od kojih su
podaci nastali.

8.5.4 TrazZenje MAPart i prepoznavanje pravaca

Buduéi da je Inkrementalni algoritam 3 lokalnog karaktera, u pravilu ¢e
proizvesti viSe pravaca nego Sto se moze ocekivati s obzirom na konfiguraciju
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skupa A (kao Sto se moze vidjeti u Primjeru 8.6 pa se izmedu dobivenih
particija Cesto ne nalazi i MAPart. To ukazuje na potrebu eliminacije nekih
centar-pravaca iz ove particije.

Direktna primjena modificiranog CH ili DB-indeksa (vidi tocku 8.3, str.135)
pokazuje se neucinkovitom kao sto pokazuje sljede¢i primjer.

Primjer 8.7. Na primjeru k-LOPart dobivenih KCL-algoritmom prikazanih
na Slici 8.8 i k-LOPart dobivenih Inkrementalnim algoritmom 8 prikazanih
na Slici 8.9 usporedit cemo DBG-indeks s GO-indeksom. Pri tome, udaljenost
d({j,ls) odredujemo sukladno Definiciji 8.30, str. 142. U Tablici 8.2 moZe
se primijetiti da je GO-indeks znatno pouzdaniji od DBG-indeksa.

Indeks Primjer iz Slike 8.8 Primjer iz Slike 8.9
I ® I 11 @ e I« i

DBG 2.28 249 240 =~10° | 2.28 237 218 197

GO 24.89 54.28 0.15 3441 | 24.89 69.66 0.15 78.19

Tablica 8.2: Usporedba DBG i GO-indeksa na k-LOPart dobivenih KCL-algoritmom
i Inkrementalnim algoritmom 3

GO index za izbor MAPart testiran je u [91] na 100 razli¢itih skupova
podataka iz A = [0,10] x [0,10] generiranih kao u tocki 8.5.1, str. 146,
a koji potjecu od 2 do 5 pravaca. Za svih 100 skupova podataka stupanj
prepoznavanja bio je 50%, a prosjec¢no CPU-vrijeme 11.6 sec, od ¢ega je 9.7 sec
bilo je potrebno za DIRECT, a 1.5 sec za KCL-algoritam.

Primjena novog pristupa

U nastavku ¢emo pokazati primjenu novog pristupa opisanog u tocki 8.3.3,
str. 137. U primjeru prikazanom na Slici 8.11a nakon provjere uvjeta Aj i
ispustanja jednog pravca koji ne ispunjavaju taj uvjet, dobivamo MAPart s
10 pravaca. Sli¢no, i u primjeru prikazanom na Slici 8.11b nakon provjere
uvjeta A iispustanja cetiri pravca koji ne ispunjavaju taj uvjet, dobivamo
MAPart s 10 pravaca.

Output Algoritma 3 u slucaju skupa podataka koji potjece od 10 pravaca
vidljivih na Slici 8.11c particija je s 13 pravaca. Nakon provjere uvjeta A,
ostaje 9 pravaca (vidi Sliku 8.12a), a dodatnom provjerom uvjeta A ostaje
7 pravaca (vidi Sliku 8.12b).

Sli¢no, output Algoritma 3 u slucaju skupa podataka koji potjece od
10 pravaca vidljivih na Slici 8.11d je particija s 13 pravaca. Nakon provjere
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a) Uvjet Ay b) Uvjet Ao

. 10 .
) J’ / J’ /
A S S /

Slika 8.12: Eliminacija neprihvatljivih centar-pravaca koristenjem uvjeta A i Ag

uvjeta A1, ostaje 9 pravaca (vidi Sliku 8.12¢), a dodatnom provjerom uvjeta
A ostaje 6 pravaca (vidi Sliku 8.12d).

a) Ostatak skupa b) Algoritam 3 c) Uvjet Ay d) Konaéno rjesenje

Slika 8.13: Ponovno pokretanje Algoritma 3 na ostatku skupa i kona¢no rjeSenje

Na ostatku skupa podataka koji se pojavio na Slici 8.12b i Slici 8.12d
ponovo treba provesti Algoritam 3. Kako to izgleda na ostatku skupa iz
Slike 8.12b prikazano je na Slici 8.13a-c. Na taj nacin i u ovom slucaju
potpuno smo rekonstruirali svih deset pravaca (Slika 8.13d). Sliéno se moze
postupiti i u primjeru prikazanom na Slici 8.11d nakon eliminacija prikaza-
nih na Slici 8.12c¢ i Slici 8.12d.

8.6 Kruznica kao reprezentant skupa podataka

Kao $to smo naveli na pocetku ovog poglavlja, kruznicu sa sredistem u tocki
S = (p, ¢)T radijusa 7 mozemo definirati na sljedec¢e nacine

(@) K(S,r) ={(z,y)" €R?: (x —p)* + (y — 0)* = *},
(i3) K(S,r) ={S + r(cost,sint)": t € [0,27]}.
Skup A, smjesten u pravokutnik A = [a,b] x [c,d] C R2, koji potjece

od kruznice K (S,r) sa sredistem u tocki S = (p,q)’ radijusa r > 0 mo-
zemo konstruirati na sljedeéi na¢in. Najprije na segmentu [0, 27] odredimo
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m > 2 uniformno distribuiranih brojeva t; € [0,2x]. Nakon toga, svakoj
tocki T; = S 4 r(cost;,sint;)” na kruznici dodajemo sluéajnu pogresku iz
binormalne distribucije s o¢ekivanjem 0 € R? i kovarijacijskom matricom
%I, 02 = .01, gdje je I jedini¢na matrica drugog reda. Na taj nacin osi-
gurali smo da podaci koji dolaze od neke kruznice zadovoljavaju ,,svojstvo
homogenosti”, tj. podaci su pretezno homogeno rasuti oko te kruznice. Suk-
ladno Definiciji 8.1, str. 130 skup A ima lokalnu gustoéu p(A) = 2

= 21

Primjer 8.8. U kvadratu [0,10]? C R? izabrana je kruznica K (S,r) sa sredi-
stem u tocki S = (2.5,2.5)T radijusa r = 2. U okolini kruznice K, generirat
éemo m = 200 slucajnih tocaka na prethodno opisan nacin (vidi Sliku 8.14).

Slika 8.14: Podaci koji potjecu od kruznice

Inf1]:= A ={}; S = {2.5,2.5}; r = 2; m = 200; sigma = .01;

Dol

t = RandomReal[{0, 2 Pil}];

T =8+ r {Cos[t], Sin[t]};

A=Append [A,RandomReal [

MultinormalDistribution[T, sigma IdentityMatrix[2]], {1}1[[1]]
1;
,{ii,m}]

Moze se postaviti inverzni problem, tj. problem prepoznavanja kruznice
na osnovi poznavanja skupa podataka A. U cilju rjesavanja ovog problema
mozemo razmatrati problem trazenje kruznice-centra kao najboljeg repre-
zentanta skupa podataka A.

Najprije treba dobro definirati neku kvazimetricku funkciju koja ¢e dati
udaljenost tocke a € A do kruznice K(S,r). Za to u literaturi postoje
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sljedeéi pristupi [22, 55, 65, 90]:

Ds(a, K) ]\/ (x; — (y; — q)2 —r|* [Total Least Squares] (8.47)
D1(a, K) ]\/ (x; — (yi —q)? —r| [Orthogonal Distances]  (8.48)
D(a, K) = ((x; — p) + (yi —q)? - 7’2)2 [Algebraic Criterion] (8.49)

Upravo ova posljednja moguénost (algebarska udaljenost) najvise je pri-
sutna u literaturi i primjenama. Razlog za to treba traziti u ¢injenici da je
funkcija ® derivabilna po svim svojim varijablama.

Trazenje najboljeg reprezentanta skupa A kao kruznice-centra moze se
provesti rjesavanjem sljede¢eg GOP:

argmin ~ F(p,q,r), F(p,q,r)=Y (", K((p,q)",7)), (850)
(p,q)TEA,TE[O,R} i=1
gdje za R mozemo uzeti R = max{b a,d—c}. Za rjeSavanje ovog problema

moze se primijeniti algontam DIRECT za globalnu optimizaciju [46, 97].

U slucaju primjene algebarske © udaljenosti moze se primijeniti i Newto-
nova ili kvazi-Newtonova metoda ili metoda jednostavnih iteracija, ali tada
moramo imati dobru pocetnu aproksimaciju K (S* ,T) trazene kruznice, $to je
u ovom slucaju lako posti¢i. Naime, za S mozemo izabrati centroid skupa
podataka A, a 7 tada mozemo dobiti koristenjem svojstva aritmeticke sre-
dine:

SIS —dll? =132 = 3 (18 - P LSS —dP) (85D)

i=1 i=1 1=1

Na taj nacin odredili smo pocetnu aproksimaciju K (S’ ,7) trazene kruznice:
m A . A m .
=IN35 —d|% S=L1%"d (8.52)
i=1 i=1

Primijetite da pocetnu aproksimaciju K (S’ ,7) mozemo zapisati kao:

72 = mean[{||S — a!|?: i =1,...,m}].

Zadatak 8.2. Provjerite da je dobra aproksimacija radijusa ove kruznice
zadana s 7 =~ /Tr(Cov(A)).
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Primjer 8.9. Kruznica u R sa sredistem u tocki ¢ € R radijusa v > 0
definirana je s:

K(e,r)={zeR:jc—z|=r}={c—r,c+71},

1 kao sto se vidi, sastoji se samo od dviju tocaka.

Skup A od m = 40 podataka koji potjece od ovakve kruznice K (5,2) =
{3, 7} moze se odrediti na sljede¢i nacin (crvene i plave tockice na Slici 8.15):

c—r C c+r

Slika 8.15: Skup podataka A koji potjece od kruznice K(c,r) C R

In[1]:= broj=20; al=3; a2=7; sigma=.5; SeedRandom[13]
podi=RandomReal [NormalDistribution[al, sigmal, brojl;
pod2=RandomReal [NormalDistribution[a2, sigmal, brojl;
A=Join[pod1l,pod2]

U ovom je sluéaju GOP (8.50) optimizacijski problem u R? (dvije neza-
visne varijable), a u slu¢aju primjene algebarske © udaljenosti ContourPlot
minimizacijske funkcije prikazan je na Slici 8.14

5

4

Slika 8.16: ContourPlot minimizacijske funkcije (8.50) iz Primjera 8.9

Primjenom Mathematica-naredbe NMinimize dobivamo ¢* = 4.92314,
r* = 2.17341, pri ¢emu je odgovarajué¢a vrijednost minimizacijske funkcije
(8.50), F(c*,r*) = 211.303.
Primjer 8.10. Na osnovi kruznice K(S(p,q),r), S = (2.5,2.5)7, r =2 u
Primjeru 8.8 konstruirali smo skup A s m = 200 podataka koji potjece od
ove kruznice (vidi takoder Sliku 8.14, str. 154).
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Na osnovi skupa podataka 4 algoritmom DIRECT [97] moZemo pronadi
rjesenje GOP (8.50). Dobivamo (p*, ¢*,r*) = (2.510,2.509,1.999) i vrijednost
funkcije cilja F(p*, g*,r*) = 28.16.

Primjenom neke lokalno optimizacijske metode (primjerice Newtonove
ili Nelder-Meadove) takoder mozemo dobiti rjesenje jer raspolazemo s kva-
litetnom pocetnom aproksimacijom. Uz pocetnu aproksimaciju:

S =(2.603,2.626)", 7=2012, F =74.026
primjenom Mathematica-modula FindMinimum[] dobivamo:

(p*,q*,r*) = (2.496,2.502,2.012),  F* = 28.16.

Zadatak 8.3. Zadan je skup podataka iz Primjera 8.8. Koristenjem To-
tal Least Squares kvazimetricke funkcije (8.47) tocke a € A do kruznice
K (S,r) rekonstruirajte kruznicu primjenom neke lokalno optimizacijske me-
tode. Kako u ovom slucaju moZete odabrati kvalitetnu pocetnu aproksimaciju
za centar S i radijus * kruznice? Provjerite je li ova kvazimetricka funkcija
osjetljiva na prisutnost “outliersa” medu podacima.

Uputa: U programskom sustavu Mathematica moZete koristiti FindMinimum,
gdje moZete izabrati Newtonovu metodu, Quasi-Newtonovu metodu ili neku
drugu metodu.

Zadatak 8.4. Skup podataka iz Primjera 8.8 dopunite s 10% outliers. Ko-
ristenjem Orthogonal Distances udaljenosti (8.48) tocke a € A do kruznice
K(S,r) rekonstruirajte kruznicu primjenom neke lokalno optimizacijske me-
tode. Kako u ovom slucaju moZete odabrati kvalitetnu pocetnu aproksimaciju
za centar S i radijus 7 kruznice?

Uputa: U programskom sustavu Mathematica moZete koristiti FindMinimum
s odgovarajucim izborom metode.

Primjedba 8.3. Za metode prepoznavanja jednog ili vise kruinih lukova u
ravnini bit e vazno znati projekciju tocke na kruznicu (vidi Sliku 8.17) i
projekciju tocaka kruznice na segment.

o Radij-vektor projekcije P tocke T € R? na kruznicu K zadan je s:
p = (1 — )\T)’FS + ATFT, (853)

gdje je A\p = m Formula (8.53) slijedi iz Tp—7s = Ap(Fp —Ts);
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o Neka su al, = (ui,v;)" projekcije tocaka o' € A na kruznicu-centar
K(S,7). Tocke al preslikavamo na segment [0, 27| formulom:
_ Jarctan Z?—:g, ako (u; > p&wv; > q) ili (u; <p&wv; > q) (8.54)
B arctanZ?—:ngw, ako (u; < p&w; <q)ili (u; >p&v; <q)
4 T
3 Tp
gy
2 ~ s
7B,
1 TS

1 2 3 4

Slika 8.17: Projekcija tocke T na kruznicu K (S, r)

8.7 Prepoznavanje vise kruznica u ravnini

Neka je A = {a’ = (z;,y:)T €R?:i=1,...,m} C A, A = [a,b] X ¢, d] skup
podataka koji potjece od vise unaprijed nepoznatih kruznica u ravnini, a koje
treba prepoznati ili rekonstruirati. Podaci se mogu umjetno konstruirati na
nacin opisan za podatke koji potjecu od jedne kruznice. Pretpostavljamo da
podaci koji dolaze od neke kruznice zadovoljavaju ,,svojstvo homogenosti”,
tj. pretpostavljamo da su podaci pretezno homogeno rasuti oko te kruznice
(vidi Definiciju 8.1).

U literaturi se mogu pronac¢i metode za rjeSavanje ovog problema uz
primjenu Houghovih transformacija [31]. U [90] ovaj problem promatra se
kao problem grupiranja, pri ¢emu su centri klastera kruznice.

Trazenje k-GOPart II* = {77,..., 7}, gdje je centar klastera 77 kruz-
nica K7(S7,r7) sa sredistem u tocki S7 i radijusom r7}, svodi se na trazenje
optimalnih parametara (p},q;,77), 7 = 1,...,k, koji su rjesenje sljedeceg
GOP (usporedi s (3.40)):

m .
argmin  F(p,q,7), F(p,q,7)=)  min D(a’, K;(pj,qj,75)), (8.55)
(pg)" €A, rel0,R]¥ i=1 1SIsk

gdje je R = %min{b —a,d—c}, aD(a’, K;(pj, q;,7j)) predstavlja udaljenost
tocke a* do kruznice K;. O nadinu definiranja metricke funkcije D pisali smo
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u tocki 8.6, str. 153. Kao $to smo tamo spomenuli, koristit ¢emo algebarsku
udaljenost ' '
D(a’, K(S,r)) = (|15 —a'||* = %) (8.56)

8.7.1 Prilagodavanje k-means algoritma na slucaj
kruznica-centara

Problem trazenja k-GOPart s kruznicama kao klaster-centrima u sluc¢aju poz-
natog broja k kruznica mozemo rjesavati primjenom KCG-algoritma (tocka 8.1
str. 132) pri ¢emu su u ovom slucaju G-klaster-centri kruznice pa ¢emo i al-
goritam zvati algoritam k-najblizih kruznica (XcC) (vidi [55, 90]).

Algoritam moze zapoceti poéetnim centar-kruznicama ili poéetnom par-
ticijom. Posebnu pozornost treba obratiti izboru pocetne aproksimacije za
KCC-algoritam.

U slucaju poznatog broja k, algoritam ¢emo zapoceti Korakom A tako
da primjenom manjeg broja iteracija DIRECT algoritma potrazimo aproksi-
maciju k-optimalne particije skupa A

m

argmin ®(p,q), P(p,q) = min |la’ - (p;, ;)" I3, (8.57)
(p.g)T €Ak i1 1sIsk

a nakon toga pocetne kruznice definiramo kao jedini¢ne kruznice sa sredi-
Stima u dobivenim centrima.

Najbolje kruznice-reprezentante u Koraku B mozemo trazit nekom lo-

kalno optimizacijskom metodom (Quasi-Newton, Nelder-Meade) jer raspo-
lazemo dobrom pocetnom aproksimacijom (8.52).
Primjer 8.11. Na Slici 8.18 prikazani su podaci koji potjecu od dviju, triju,
cetiriju i pet kruznica. Za svaki skup podataka odredene su odgovarajuce
jedinicne kruznice kao pocetne aproksimacije za KCC-algoritam. Rezultati
izvodenja KCC' algoritma prikazani su na Slici 8.19.
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k=2, |A] =570 k=3, Al =917 k=4, ]A =1190 k=5, | A =1523
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Slika 8.18: Pocetne aproksimacije dobivene algoritmom DIRECT.

k=2, | Al =570 k=3, |Al =917 k=4,|A=1190 k=5, |A|=1523

L
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Slika 8.19: Optimalne particije dobivene KCC-algoritmom

8.7.2 Prilagodavanje inkrementalnog algoritma na slucaj
kruznica-centara

Ako broj kruznica od kojih potje¢u podaci nije unaprijed poznat, potrazit
¢emo optimalne particije s k = 2,3,...,x klastera prilagodavanjem inkre-
mentalnog algoritma i izmedu njih pokusati odrediti MAPart.

Algoritam zapocinje izborom pocetne kruznice-centra K, (SH, 71). Aprok-
simacija sljede¢e kruznice-centra KQ(S’Q, 79) dobiva se rjesavanjem GOP:

argmin Z min{®(a’, K1(S1,71)),D(a’, K(S(p,q),7))}. (8.58)
(p.9)" €[a,B],7€[0,R] j=1

Nakon toga na kruznice-centre Kl,KQ primjenjuje se KCC-algoritam i
time se dobiva lokalno optimalna 2-particija II(?). Primijetite da je prilikom
rjesavanja problema (8.58) dovoljno izvesti manji broj koraka optimizacij-
skog algoritma DIRECT i tako dobiti dovoljno dobru pocetnu aproksimaciju
za KCC-algoritam koji nakon toga daje lokalno optimalnu 2-particiju II(?) s
kruznicama-centrima (K7, K3).
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Opéenito, poznavajuéi k kruznica-centara K1, ..., K, sljedeé¢u kruznicu-
centar K1 potrazit ¢emo rjesavanjem sljedeceg GOP

m

argmin > min{d), D(aL, K(S(p.a) 1)}, (859)
(p,9)T €le,B],7€[0,R] ;=1

gdje je 68 = lgligkg(ai,K(Ss,rs). Nakon toga, primjenom KCC-algoritma
<s<

dobivamo k-LOPart IT* = {77, ..., 7, } s kruZnicama-centrima K7, ..., Kj .
Inkrementalni algoritam zaustavlja se koriStenjem kriterija (8.13), pri
¢emu je Dq-udaljenost tocke a € 77 do odgovarajuce kruznice-centra K (57, %)
dana s:
D1(a, K7 (S7,77)) = [IIS] — all —7}]. (8.60)

Primjer 8.12. Neka je A skup podataka zadan kao na Slici 8.20. Pri-
mjenom inkrementalnog algoritma pronadimo lokalno optimalne 2,3,4,5-
particije.

Inkrementalni algoritam pokrenut ¢emo jedinicnom kruznicom K 1(§1, 1),
gdje je S = Mean[A]. Tijek inkrementalnog algoritma prikazan je na sli-
kama 8.20a-d. Sukladno nuznim uvjetima iz tocke 8.3.3, str. 137 dobivena
5-LOPart je MAPart.

k = 2,QD=1.45 k = 3,QD=1.69 k = 4,Q0=1.17 k = 5,Q0=.17 k = 6,QD=.20
DBK=.45, G0=14.4 DBK=.51, GO=70.7 DBK=.90, G0=99.2 DBK=.33, G0=1.75 DBK=.52, G0=45.5

@,90,9¢
Z i SZ i )

& (o

2 4 6 8 10 ' 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Slika 8.20: Particije skupa A dobivene inkrementalnim algoritmom

8.7.3 TrazZenje MAPart i prepoznavanje kruznica

Ako raspolazemo s viSe k-LOPart s kruznicama kao klaster-centrima, mo-
zemo pokusati izmedu njih potraziti MAPart primjenom modificiranog CH ili
DB-indeksa (tocka 8.3, str. 135). U tu svrhu potrebno je dobro definirati
udaljenost dviju kruznica, a tu mozemo iskoristiti eksplicitnu formulu za
Hausdorffovu udaljenost dp (K1, K2) dviju kruznica Ki(S1,r1), Ka(S2,r2)
(vidi [90]):

dH(K17K2> = HSl — SQH + ‘7’1 — 7“2‘. (8.61)
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Zadatak 8.5. Dokazite da je Hausdorffova udaljenost dp(K1, Ks2) dviju
kruznica K1(S1,71), K2(S2,72) zadana s (8.61).

Kao $to smo ve¢ spomenuli, buduéi da su klasi¢ni indeksi konstruirani
za sfericne ili elipsoidne klastere, pokazalo se da je u ovom slucaju ipak
bolje iskoristiti specijalnu strukturu MCD problema. Naime, na k-LOPart
II* = {n7,...,7;} mozemo primijeniti GO-indeks, str. 136, ili iskoristiti
nuzne uvjete, str. 137, da k-particija IT* bude ujedno i MAPart (vidi takoder
tocku 8.3):

Ap: QD[IT*] < e(A);

Ay p(m*) > A/[Qifjts za sve klastere 7* € IT*.

Primjer 8.13. Na primjeru skupa A prikazanog na Slici 8.21 provedeno je
pruih 5 iteracija inkrementalnog algoritma.

k =2, Qp=1.27 k =3, QD=1.27 k = 4, Qb=.59 k =5, QD=.20 k = 6, QD=.20
10} Q 10
2]z DBK=.098 2 DBK=.572 2 DBK=.262 2 DBK=.309 2 DBK=.622
G0=4.65 G0=55.7 | G0=7.08 G0=.12 G0=46.7

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Slika 8.21: Inkrementalni algoritam i izbor MAPart

DBG-indeks pogresno ukazuje na 4-particiju kao MAPart, dok GO-indeks ispravno
ukazuje na 5-particiju kao MAPart.

Buduéi da je za MinPts = |log|A|| = 6, e-gustoca skupa A je €(A) = 0.314
pa inkrementalni algoritam treba zaustaviti kada QD < e. To se prvi put do-

godilo za £k = 5. Kako je I‘é“(f)ts = 9.55, a gustocée svih klastera 5-particije
(23.23, 23.63, 24.16, 23.78, 23.47) vece su od Aé’!(bjts, QD ispravno ukazuje na 5-particiju
kao MAPart. Takoder, sukladno nuznim uvjetima iz tocke 8.3.3, str. 137, kada bi
iz 6-LOPart eliminirali kruznicu-centar K ((5.614,7.607),1.569) s klasterom lokalne

gustocée p = 6.59, nakon provedbe KCC-algoritma dobili bismo MAPart.

Primjer 8.14. Na primjeru skupa A prikazanog na Slici 8.22 provedeno je
prvih 5 iteracija inkrementalnog algoritma.

DBG-indeks ukazuje na 5-particiju kao MAPart, ali vidi se da nisu sve kruznice
prepoznate. Dakle, to nije MAPart!

GO-indeks sli¢cno ukazuje na 5-particiju kao MAPart, iako jedna od kruznica nije
prepoznata. Dakle, to nije MAPart!.
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k=2, Qp=1.42 k = 3, QD=0.83 k = 4, QD=0.83 k =5, QD=0.54 k =6, QD=0.19

. g
o0 R0
N
I
at 4t
DBK=.377 2f DBK=.539 DBK=.313 ZEQ DBK=.614

G0=170.7 G0=133. G0=14.94 G0=43.1

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 0 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Slika 8.22: Inkrementalni algoritam i izbor MAPart

Buduéi da za MinPts = |log|A|] = 6, e-gustoéa skupa A iznosi €(A) = .314,
inkrementalni algoritam treba zaustaviti kada je QD < €. To se prvi put dogodilo
za k = 6. Gustoce svih klastera 6-particije su

(20.76, 23.82, 22.29, 23.22, 7.71, 25.99).

Kako je Aéi?j)ts = 9.96, uvjet A; ukazuje da klasteru 7 tu nije mjesto. Kada
se ispusti klaster 7 s njegovom centar-kruznicom i elemente klastera 77 razdijeli
ostalim klasterima po principu minimalnih udaljenosti dobivamo MAPart, a sve
kruznice su prepoznate!!!

8.8 Elipsa kao reprezentant skupa podataka

8.8.1 Elipsa kao Mahalanobis kruznica

Mahalanobis kvazimetricka funkcija dp,: R? x R? — R, (vidi [62, 103])
definirana je s (6.6), str. 104:

A (1, 0:2) = (u— )" u —v) = Ju— o3,

a za danu kovarijacijsku matricu ¥ > 0, ,,jedini¢na” M-kruznica sa sredistem
u tocki S:

E={z € R*: d(S x;%) =1}, (8.62)
predstavlja elipsu s poluosima &, n koje odgovaraju drugim korijenima svoj-
stvenih vrijednosti matrice X.

Zadatak 8.6. Pokazite da se elipsa (8.3) moze zapisati kao ,jedinicna” M-
kruznica, odnosno kao:

[(z — p)cosV + (y — q) sinV)? n [(z — p)sind — (y — q) cos V]? _

1.
£2 n?
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Normalizirana Mahalanobis kvazimetricka funkcija dyr: R? x R? — R
(vidi [62, 103]) definirana je s (6.9), str. 109:

dy(u,v; %) == Vdet X (u — )T (u —v) = ||u—v|). (8.63)

i za nju vrijedi sljedeca lema.

Lema 8.2. Elipsa E(S,£,n,9) zadana s (8.3) moze se prikazati kao M-
kruznica [58]:

E(S,r,Y) ={ueR?: dy(S,u;2) =72}, %= ["“ 012] , (8.64)
021 022

gdje je r? = \/det ¥ = &n).
Obratno, M-kruznica E(S,r, %) odgovara ellipsi E(S,§&,n,19), gdje su po-
luosi &, m odredene dekompozicijom na svojstvene vrijednosti:

don ) = Um0, v=[30 ) e
a kut ¥ zadan je s:
0,7/4), 012> 0& 011 > 022
R [
[

3r/4, ), o012 <0 & 011 > 022

Dokaz. Prva tvrdnja dokazuje se direktnom provjerom.
U cilju dokaza druge tvrdnje, ellipse E(S, 7, ¥) napiSemo u obliku:

T%dM(S,u;E)zl = 7“16;2(5—U)T2_1(S—u):1

= (S—w)(A=n) (S—u) =1

Dekompozicijom na svojstvene vrijednosti matrice (\/%Z) dobivamo tra-

Zenu tvrdnju. ]

Skup {u € R?: dps(u, S;¥) = r} predstavlja normaliziranu elipsu s cen-
trom u S i poluosima &', ' ¢iji je produkt &'n' = 1.

Primijetite takoder da je normalizirajuéi faktor v/det ¥ proporcionalan
povrsini elipse (n7), a veli¢ina ovako definiranog ,radijusa” r geometrijska

je sredina poluosi &, 7 elipse (vidi Primjer 6.4, str. 110).



Klaster analiza i prepoznavanje geometrijskih objekata 165

Problem trazenja najboljeg reprezentanta skupa A4 u formi elipse (M-
kruznice) moze se definirati kao sljede¢i GOP:
argmin Z D(a, E(S,1,Y)), (8.67)
SER2, reR, LER2X2 [ -
gdje je:

D(a,F) =D(a, E(S,m, %)) = (|S — a||& — r?)? (8.68)
takozvana algebarska udaljenost tocke a € A do elipse E. Slicno kao kod
obi¢ne kruznice, i u ovom sluc¢aju moze se definirati TLS-udaljenost ili OD-
udaljenost (str. 155).

Rjesenje GOP (8.67) moze se potraziti koristenjem neke lokalno optimi-
zacijske metode (Nelder-Meade, Quasi-Newton), buduéi da smo u mogué-
nosti pronaci vrlo dobru pocetnu aproksimaciju parametara .S, r, 3. Naime,
kao aproksimaciju sredista mozemo izabrati centroid S skupa A (vidi Te-
orem 6.2), kao aproksimaciju kovarijacijske matrice mozemo izabrati 3=
% agA(S — a)(S” —a)T, a dobra pocetna aproksimacija za radijus odredena
je s:

=13 S —al2, (8.69)
acA
jer, koristenjem svojstva aritmeticke sredine, vrijedi:

SUS-ali-m=> (I5-ali- 5> I5-a
acA

acA acA

%2
s) -

8.9 Prepoznavanje vise elipsi u ravnini

Postoje brojne primjene problema prepoznavanja vise elipsi u razli¢itim po-
dru¢jima: racunalni vid, medicina, biologija, poljoprivreda, astronomija itd.
U literaturi se moze pronadi viSe metoda za prepoznavanje elipsi uz primjenu
Houghovih transformacija [31, 63]. U [2] navodi se metoda EDCircles koja
prepoznaje vise elipsi u realnom vremenu.

Mi promatramo problem prepoznavanja vise elipsi na osnovi skupa po-
dataka A C R? (Multiple Ellipse Detection (MED)). Neka je A = {a* =
(i, y)T € R%2:i=1,...,m} C A skup podataka koji potjece od vise una-
prijed nepoznatih elipsi u ravnini, koje treba prepoznati ili rekonstruirati.
Podaci se mogu umjetno konstruirati na slican nacin kao za podatke koji po-
tjecu od vise kruznica. U ovom slucaju procedura je znatno slozenija i moze
se vidjeti u [37]. Pretpostavljamo da podaci koji dolaze od neke elipse zado-
voljavaju ,,svojstvo homogenosti”, tj. pretpostavljamo da su podaci pretezno
homogeno rasuti oko te elipse (vidi Definiciju 8.1).
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Za rjesavanje ovog problema u [37] navedene su dvije metode: jedna, ma-
nje uc¢inkovita, ovaj problem rjesava kao center-based klastering problem pri
¢emu su centri klastera elipse, a druga, znatno ucinkovitija, koristi RANSAC
metodu (vidi primjerice [37]).

Trazenje optimalne particije II* = {n7,..., m;} gdje je centar klastera 77
elipsa, odnosno M-kruznica F;(S;,r;,%;) s centrom S; = (p;,q;)T i kovari-

jacijskom matricom ¥; = uj Itjj vodi na trazenje optimalnih parametara
J J
Py uls, v ts), 5 =1,... k, koji su rjesenje GOP (usporedi s (3.40)):
VR YRR Rl R R
m .
argmin min {D(a’, E;(S;j,75,%;))}, (8.70)

pj,quA, TjE[O,R], Y;eEMsa ;—1 1<j<k

gdje je R = %min{b — a,d — ¢}, My skup simetri¢nih pozitivno definitnih
matrica drugog reda, a ©(a*, E;(Sj,rj, ¥;)) predstavlja udaljenost tocke a* €
A do M-kruznice Ej (Sj, T, E])

O nacinu definiranja metricke funkcije © pisali smo u tocki 8.6, str. 153.
1z sli¢nih razloga, i u ovom slucaju koristit ¢emo algebarsku udaljenost tocke
a* do M-kruznice E(S,r,¥):

D(a’, B(S,7, %)) = (||S — a'||%& — %)% (8.71)

Primijetite da je optimizacijski problem (8.70) GOP s 6k nezavisnih varija-
bli. Ako na ovaj GOP primijenimo globalno optimizacijski algoritam DIRECT,
vidjet ¢emo da ¢e potrebno CPU-vrijeme biti nerazumno veliko jer ¢e algo-
ritam pronalaziti svih k! rjeSenja. Zato se rjeSenje ovog GOP moze potraziti
na sljedeéi nacin:

1. Pronaéi dobru poc¢etnu aproksimaciju za GOP (8.70);

2. Na ovu pocetnu aproksimaciju primijeniti modifikaciju k-means algo-
ritma za M-kruznice-centre.

U sluc¢aju poznatog broja elipsi od kojih su nastali podaci, poc¢etnu aprok-
simaciju za GOP (8.70) potrazit ¢emo tako da promatramo problem traZenja
optimalne particije s obi¢nim kruznicama-centrima malenog fiksnog radijusa
ro > 0. Na taj nacin umjesto rjesavanja GOP (8.70) promatramo GOP s 2k
nezavisnih varijabli:

argmin F(p,q), F(p,q) =) lgljigk{@(ai, S;jiro, 1)}, (8.72)

p,gEAF i=1"—
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gdje je I € R**? jedini¢na matrica, a S; = (p;, q;)*

Buducdi da je funkcija iz (8.72) Lipschitz-neprekidna [81], primjenom ma-
njeg broja iteracija (recimo 10-20) algoritma DIRECT na GOP (8.72) dobit
¢emo dobru pocetnu aproksimaciju za GOP (8.70). Na taj nac¢in dobro smo
pozicionirali centre trazenih elipsi.

8.9.1 Generiranje podataka koji potjecu od vise elipsi u rav-
nini

Skup podataka A koji potjece od k elipsi definirat éemo na sljedeéi nacin.
Najprije izaberemo k centara Si, ..., Sk € [1.5,8.5]? koji su medusobno uda-
ljeni za barem 2.5. Poluosi &;,n; svake elipse uzet ¢emo iz ¢(0.5,2.5), a kut
rotacje ¥; € U(—7%, §). Tako dobivamo k elipsi £;(Sj,&;,1;,9;), 5 =1,...,k
zadanih parametarski s (8.3).

Kako bismo osigurali homogenost podataka u okolini elipse Ej;, najprije
¢emo na njoj generirati |7;| uniformno distribuiranih tocaka (vidi [37]) lo-

|71

kalne gustoée p = B = 21, gdje je |E;| duljina elipse E;.
J
Primjedba 8.4. Duljina (opseg) elipse E; odredena je s:

w/2
|Ej| =4 / \/6]2 cos? t + n? sin® ¢ dt. (8.73)
0

Ovo je elipticki integral drugog reda i ne moze se rijesiti elementarno, ali za
nase potrebe mozemo iskoristiti dobro poznatu Ramanujan aproksimaciju

-~ . 5'_ j 2
Bl ~ (e +m) 0+ i) b= @ (87)

Nakon toga, svakoj tako izabranoj tocki na elipsi u smjeru normale do-
damo slu¢ajnu pogresku iz binormalne distibucije s o¢ekivanjem 0 € R? i
kovarijacijskom matricom o021, gdje je 02 = 0.05 (vidi [1, 37]). Tako smo
definirali skup podataka A i njegovu particiju Il = {my,..., 7}, gdje je 7;
skup podataka koji potjece od elipse Ej.

Primjer 8.15. Na prethodno opisani nacin konstruirani su skupovi podataka
sk =2,3,4,5 elipsi prikazanih na Slici 8.23.
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Slika 8.23: Podaci koji potje¢u od k € {2,3,4,5} elipsi

8.9.2 Prilagodavanje k-means algoritma na sluéaj M-kruznica
centara

U slucaju poznatog broja k elipsi k-LOPart trazit ¢emo prilagodenim KCG-
algoritmom za slucaj elipsi (M-kruznica-centara) [37, 58] pa ¢emo i algoritam
zvati algoritam k-najblizih elipsi (KCE). Pri tome, vazno je koristiti normali-
ziranu Mahalanobis kvazimetricku funkciju (8.63) jer ¢e na taj nacin biti
osigurano svojstvo monotonog pada funkcije cilja (vidi [62, 103]).

Algoritam moze zapoceti pocetnim M-kruznicama-centrima ili poéetnom
particijom. Posebnu pozornost treba posvetiti izboru pocetne aproksimacije
za KCE-algoritam.

k = 2,QD=.708 k = 3,QD=.186 k = 4,QD=.022 k = 5,QD=.60
DBE=.169, G0=.435 DBE=.664, G0=.867  DBE=.028, G0=.122 DBE=.032, G0O=.192

Slika 8.24: Optimalne k-particije dobivene KCE-algoritmom

Primjer 8.16. Promatramo skup podataka A koji je nastao od 4 elipse (vidi
Sliku 8.23c). Na skup A primijenit ¢emo KCE-algoritam uz k = 2,3,4,5
pocetnih M-kruznica centara dobivenih primjenom po 10 iteracija algoritma
DIRECT.

Svi koristeni kriteriji (DBE-indeks, GO-indeks, nuzni uvjeti iz tocke 8.3.3, str. 137)
ukazuju da je 4-LOPart (vidi Sliku 8.24) ujedno i MAPart, dok ostale LOPart na slici
to nisu. Zasto?
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8.9.3 Prilagodavanje inkrementalnog algoritma na slucaj
M-kruznica-centara

Ako broj elipsi od kojih potje¢u podaci nije unaprijed poznat, potrazit ¢emo
optimalne particije s k = 2,3,..., k klastera prilagodavanjem inkremental-
nog algoritma i medu njima pokusati odrediti MAPart.

Algoritam zapoéinje izborom pocetne M-kruznice-centra E(S1,71,31).
Aproksimaciju sljedece M-kruznice-centar potrazit ¢emo kao obi¢nu kruznicu
E5(8y, 79, I5) rjesavajudi sljedeéi GOP:

argmin Z min{®(a’, £, (51, 71,51)), D(a’, E(S(p,q),, I2)}. (8.75)
(P.9)T €A, T€[0,R] j=1

Nakon toga, na M-kruZnice-centre El, Es primjenjuje se KCE-algoritam i
time se dobiva lokalno optimalna 2-particija II?). Primijetite da je prilikom
rjesavanja problema (8.75) dovoljno izvesti manji broj koraka optimizacij-
skog algoritma DIRECT i tako dobiti dovoljno dobru pocetnu aproksimaciju
za KCE-algoritam koji nakon toga daje lokalno optimalnu 2-particiju II(?) s
M-kruznicama-centrima (E7T, E3).

Opcenito, poznavajuéi k M-kruznica-centara Er,..., EL, aproksimaciju
sljede¢e M-kruznice-centra potrazit ¢emo u formi obi¢ne kruznice E(S,r, I2)
rjesavajuéi sljedec¢i GOP:

argmin Zmin{dlgi),Q(ai,E(S(p, q),r,I2)}, (8.76)
(.)€, r€[0,R] j=1

gdje je ) = min{®(a’, £1(S1,71,%1)), ..., D(a’, Ex(Sp, 71, £1)) -

Nakon toga, primjenom KCE-algoritma, dobivamo (k + 1)-GOPart IT* =
{71, ..., ™1} s M-kruznicama-centrima EY, ..., Ej ;.

Inkrementalni algoritam zaustavlja se koriStenjem kriterija (8.13) pri
¢emu je Di-udaljenost tocke a € 77 do odgovarajuce M-kruznice-centar E7
dana s:

D1(a’, E}(S7,77,%27)) = 157 — a’Hg; — 7l (8.77)
Primjer 8.17. Neka je A skup podataka zadan kao na Slici 8.25. Pri-
mjenom inkrementalnog algoritma pronadimo lokalno optimalne 2,3,4,5-
particije.

Na osnovi skupa podataka A izracunat je broj MinPts = |log|A|] = 6 i e
gustoca e(A) = .289. Inkrementalni algoritam pokrenut ¢emo s dvije crveno ozna-
¢ene jedini¢ne kruznice. Tijek inkrementalnog algoritma prikazan je na Slici 8.25.
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k = 3,QD=.65 k =4,QD=.30 k =5,Q0=.13 k =6,QD=.13
DBE=.15, G0=534 DBE=.44, G0=57.1 DBE=.59, G0=141.9  DBE=5.5, G0=235

Pocetne kruznice

T8 Oa
TR

Slika 8.25: Inkrementalni algoritam

t
/\\

Kao $to se vidi u zaglavljima slika, kriterij (8.13) ispunio se u trenutku kada
je algoritam pronasao 5 elipsi koje se podudaraju s originalnim, dakle, kada je
detektirana MAPart.

Takoder, kada bi iz 6-LOPart eliminirali M-kruznicu-centar

B((~2.00,2.73)T, 1.66, {1'87 O'Ol})

0.01 1.27

s klasterom lokalne gustoce p = 8.22, nakon provedbe KCE-algoritma dobili bismo
MAPart.

8.10 Rjesavanje MGD problema primjenom RANSAC i
DBSCAN metode uz koristenje KCG-algoritma

Za rjeSavanje op¢eg MGD problema (8.5) (tocka 8.5, str. 130) moze se primije-
niti RANSAC (RANdom SAmple Consensus) metoda (vidi [35, 37]) uz veé ranije
spomenute elemente DBSCAN metode i odgovarajuée modifikacije k-means
algoritma.

Kao i ranije, pretpostavljamo da je u pravokutniku A = [a,b] X [¢,d] C
R? a < b,c < d zadan skup podataka A = {a’ = (z;,4;):i=1,...,m} C
A, koji potjece od vise unaprijed nepoznatih istovrsnih geometrijskih obje-
kata u ravnini koje treba prepoznati ili rekonstruirati. Pri tome pretpostav-
ljamo da podaci koji dolaze od nekog geometrijskog objekta v zadovoljavaju
svojstvo ,,homogenosti”, tj. pretpostavljamo da je skup podataka 7 koji po-
tjece od tog geometrijskog objekta pretezno homogeno rasut oko v i da ima
lokalnu gustoéu p = % (vidi Definiciju 8.1, str. 130). Takoder, za zadani
MinPts = |log | A|] odredit ¢emo e-gustocéu €(.A) skupa A kao 99.5% kvantil
skupa {e,: a € A} (vidi Definiciju 8.2, str. 134).

Ako je v odreden s n parametara, slucajnim odabirom n tocaka iz skupa
A odredimo krivulju v. Ako je v C A, smatrat ¢emo da je to prihvatljivi
kandidat za jedan od trazenih geometrijskih objekata. Tocke a € A koje
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se nalaze u podrudju Sirine 2e¢ oko 7 ¢ine podskup 7(y) C A. Postupak
ponovimo N puta i zadrzimo onaj par (71, 71) za koji je pripadni podskup
tocaka najveéi. Podskup 7 izdvojimo iz A i s ostatkom Complement(.A, 1)
ponavljamo postupak tako dugo dok raspolozivi broj tocaka ne padne ispod
nekog unaprijed zadanog broja (primjerice, 12 MinPts).

Nakon toga principom minimalnih udaljenosti skup A razdijelimo na do-
bivene podskupove 7; tako da svaki a € A pripadne najbliZzem +; i ispustimo
sve parove (s, Ts) za koje nije ispunjen uvjet:

A p(ms) > ]\gz?f)ts
Na preostale parove (7, m,) primijenimo KCG-algoritam.

Sljedeéa propozicija ukazuje na potreban broj pokusaja izbora po n to-
¢aka iz A kako bismo izmedu prihvatljivih krivulja-kandidata mogli ocekivati
barem jednu blisku nekoj od originalnih krivulja.

Propozicija 8.3. Neka je II = {m1,..., 7} k-particija skupa A. Vjerojat-
nost da ée slucajnim odabirom n elemenata iz skupa A svi izabrani elementi
biti iz jednog klastera particije dana je s:

(Im\) N (\m)

U

Osim toga, vrijedi P(r + 1) < P(r) za svaki r = n,...,lgljgk|7rj| pri
<<

P(n) = (8.78)

cemu niz (P(r)) brzo opada.

Propozicija pokazuje da mozemo ocekivati da éemo u N = (%1 poku-
Saja slucajnih izbora po n tocaka iz skupa A dobiti barem jedan skup od n
tocaka iz jednog klastera.

Krivulja v mogla bi se principom najmanjih kvadrata preciznije odrediti
koristenjem vise od n tocaka, ali kao sto pokazuje Propozicija 8.3 za to bi
bilo potrebno znatno vise slucajnih pokusaja izbora tocaka.

Opisani postupak detaljnije ¢emo obraditi u sljede¢em odlomku na pri-
mjeru MCD problema. Drugi razmatrani problemi rjesavali bi se na slican
nacin.

8.10.1 Rjesavanje MCD problema primjenom RANSAC i DBSCAN
metode uz koristenje KCC-algoritma

Pretpostavimo da je zadan skup A = {a’ = (x;,y;)7 € R?:i=1,...,m} C
A, koji potjece od vise unaprijed nepoznatih kruznica u ravnini koje treba
prepoznati ili rekonstruirati. Nadalje, pretpostavimo da podaci koji dolaze
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od neke kruznice K (S,r) zadovoljavaju svojstvo ,homogenosti” s lokalnom
gusto¢om p, a Citav skup A ima e-gustoéu €(A) dobivenu uz MinPts =
[log |Al].

Kruznica K(S(p,q),r) s parametrima p,q,r odredena je s 3 razli¢ite
tocke a' = (z1,11)7, a® = (w2,12)7, a® = (x3,13)7 € A koje ne leze na
nekom pravcu, tj. za koje vrijedi:

1 oy 1
D =det(a',a®,a®) = |z2 y2 1| #0. (8.79)
3 ys 1

Uz ovaj uvjet parametri p, ¢, r dobivaju se eksplicitno kao $to se moze vidjeti
u Algoritmu 4.
Ako pretpostavimo da skup podataka A dolazi od kruznica koje su pot-

puno sadrzane u A i ¢iji radijusi nisu manji od 2¢, onda je prihvatljiva
kruznica-kandidat K;(S;,r;) ona za koju vrijedi:

Kj(Sj,Tj) CA & i > 2e, (880)

a dobiva se Algoritmom 4.

Algoritam 4 (Izbor prihvatljive kruznice)

Input: ACA, e>0,p>0,n,=3
1: Izaberi a' = (z1,y1)7, a? = (22,92)7, a® = (w3,y3)T € A;

2: if D = det(a',a?,a®) # 0, then

30 p=g5 (23 — o) + (@ + (1 — v2) (1 — ¥3)) (2 — ¥3) + 23(~vy1 +v3));

4 q= 35 (—adws+ad(—watas)+as(yi—y2) (Y1 +y2) +o1 (@ —od+y3—y3) +a2 (23 —yi +43));
5: r2 = mean{||a® — (p,q)||%,s = 1,2,3};

6:  S=(pa);

7: end if

8:

if [D] <puVr<2eVK(Sr)\A#(, then
9:  GoTo Step 1;

10: end if

Output: {K(S(p,q),r)}

Kao $to pokazuje sljedeéi primjer, slucajan izbor 3 tocke iz A ne dovodi
nuzno do prihvatljive kruznice.

Primjer 8.18. Pretpostavimo da je A C A = [0,10]2. Slucajnim izborom 3
tocke iz A moZze se dogoditi da:

e tocke leZe na pravcu pa nije moguce odrediti krunicu (Slika 8.26a),
e dobivena kruznica nije potpuno sadrzana u A (Slika 8.26 b i c),

e su tocke preblizu jedna drugoj pa dobivena kruznica ima premaleni radijus.
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(a) det(a', a?,a%) =0 (b) Neprihvatljiva kruznica (c) Neprihvatljiva kruznica (d) Prihvatljiva kruznica

8 8 8 8

6 6 6 6
4 4t 4 4 Q
2 2"\“/ Zq 2

0 0 0

~

0

Slika 8.26: Biranje prihvatljive kruZnice-kandidata

Primjenom Algoritma 4 odredit ¢éemo IV prihvatljivih kruznica-kandidata
K;(Sj,rj), 7=1,...,N isvakoj od njih pridruziti odgovarajuéi klaster

mj={a € A: D(a, K;) < €},

gdje je © algebarska udaljenost tocke do kruznice zadana s (8.56). Kruznicu
koja pripada najbrojnijem klasteru oznacit éemo s K, a odgovarajuéi klaster
s 7. Par (K, 7) moze se korigirati rjeSavanjem optimizacijskog problema

argmin 3 (|(p, )" — @[> — r?)?, (8.81)

p,q,7 azeﬁ_

uz primjenu neke lokalno optimizacijske metode koriste¢i mean[7] kao po-
¢etnu aproksimaciju za srediSte kruznice i (8.52), str. 155 kao pocetnu aprok-

simaciju za radijus kruznice. Na taj nacin odredili smo prvu kruznicu i njen
klaster {K,7}.

Algoritam 5 (TraZenje jedne kruznice-centra)

Input: ACA, e, N
1: Primjenom Algoritma 1 odrediti N prihvatljivih kruznica-kandidata K;(S;,7;);
2: Svakom K; pridruziti skup m; C A svih tocaka koje su do na e blizu Kj;

_ A=l

3: Odrediti jinae € argmax pj, gdje je pj = 5,13
1<G<N ’

Odgovarajué¢u kruznicu oznaciti

s K, a odgovarajuéi klaster s 7; o .
4: Prema (8.81), odrediti korekciju K'(S,7) i definirati 7 := {a € A: (a, K) < €}
Output: {7, 5,7}

Nadalje, iz skupa A izvucemo klaster 7 i na preostalom skupu tocaka
B = A\ # ponovimo Algoritam 5 s ne§to smanjenim (ali ne manjim od 1 N)
brojem pokusaja kako predvida Propozicija 8.3. Ovaj postupak ponavlja se
tako dugo dok broj tocaka skupa B ne padne ispod nekog unaprijed zadanog
broja - tu su preostali tragovi podataka iz prethodnih iteracija.
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Algoritam 6 (Rjesavanje MCD problema koriStenjem RANSAC metode)

Input: A C A, MinPts, e, N
1: Stavi B= A, N, = N, trag = 12MinPts, Cir = {};
while |B| > trag, do
Pozovi Algoritam 5 [A, €, Nj] i dobiveni rezultat oznadi s {#, K (S,7)};
Skupu Cir dodaj [A((S,f),
Stavi B = B\ #; Ny = max{: Ny, sN};
end while
: U skupu Clir zadrzi one kruznice koje ispunjavaju uvjet Ag;
: Na skup A primijeni KCC-algoritam s pocetnim kruznicama iz prethodnog ko-
raka i dobivene kruznice oznaci s K7, j =1,...,k;
Output: {K7;(S5,77),j=1,...,k}

® Nk Wy

Na ovako dobiven skup parova klaster-kruznica {{7;, K ihi=1,...,r}
provjeravamo uvjet A iz nuznih uvjeta iz tocke 8.3.3, str. 137, i ispustimo
sve parove {7, K]} za koje nije ispunjen ovaj uvjet.

Buduéi da preostali klasteri ne obuhvacaju ¢itav polazni skup podataka
A, a preostale kruznice ne zauzimaju optimalne pozicije, na skup A primi-
jenit éemo KCC-algoritam s preostalim kruznicama.

Tako dobivamo rekonstruirane kruznice KJ‘-‘, 7 =1,..., k. Cijeli postu-
pak detaljnije je napisan u Algoritmu 6.

Primjer 8.19. Opisani postupak ilustrirat éemo na skupu podataka A pri-
ka;anom na Slici 8.27a. U ovom primjeru je MinPts = 6, e(A) = 0.335,
Agi?j;s = 11.937, a N = 18 u skladu s Propozicijom 8.3. Djelovanje Algo-

ritma 6 prikazano je na ostalim slikama.

(a) Skup A (b) Prvi izbor (c) Drugi izbor

O (d) Treéi izbor

Q)

2 4 6 8 10 4 6 8 10 4 6 8 10 4 6 8 10

R -

N B A o o N ®
N W s o N @

(e) Cetvrti izbor (f) Peti izbor (g) Sesti izbor

&,

O
O

N w b oo

Slika 8.27: Algoritam 6 sukcesivno poziva Algoritam 5

Rezultat djelovanja Algoritma 6 prije Koraka 7 prikazan je na Slici 8.28a.
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(a) Korak 7 (b) Korak 8

Slika 8.28: Zavrsni koraci Algoritma 6

Dobiveni klasteri imaju lokalne gustoce:
pi € {22.705, 23.888, 21.500, 8.918, 16.220, 13.392},

Sto znaci da ¢e se sukladno uvjetu Aq iz nuznih uvjeta iz tocke 8.3.3, str. 137
eliminirati samo kruznica ¢iji klaster ima lokalnu gusto¢u 8.918. Konacni
rezultat dobiven KCC-algoritmom prikazan je na Slici 8.28b. Treba naglasiti
visoku ucinkovitost opisanog postupka: potrebno CPU-vrijeme za prepozna-
vanje 5 kruznica krecée se od 0.8 — 1.5 sec, od ¢ega je nesto manje od polovine
vremena potrebno KCC-algoritmu.
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