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PREDGOVOR

Sadrzaj ovog udzbenika izvodio se posljednjih nekoliko godina u okviru pred-
meta Matematicki praktikum u 3. semestru svih smjerova sveuciliSnog diplom-
skog studija matematike i u 9. semestru integriranog nastavnickog studija
matematike i informatike na Odjelu za matematiku Sveucilista u Osijeku
(30 sati predavanja i 30 sati seminara, 6 ECTS bodova).

Tekst je pisan tako da podrazumijeva poznavanje osnova matematicke
analize, linearne algebre, numericke matematike i programiranja, a namije-
njen je studentima diplomskih studijskih programa u STEM podrucjima.

Brojni ilustrativni primjeri doprinose razumijevanju izlozene materije.
Osim toga, u okviru svakog poglavlja nalaze se brojni zadaci: od sasvim
jednostavnih, do onih koji mogu posluziti kao teme seminarskih i sli¢nih
radova. Izrada veéine zadataka povezana je s moguénoséu koristenja pro-
gramskih sustava Mathematica i Matlab, za koje Sveuciliste u Osijeku veé
godinama raspolaze odgovarajuéim brojem licenci.

Sadrzaj naveden u ovom udzbeniku, kao i prilozeni Mathematica-progra-
mi, mogu posluziti i u nekim praktiénim istrazivanjima. Za sve metode
navedene u udzbeniku izradeni su odgovaraju¢i moduli, ¢iji je opis dan na
kraju udzbenika, a Mathematica-kodovi slobodno su dostupni na adresi:
http://www.mathos.unios.hr/GOP-knjiga/GOPmoduli.rar.

Opsezna recentna literatura, navedena na kraju udzbenika, koja obu-
hvaéa brojne knjige i odgovarajuce clanke iz renomiranih medunarodnih
znanstvenih ¢asopisa, daje neophodan pregled najvaznijih spoznaja, a ta-
koder moze posluziti i za nastavak samostalnog rada u ovom znanstvenom
podrucju.


 http://www.mathos.unios.hr/GOP-knjiga/GOPmoduli.rar

ii

Zbog specificnih zahtjeva matematickog teksta i slicnih zahtjeva u pro-
gramskim sustavima Mathematica, Matlab, FORTRAN, cijeli dio od decimal-
nog dijela decimalnog broja odvajan je decimalnom tockom (.), a ne deci-
malnim zarezom (,).

Svi teoremi, leme, definicije, slike, tablice, primjedbe, primjeri i zadaci u
tekstu imaju svoju jedinstvenu oznaku i na taj nacin pozivaju se u cijelom
tekstu. Zbog toga su pisani velikim pocetnim slovom®.

Zahvaljujemo recenzentima prof. dr. sc. Draganu Jukié¢u i prof. dr. sc. Mi-
ljenku Marusicu te lektorici Tvanki Fercec, koji su svojim primjedbama i
prijedlozima znacajno pomogli da ovaj tekst bude bolji.

Osijek, 1. rujna 2017. Rudolf Scitovski
Kristian Sabo
Danijel Grahovac

17a pregledavanje ovog udzbenika Adobe Readerom mozete koristiti sljedeée pogodnosti:

e klikom na naslov nekog poglavlja u Sadrzaju dolazite na to poglavlje. Povratak (na
isto mjesto odakle ste krenuli) je drzanjem tipke pa nakon toga pritisnuti tipku
(<}

e klikom na oznaku nekog teorema, leme, definicije, slike, tablice, primjedbe, primjera

ili zadatka u tekstu odlazite na taj objekt. Povratak je na prethodno opisani nacin;

e klikom na oznaku neke reference u tekstu odlazite na tu referencu u Literaturi na
kraju knjige. Povratak je na prethodno opisani nacin;

e klikom na oznaku stranice u Indeksu na kraju knjige odlazite na taj pojam u knjizi.
Povratak je na prethodno opisani nacin.
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Poglavlje 1

Uvod i motivacija

Cesto se u mnogim primijenjenim istrazivanjima problem opisuje nekom
funkcijom cilja uz koju se mogu dodati odgovarajuca ogranicenja. Zato raz-
likujemo optimizacijske probleme bez ogranicenja i optimizacijske probleme
s ogranic¢enjima. Problem moze imati vise lokalno optimalnih, ali samo jedno
globalno optimalno rjesenje koje se moze posti¢i u jednoj ili vise tocaka. Ako
su pri tome funkcija cilja i ograni¢enja kojima je definiran problem linear-
nog tipa, problem se obiéno svodi na rjesavanje razli¢itih problema linearnog
programiranja [7, 25, 35].

Ako je funkcija cilja ili ogranicenja kojima je definiran problem neline-
arnog tipa, govorimo o nelinearnom problemu lokalne ili globalne optimi-
zacije. Ovakvi slucajevi Cesto se javljaju u razli¢itim problemima klaster
analize [11, 32, 43, 59], problemima prepoznavanja oblika [15, 73], razli¢itim
fizikalnim problemima, problemima mehanike kontinuuma, itd.

Ako se optimizacijski problem postavlja kao problem minimizacije, od-
govarajuca funkcija cilja moze imati jedan ili vise lokalnih minimuma. U
tom slucaju posebnu vaznost dobiva trazenje globalnog minimuma, pri ¢emu
funkcija cilja moze imati veliki broj nezavisnih varijabli, moze imati veliki
broj lokalnih minimuma, ne mora biti diferencijabilna (pa ¢ak ni nepre-
kidna), ne mora biti konveksna, a podrucje na kome je definirana ne mora
biti konveksno, pa c¢ak ni povezano. Vise ovakvih primjera moze se vidjeti
kod [20, 37, 50, 70].

Ne postoji jedna opéa metoda kojom bi se efikasno rjesavali svi ovakvi
problemi. Zbog toga se u literaturi mogu pronadci razlicite specijalizirane
metode optimizacije. Neke od njih, koje se najcesée koriste, opisat ¢emo u
ovom udzbeniku.

U ovom poglavlju najprije ¢emo definirati pojmove lokalnog i globalnog
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minimuma, a zatim navesti veéi broj tipi¢nih primjera cije rjesavanje vodi
na probleme globalne optimizacije. Ovi primjeri ilustriraju probleme koji se
rjesavaju metodama i algoritmima navedenim u ovom udzbeniku.

1.1 Optimizacijski problem

Definicija 1.1. [46] KaZemo da funkcija f: D — R, D C R" u tocki x* € D
postiZe lokalni minimum ako postoji okolina O(x*) takva da je f(x) > f(x*)
za sve x € O(x*) N'D. Tocku x* zovemo tocka lokalnog minimuma ili lokalni
minimizator funkcije f.

Kazemo da je x* tocka strogog lokalnog minimuma ili strogi lokalni mini-
mizator funkcije f ako postoji okolina O(z*) takva da je f(x) > f(x*) za sve
x€O@*)ND\ {z*}.

Definicija 1.2. KazZemo da funkcija f: D — R, D C R" u tocki x* € D
postize globalni minimum na D ako je

f(x*) < f(x), VxeD.

Tocku x* € D zovemo tocka globalnog minimuma ili globalni minimizator funk-
cije f na D. Skup svih tocaka globalnog minimuma funkcije f oznacavamo
s

argmin f(x),
z€D
vrijednost
f(#), za & € argmin f(z),
z€D

zovemo globalni minimum funkcije f na D, a funkciju f nazivamo minimi-
zirajucéa funkcija.

Primjedba 1.1. Analogno definiciji globalnog minimuma moze se definirati
pojam globalnog maksimuma i tocka globalnog maksimuma funkcije f, ali
kako je

(i) max f(z) = —min (— f(z)),
(it) argmax f(z) = argmin ( — f(x)),
€D z€D

dovoljno je proucavati samo problem globalnog minimuma.



1.2. ILUSTRATIVNI PRIMJERI 3

1.2 Tlustrativni primjeri

Na pocetku navedimo nekoliko prakti¢nih primjera u kojima se pojavljuje
problem trazenja globalnog minimuma funkcije jedne ili vise varijabli.

Primjer 1.1. (Udaljenost tocke do pravca [27])
Treba izracunati £y, 1 < p < oo, udaljenost tocke Ty = (xo,y0) do pravca w
koji je zadan jednadZbom y =kx + 1, k,l € R.

Rjesavanje ovog problema svodi se na relativno jednostavni problem globalne
optimizacije opcéenito nederivabline funkcije jedne varijable za koji ¢emo pronaci
eksplicitno rjesenje.

Prisjetimo se kako ¢,-udaljenost d,(To, 7) tocke Ty do pravca 7 definiramo kao

dy(To, ) = mi§(|k‘$+l—yo|p+ | —aco\p)l/p7 1<p< oo,
EAS

te
doo (To, ™) = mi}gmaxﬂk‘x +1—yol, |z — x0|}
e

Geometrijski gledano, udaljenost tocke T do pravca m mozemo interpretirati
na sljedec¢i nacin. Neka je

S,(To,e) = {T € R? : d,(T, Tp) = ¢}

£p-kruznica, 1 < p < oo, sa srediStem u tocki Ty malenog polumjera ¢ > 0. Napuhu-
jemo li kruznicu S, (To, €), ona ée u jednom trenutku za neki e, > 0 dotaknuti pravac
m. Polumjer tako dobivene kruznice S,(Ty, €,) o¢igledno predstavlja £, —udaljenost
tocke Ty do praveca 7 (vidi Sliku 1.1). Pri tome tocku T}, = (&, 1,) na pravecu w koja
je u smislu £, —udaljenosti najbliza tocki Ty zovemo £,-projekcija tocke T na pravac
m. Sa Slike 1.1 odmah je jasno da ¢y i ¢, —projekcije tocke na pravac opcenito ne
moraju biti jedinstvene.

Odredivanje apscise £, —projekcije tocke Ty problem je globalnog minimuma, pri
cemu je apscisa ¢,—projekcije odgovarajué¢i minimizator. Ovaj problem globalnog
minimuma moguce je eksplicitno rijesiti.

(@)p=1 (b) p=2 (c)p=3 (d) p=o0

T T(] T TO T To iy T()

Slika 1.1: Tocke Ty, Ty, pravac m i kruznice S,(To,€), p =1,2,3,00

o3
!

Iz tehnickih éemo razloga posebno razmatrati slucaj £; —udaljenosti (vidi Sliku 1.1a).
Pri tome u izvodu razlikujemo dvije razli¢ite mogucénosti: k =0 te k # 0.
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Ako je k = 0, onda funkcija = — |l — yo| + |z — x| postize globalni minimum u
tocki x = xg i vrijedi
di(To, m) = |l = yol- (L.1)
Pretpostavimo da je k # 0. Funkcija
x> |kx 4+ 1 —yo| + |z — 0|, (1.2)
omedena je odozdo i vrijedi

lim |kz +1—yo|+ |z —xzo|= lUm [|kx+1—yo|+ |x— 20| = o0,
T—r00 r——00

pa postoji tocka iz R u kojoj se postize njezin globalni minimum. Nadalje, funkcija
(1.2) je po dijelovima linearna i nije derivabilna u toc¢kama y"k—l i zo tako da se
prema tome globalni minimum funkcije (1.2) postiZe u jednoj od tih dviju tocaka.
Ocigledno je

dl(To,ﬂ') = min{|km0 +1— y0|, yOTi — X9 }
= min{|kxo +1—yol, W}
|kzo + 1 — yol
= — 1.3
max{F], 1} (13)
Konaécno iz formula (1.1) i (1.3) dobivamo
|kxzo + 1 — yol
d1 (T, =
HT0:m) = S v 1)

U nastavku razmotrimo problem jedinstvenosti globalnog minimuma. S 77 =
(&1,m) oznacimo ¢;—projekciju tocke Ty na pravac w. Uocdimo da se za |k| > 1

minimum fukeije (1.2) postize u x = 2=, dok se za |k| < 1 minimum funkcije (1.2)
postize u z = xg. OCcito je
sl k| > 1 y k| >1
_ P y — — 05 ) 1.
&1 { zo, |k|<1, 0 M ke 41 { kxo+1, |k|<1. (1.4)

Pokazimo da u slucaju |k| = 1 minimum funkcije (1.2) nije jedinstven i da se

postize na bilo kojoj konveksnoj kombinaciji brojeva yokl_l i xg, tj.za svaki

Yo — 1
k

Zaista, za |k| =1 te A € [0, 1] imamo

& (AN) +1—yo| +  [&(A) — 2]
= (A8 + (1= N)zo) + 1 — yo| + A2 + (1 = Mo — 20|
= (1= N)|kxo +1—yo| + Akxo + 1 — yo|

|k‘$0 — Z — y0| = dl(To,Tr).

&) = A

+(1-Nzo, Aeo,1]. (1.5)
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Zakljuéujemo kako je £;—projekcija tocke Ty na pravac m u slucaju |k| # 1 jedins-
tvena tocka Ty = (&1, m) zadana s (1.4), dok je ¢; —projekcija tocke Ty na pravac 7
u slucaju |k| = 1 svaka tocka oblika (£1(A), k&1 (A) +1 —vo), A € [0,1], pri ¢emu je
&1(A) zadan s (1.5).

Nadalje razmatramo sluéaj ¢,—udaljenosti 1 < p < oo tocke Tj, do pravca 7
zadanog u eksplicitnom obliku (vidi Slike 1.1b-¢). U opéem slucaju na$ problem
moze se svesti na minimizaciju funkcije

e ([kz+1—yolP + |z —2o)/?, 1<p< .

Kako je funkcija x — ¥z, monotono rastudéa na [0, c0), nas se problem moze svesti
na minimizaciju funkcije zadane s

op(@) = [kx + 1= yol” + |z — zof’, 1<p<oo.
Bududi da je funkcija ¢, omedena odozdo i da vrijedi

lim |kz +1—yol” + |z — 20|’ = lim |kz+1—yo|" + |z — 0|7 = o0,
T—»00 Tr——00

postoji tocka iz R u kojoj se postize njezin globalni minimum. S ciljem odredivanja
te tocke posebno promatramo dva slucaja: k=0 te k # 0.
Ako je k =0, onda je pp(x) = |l —yo|? + |x — z0|?, te se njezin minimum postize
u tocki x = xg tako da je
dp(To, m) = |l = yol- (1.6)

Neka je k # 0. Primijetimo da je funkcija ¢, derivabilna u svim tockama na

. v v . —1 e . .
R, osim mozda u tockama x = x¢ i x = ¥4—, pa u svrhu minimizacije funkcije ¢,

mozemo upotrijebiti znanja iz diferencijalnog racuna funkcije jedne varijable.

Promatrajmo funkciju ¢, na skupu R\ {xm yok_l } Bez smanjenja opcéenitosti

pretpostavimo da je zp < yok_l (slucaj o > yok_l moze se analizirati potpuno
analogno).

Pokazimo najprije da funkcija ¢, nema stacionarnih tocaka na intervalima
(=00, o) te (2=l too). Ako je x € (—o0,20), funkcija @, je derivabilna u x

E
te je
doy(x —1p—1 . - 1.
Spdpix() — |k|pp|x — yoTl|p 51gn(ac — yok l) + plx — xo|? 181gn(x — 1)
= —|klPp|e — BT — pla — 2Pt <0,
1, >0
gdje je sign(z) = 0, =0 tzv.funkcija predznaka.
-1, =<0,
Ako je x € (y(’,;l , +00), funkcija ¢, je derivabilna u z i vrijedi
depp(x)

_1p—1 _
\k|pp’x — %o l|p + plx — xo|? L> .

dx
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Preostaje analizirati slucaj x € (xo, yok_l ). Na tom je skupu funkcija ¢, takoder
derivabilna te je

dy(x _1p-1 _
4'0;; ) —|k|pp’x — %= l’p + plz — zo|P7L. (1.7)
Rjesenje jednadzbe d“odpiggx) = 0 glasi
_p_
€= — oy M w0l (1.8)
P TP P : :
kT 41 |kp i1 K

Uocimo da je &, € (xo, y°k7l> te

p—1

|kzo + 1 — yol )p
_p_ )
(Ik[P=1 +1) »

op(&p) = (

Kandidati za tocku u kojoj se postize globalni minimum funkcije ¢, su zo, y”kfl i

&p zadana s (1.8). Pokazimo da je

min {(pp(lro), @p(yoT_l) ) @p(fp)} = ¢p(&p)-

U tu svrhu uo¢imo da za svaki 1 < p < oo i svaki k € R vrijedi

p—1

(|k|p% + 1)T > |k, (1.9)

te

p—1

(K7 +1) 7 > 1. (1.10)
Prema (1.9) i (1.10) imamo

p kzo +1—yo| \ kzo +1—yo| \
T —1 x — €T —
mm{(w;,m) ,|mo+z_yo|p,<°y,?l> }: (y> |
(|k\fﬁ + 1) ’ (|k|ﬁ + 1) ’
Konaéno zakljucujemo da je d,(Tp, 7) = (¢(&,))"/?, odakle je
|kzo + 1 — yo

p—1)
(k177 +1) 7

Iz izvoda formule (1.11) neposredno proizlazi da je T, = (&, k&, + ) pripadna
l,—projekcija tocke Ty na pravac w, gdje je &, dan s (1.8).

Ako s g € R oznacimo tzv. konjugirani eksponent od p, odnosno broj sa svojstvom
da je % + % = 1, onda formulu (1.11) moZemo zapisati u obliku

dp(To,m) = 1<p<oo. (1.11)

_ kzo+1—yol _ [kxo+1—yo

(|k|q+1)% dq((k51)7(030))

dP(TOa 7T)



Ilustrativni primjeri 7

Zadatak 1.1. Pokazite da je £o-udaljenost tocke Ty € R? do pravca m zadanog u
eksplicitnom obliku y = kx + [ dana s ([41])

|k xo+ 1 — yol

doo(TOaTr) = m

Primjer 1.2. (Euklidska udaljenost tocke do parabole)
Treba izracunati o udaljenost tocke Ty = (3,4) do kubne parabole zadane
funkcijom q: R — R, q(x) = .53 — 6z + 2 (vidi Sliku 1.2a).

Primijetite da je ¢5 udaljenost tocke Ty = (xo,yo) do neke tocke T = (x, g(x))
na grafu funkcije ¢ zadana s (vidi Sliku 1.2b)

Go() = da(To, T) = /(& — 0)? + (q(x) — y0)?,
a udaljenost tocke Ty do grafa funkcije ¢ zadana je s

5 (Ty, ) = min da(Ty, (2, 4(x))) = min b ()

= 52% — 6z +2; To = (3,4) (b) Minimizirajuéa funkcija d2

N -/

—10

Slika 1.2: Euklidska udaljenost tocke Ty do kubne parabole g

Odredivanje tocke T* = (z*,¢(z*)) na kojoj se postize minimalna udaljenost
tocke Ty do grafa funkcije ¢ jedan je problem globalne optimizacije nelinearne de-
rivabilne funkcije jedne varijable koja ima vise od jednog lokalnog minimuma. Za
razliku od problema iz Primjera 1.1, ovaj problem opdéenito nije moguce rijesiti
eksplicitno.

Primijetite da je funkcija d2 neprekidno derivabilna na R. Buduéi da je funkcija
2 — /2 monotono rastuéa funkcija, nas se problem moze svesti na rjeSavanje jednog
nelinearnog problema najmanjih kvadrata (Least Squares Problem (LS)) koji se
nadalje moze svesti na odredivanje globalnog minimuma sljedec¢eg polinoma 6-tog
stupnja (vidi Sliku 1.3a)

fla) = (= 20)* + (alz) — yo)*. (1.12)
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(a) Minimizirajuéa funkcija f (b) Minimizirajuéa funkcija 61

Slika 1.3: LS i ¢; udaljenost tocke Ty do parabole ¢

Primjer 1.3. (¢1-udaljenost tocke do parabole)
Treba odrediti {1-udaljenost tocke Ty = (3,4) do kubne parabole zadane funk-
cijom q: R = R, q(x) = .52 — 6z + 2.

Primijetite da je ¢;-udaljenost tocke Ty do neke tocke T = (z, ¢(z)) na grafu
funkcije ¢ zadana s (vidi Sliku 1.3b)

di(To,T) = |z — 0| + [q(x) — yo| =: d1(x),

pa se odredivanje udaljenosti tocke Ty do grafa funkcije ¢ moze interpretirati kao
problem odredivanja globalnog minimuma funkcije d; definirane na R. Dakle, i
u ovom primjeru radi se o problemu jednodimenzionalne globalne minimizacije,
ali ovaj puta minimiziraju¢a funkcija nije derivabilna. Takoder, iz slike se moze
uociti da ova funkcija ima tri lokalna minimuma od kojih je jedan ujedno i globalni
minimum.

Zadatak 1.2. Kubna parabola zadana je funkcijom ¢: R — R, ¢(z) = .52% — 62 + 2.

(a) Gdje treba postaviti tocku Ty = (zo, yo) tako da funkcija f: R — R, f(z) =
(r—x0)%+(q(x) —1yo)? postigne svoj globalni minimum u barem dvije razlicite
tocke?

(b) Gdje treba postaviti tocku Ty = (zg, yo) tako da funkcija d1: R — R, d1(x) =
|z — 20| + |g(x) — yo| postigne svoj globalni minimum u barem dvije razlicite
tocke?

Primjer 1.4. (¢;-udaljenost tocke do grafa funkcije)
Treba odrediti ¢1-udaljenost tocke Ty = (5,5) do grafa funkcije g: R — R,
q(z) = |z — 4| + 2 (vidi Sliku 1.4a).

Slicno kao u prethodnom primjeru, ¢;-udaljenost tocke Ty do neke tocke T =
(z,q(z)) na grafu funkcije g zadana je s (vidi Sliku 1.4)

di(To,T) = |x — xo| + lq(z) — yo| =: d1(z).

Odredivanje udaljenosti tocke Ty do grafa funkcije ¢ moze se takoder interpreti-
rati kao problem odredivanja globalnog minimuma funkcije 6; na R. Dakle, i u
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(a) g(z) = |z — 4|+ 2 (b) Minimizirajuéa funkcija 61

q
7
6
5 D
4
3
2
1

y

SN WSO o~

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

Slika 1.4: ¢; udaljenost tocke Ty = (5,5) do funkcije g(z) = |z — 4| + 2

ovom primjeru radi se o problemu jednodimenzionalne globalne minimizacije nede-
rivabilne funkcije. Iz Slike 1.4b mozZe se uociti da minimiziraju¢a funkcija d; ima
beskona¢no mnogo tocaka globalnog minimuma, a vrijednost globalnog minimuma
je 01 =2, tj.
01(z*) = 2, Vo* € argmin d; (x) = [5,7].
z€R

Zadatak 1.3. Kako ¢e izgledati grafovi funkcije é; iz prethodnog primjera ako je
To = (4,4), To = (2,5) i Tp = (2,3)?

Zadatak 1.4. Neka su tocka Ty i funkcija g zadane kao u prethodnom primjeru.
Odredite ¢ i £, udaljenost tocke Ty do grafa funkcije q.

Zadatak 1.5. Zadana je tocka Ty = (%0, Yo, 20) € R?® i neprekidna funkcija q: R? —
R. Definirajte problem odredivanja udaljenosti tocke Ty do grafa funkcije ¢ za slucaj
LS-kvazimetricke funkcije dps: R™ x R™ — Ry, dps(x,y) = ||z — yl|3 i za slucaj
¢1 metricke funkcije di: R™ x R™ — Ry, di(z,y) = ||z — y||1. Nekom metodom
minimizacije rijesite problem ako je Ty = (1,2,3) i q(x,y) = 22 + y?. Izradite
odgovarajuce ilustracije primjenom programskog sustava Mathematica.

Primjer 1.5. (Centroid skupa A C R")

Zadan je skup A = {a® € R":i = 1,...,m} s odgovarajuéim teZinama
Wi, ..., Wy > 0. Treba pronaci tocku ¢* = (cf,...,¢;) € R™, za koju je

tezinska suma kvadrata euklidskih udaljenosti do tocaka skupa A minimalna.
Trazena tocka c¢* tocka je u kojoj se postize globalni minimum funkcije

n

Frs(x) :ZwiH:c—aiH%:ZwiZ(zs—ai)z, (1.13)
i=1 i=1  s=1

m

odnosno tocka ¢* € argmin Y w;||z — a’[|3 je globalni minimizator funkcije Fps.
zeR™ =1

Toc¢ku ¢* zovemo centroid skupa A!. U ovom slu¢aju radi se o problemu globalne

optimizacije kvadratne funkcije vise varijabli koji uvijek ima rjesenje.

U fizici se ovaj problem povezuje s problemom odredivanja centra mase sustava estica,
a centroid se tada naziva teziSte tijela ili Steinerova tocka.
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3

Zadatak 1.6. Pokazite da je ¢* = 3 Y. wia’, W = Y w;, jedinstvena tocka global-
i i=1

Il
-

m .
nog minimuma funkcije Frg: R® — R", Frg(z) = > w;i|lz — a'||3. Izvedite dokaz

i=1

najprije za n = 1, a nakon toga opéenito.
Zadatak 1.7. Odredite tezinski centroid skupa A = {(0,1,2),(2,8,0),(-1,9,4),
(1,6,5),(—2,8,3)} C R3 s tezinama

(a) wy=--=ws=1,

(b) w1:1,w2:2,w3:1,w4:1,w5:2.

Primjer 1.6. (Medijan skupa A C R™)

Zadan je skup A = {a® € R":i = 1,...,m} s odgovarajucéim teZinama
Wi, ..., Wy > 0. Treba pronaéi tocku ¢* = (cf,...,¢;) € R™, za koju je
tezinska suma f1-udaljenosti do tocaka skupa A minimalna.

Trazena tocka c¢* tocka je u kojoj se postize globalni minimum funkcije
m m n
Fi(x) =Y willz—a'lly =Y w; Y _|es —all, (1.14)
i=1 i=1  s=1

m .
odnosno tocka ¢* € argmin ) w;||z — a'||; je globalni minimizator funkcije Fy. U
z€R™ =1
ovom sluc¢aju radi se o problemu globalne optimizacije nediferencijabilne funkcije

vise varijabli koji uvijek ima rjesenje.

Moze se provjeriti da se globalni minimum postize na tezinskom medijanu ¢* =
med(w;, a*) skupa A (vidi [17, 55]). Sto u ovom sluéaju mozete reéi o jedinstvenosti
globalnog minimuma?

Zadatak 1.8. Neka je A = {y1,...,ym} C R skup podataka. Pokazite da je ¢* €

meg y; tocka globalnog minimuma funkcije Fi: R — Ry, Fi(z) = Y |x — yil.
Yi€ i=1

Zadatak 1.9. Ako su ¢; € C(R), i = 1,...,n, konveksne funkcije za koje je

¢ = argmin p;(z), i=1,...,n,
z€R

pokazite da je tada i funkcija f: R™ — R,

f(ajly---axn) = 901(371) +- +(pn(xn)7

konveksna funkcija za koju vrijedi

argmin f(x) = (¢4, ...
:E"LGR”L

7Cn) .

Primijenite navedenu tvrdnju u svrhu odredivanja medijana skupa tocaka A =
{a* eR™: i=1,...,m}.
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Vrijedi li obrat navedene tvrdnje? Primjerice, ako je f: R™ — R konveksna (pa
onda i neprekidna) nediferencijabilna funkcija i ako je f(x1,22) = ¢1(21) + p2(x2),
moraju li tada i funkcije ¢1,p2 biti konveksne (pa onda i neprekidne) funkcije?
Izradite odgovarajuce primjere.

Zadatak 1.10. Odredite medijan i tezinski medijan skupa tocaka s tezinama iz Za-
datka 1.7.

Primjer 1.7. (Geometrijski medijan skupa A C R")
Za dani skup A = {a* € R": i

1,...,m} s odgovarajuéim tezinama
Wi, ..., Wy > 0 treba pronadi tocku c¢* = (c7,...,cr) € R™, za koju je teZin-
ska suma euklidskih udaljenosti do tocaka skupa A minimalna.

Trazena tocka c¢* tocka je u kojoj se postize globalni minimum funkcije

Fy(x) = Zwidg(x,ai) = ZwZHm —a||y = Zwi Z(ms —al)?,
i=1 i=1 i=1

(1.15)
s=1
m .
odnosno tocka ¢* € argmin ), w;||x — a’||2 je globalni minimizator funkcije F.
z€R™ =1
(a) Torricellijeve kruznice

(b) Simpsonovi pravci

A2
2
751
-,
e
A'3 -,
ST A i
~< \ -,
Sy~
Ve S\\
s \ S o
e ! RN
2 \ RS
A2 T A3
\

A1
Slika 1.5: Fermat — Torricelli — Weberov problem: geometrijski medijan

Tocka ¢* zove se tezinski geometrijski medijan skupa A i opéenito se ne moze eks-
plicitno izracunati. U literaturi ovaj problem moze se na¢i pod nazivom ,Fermat—
Torricelli-Weberov problem” (vidi primjerice [11]). Najpoznatiji algoritam za tra-

Zenje geometrijskog medijana skupa A poznati je Weiszfeldov algoritam iz 1936.
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godine [22]. Specijalno, geometrijski medijan triju tocaka u ravnini moze se geome-
trijski dobiti [24] na presjeku tzv. Torricellijevih kruznica (vidi Sliku 1.5a) ili na
presjeku tzv. Simpsonovih pravaca (vidi Sliku 1.5b).

Primjer 1.8. Promatrajmo skup podataka A = {a* = (z;,y;) € R*: i =
1,...,m} s tezinama w1, ..., wy > 0. Podaci su prikazani plavim kruZi-
¢ima na Slici 1.6, pri ¢emu je velicina kruzica koji prikazuje podatak a’
odredena njegovom tezinom w;. Treba odrediti reprezentant skupa A kao
tezinski centroid (1.13), tezinski medijan (1.14) i kao teZinski geometrij-
ski medijan (1.15). Medu podacima uocava se i jedan jako strseéi podatak
(outlier) koji je smjesten relativno daleko od ostalih podataka.

6 (]
(]

4+ ).;*

2- @ .

2 4 6 8 10 12
Slika 1.6: Reprezentant skupa podataka A: teZinski centroid (plava zvjezdica), te-
Zinski medijan (zelena zvjezdica) i tezinski geometrijski medijan (crvena zvjezdica)

Koristenjem nize navedenog Mathematica-programa odredit ¢emo tra-
zene reprezentante skupa A.

In[1]:= (* Tezinski medijan i teZinska aritmetiéka sredina *)
median = Median[WeightedData[podT, podW]]
mean = Mean[WeightedData[podT, podW]]
(* Geometrijski medijan *)
Flx_, y_1 := Sum[podW[[il] Norm[{x, y} - podT[[i]1], {i, m}]
min = NMinimize[F[x, yl, {x, y}1;
GM = {xGM = x /. min[[2]], yGM =y /. min[[2]]}

Rezultati su vidljivi na Slici 1.6: tezinski centroid podataka oznacen je
plavom zvjezdicom, tezinski medijan zelenom, a tezinski geometrijski me-
dijan crvenom zvjezdicom. Primijetite da spomenuti outlier ima znacajan
utjecaj na tezinski centroid, dok manji utjecaj ima na tezinski medijan i
tezinski geometrijski medijan. Vizualno, ¢ini se da je najbolji reprezentant
skupa podataka A prikazanih na Slici 1.6 upravo tezinski geometrijski me-
dijan (crvena zvjezdica).
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Zadatak 1.11. Neka je A = {a* € R": i = 1,...,m} skup podataka. Problem
traZzenja geometrijskog medijana skupa A svodi se na rjesavanje sljedeéeg problema
globalne optimizacije

argflr{lian(x), Fy(x) =Y |lz—a'|2. (1.16)
weRn i=1

(a) Na sto se svodi rjesavanje problema (1.16) u slucaju n =17

(b) Napisite funkciju F5 iz (1.16) za n = 2. Za taj slucaj definirajte iterativni
postupak (primjenom Metode jednostavnih iteracija ili Newtonove metode -
vidi t.2.1.3, str.37) koji ¢e konvergirati prema geometrijskom medijanu skupa

A.

Zadatak 1.12. Za skup podataka A = {a’ € R: i =1,...,m} iza p > 0 definirajmo
funkciju

Gyl) = (Zm—ailf’) y

Sto je minimum funkcije Gpzap=1ip=27 Kad p — oo, G}, u limesu prelazi u
funkciju _
Goo(xz) = max |z —a'l.

i=1,...,m

Pokazite da se minimum funkcije Go postize u tocki z* = 1( min o'+ max d’).

i=1,...,m i=1,....,m
Zadatak 1.13. Za skup podataka A = {a’* € R: i =1,...,m} iza p > 0 definirajmo
funkciju

Hy(w) = 3 [¢ - a']?.
=1

Sto je minimum funkcije Hp,zap=1ip=2? Kad p — 0, H, u limesu prelazi u
funkciju

L z#y,
0, z=y

Hy(z) = max §(z,a’), gdjeje 6(x,y) = {
i=1,....,m

Pokazite da se minimum funkcije Hy postize za mod skupa A (podatak s najveé¢om

frekvencijom u skupu A).

Zadatak 1.14. Pretpostavimo da cekamo jedan od tri lifta koji su rasporedeni duz
jednog zida tako da je prvi udaljen od drugog jedan metar a drugi od treceg tri
metra. Dolazak svakog lifta jednako je vjerojatan.

(a) Gdje treba cekati lift ako zelimo da ocekivana udaljenost koju éemo prijeéi
do lifta bude minimalna? Sto bi bio odgovor kada bi drugi i treéi lift bili
udaljeni 100 metara?
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(b) Gdje treba cekati lift ako Zelimo da udaljenost koju ¢emo prijeéi u najgorem
sluc¢aju bude minimalna?

(¢) Kako bismo uodili dolazak lifta, za pretpostaviti je da moramo biti na na
nekoj udaljenosti od zida s vratima liftova, recimo jedan metar. Gdje treba
cekati lift u ovom slucaju ako zZelimo da ocekivana udaljenost koju é¢emo
prijeéi do lifta bude minimalna?

Obrazlozite kako bi se odgovori promijenili kad bi se razlikovale vjerojatnosti dola-
zaka liftova.

Primjer 1.9. (Grupiranje podataka u k klastera)

Zadan je skup A = {a* € R": i =1,...,m}, a svakom njegovom elementu
a' pridrufena je odgovarajuca teFina w; > 0. Skup A treba grupirati u
1 < k < m nepraznih disjunktnih podskupova (klastera) 71, ..., 7. Pritome
elementi unutar nekog klastera trebaju biti sto slicniji, a razliciti klasteri sto
bolje razdvojeni. Kazemo da klasteri trebaju biti sto kompakiniji i sto bolje
medusobno razdvojeni.

Internu kompaktnost i medusobnu dobru razdvojenost klastera mozemo defini-
rati kao jedan od sljedec¢a dva problema globalne optirl?izacije:

(¢) argmin F({m,...,m}), F{m1,...,m}) = Z Z w;d(c(rm;),a),

{71'17...,7'rk} J:1 aiETrj
gdje su ¢(m),. .., c(m) centri klastera 7y, ..., 7 zadani s

¢(m;) € argmin Z d(z,a’), a d: R¥ x R¥ = R, neka kvazimetricka funkcija;

r€ CLiETFj

m
(i¢) argmin F(cyq,...,ck), F(er, ... ) = Zwl min d(c;,a’).
ClyeeesC = 1<i<k

(a) Geografske pozicije potresa (b) ContourPlot minimizirajuée funkcije (ii)

47F

E— T m R S 14 15 16 17 18 19 0
Slika 1.7: Seizmologka aktivnost na Sirem podrud¢ju Republike Hrvatske od 1900.
godine — vidi: http://earthquake.usgs.gov/earthquakes/eqarchives/epic/.

Na Slici 1.7a prikazane su tocke u Sirem podrucju Republike Hrvatske [43] u
kojima se od 1900. godine dogodio potres magnitude > 3, a na Slici 1.7b prikazan
je ContourPlot odgovarajuée minimizirajuce funkcije za spomenute podatke.


http://earthquake.usgs.gov/earthquakes/eqarchives/epic/.
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Primgjedba 1.2. Primijetite da je F': R¥® — R, opéenito nediferencijabilna,
nekonveksna simetri¢na funkcija od k£ x n nezavisnih varijabli. Kaze se da je
funkcija f: R™ — R simetri¢na ako vrijedi f(x1,...,2n) = f(@iy,...,xi,),
gdje je (ziy,...,x;,) proizvoljna permutacija od (x1,...,x,). Primjerice,
funkcija f: R? — R, f(x1,72) = 22 — 22122 + 3 je simetri¢na, ali g: R? —
R, g(x1,22) = 22 — 22 nije simetriéna funkcija. Ako prethodno navedeni
problem globalne optimizacije ima rjesenje, onda postoji barem k! razlic¢itih
tocaka globalnog minimuma.

Zadatak 1.15. Pokazite da je funkcija g: [0,11] x [0,11] = R, g(y1,y2) = —2(y} +
Y3) +2y1y2 cos Y1 cos ya [16] simetriéna. Primjenom programskog sustava Mathema-
tica nacrtajte njezin graf i ContourPlot. Ispitajte lokalne i globalne ekstreme ove
funkcije.

Primjer 1.10. (Segmentacija crno-bijele slike)

Neka je A = {a* € R:i = 1,...,262144} skup (konacni niz) realnih bro-
jeva koji predstavljaju tonove (gray levels) tocaka poznate crno-bijele slike
»FElaine” velicine 512 x 512 (Slika 1.8a).

Svakom podatku a’ € A pridruzena je tezina w; = 1. Skup A treba grupirati u
2, 41 8 klastera. Svakom klasteru pridruzit ¢emo njegov centroid, a nakon toga svim
tockama klastera gray level koji ima taj centroid. Tako dobivamo rekonstruirane
slike s 2, 4 1 8 tonova (vidi Slike 1.8b-d). U podnozju ovih slika prikazani su
histogrami tonova originalne slike i vrijednosti odgovarajucih centroida.

Primjer 1.11. (Segmentacija slike u boji (RGB zapis))
Sliku u boji ,,Lena” dimenzija 120 x 120, zadanu u RGB zapisu treba grupirati
u 2, 4 18 klastera.

RGB zapis slike podrazumijeva da je svaki piksel a’ predstavljen uredenom
trojkom podataka (R!(crvena-red), G(zelena-green), B?(plava-blue)). Skup A =
{a* € (R',G*,B%) € [0,1]>: i = 1,...,14400} sastoji se od podataka s tri atri-
buta s tezinama w; = 1. Rezultati dobiveni primjenom LS-kvazimetricke funkcije
drs(z,y) = ||z — y||3 prikazani su na Slici 1.9.
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(a) Original (275 KB)

(22 KB)

e
b

(c) k=4 (44 KB) (d) k =8 (72KB)

o4 o 0B 03 044051057 085 075 088

Slika 1.8: Originalna slika i njena segmentacija u 2, 4 ili 8 klastera.

a) Original (33.1 KB)

(b) k =2 (2.22KB) (c) k=4 (3.15KB) d) k=8 (4.12KB)

0.0 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
0.0 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
0.0 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Slika 1.9: Originalna slika i njena segmentacija u 2, 4 ili 8 klastera.



Ilustrativni primjeri 17

(a) k=2

Slika 1.10: Segmentacija “slike u boji” “Lena” dimenzija 120 x 120, koja je zadana
u HSI zapisu u k = 2 i k = 4 klastera po kombinaciji Intensity i Hue komponenti.

Zadatak 1.16. Odaberite proizvoljnu sliku u boji.

(a) Koristeéi moguénosti programskog paketa Mathematica odredite dimenzije i
RGB zapis odabrane slike.

(b) Primjenom Mathematica naredbe FindClusters[] napravite segmentaciju
slike u k = 2, 3 i 4 klastera, tako da svaki piksel a’ predstavite kao uredenu
trojku a* = (R*, G*, B*).

(¢) Pomoc¢u veze intenziteta piksela i komponenti R, G i B, odredite odgovara-
juéu monokromatsku (crno-bijelu) sliku. Primjenom Mathematica naredbe
FindClusters[] napravite segmentaciju slike u k = 2, 3 i 4 klastera, tako da
svaki piksel a’ predstavite s intenzitetom piksela %(Ri +G'+ BY). Usporedite
rezultate sa segmentacijama dobivenim pod (b).

Primjer 1.12. (Reprezentant podataka na jedini¢noj kruZnici)

Zadan je skup realnih brojeva ti,...,t,m € [0,27] s odgovarajuéim tezi-
nama wi, ..., wy > 0, pomoéu kojih gradimo skup tocaka A = {a‘(t;) =
(costi,sint;) € R%:t; € [0,27]} na jedinicnoj kruznici K = {(z,y) €
R?: 22 + y? = 1}. Treba odrediti tocku c*(t*) € K koja ée $to bolje re-
prezentirati skup tocaka A.

Udaljenost tocaka na kruznici moze se definirati na sljede¢i nacin

|t1—t2|, ako |t1—t2| Sﬂ',

(1.17)
2 — |t1 —t2|, ako |t1 —t2| > T

di (a(t1),b(t2)) = {

Zadatak 1.17. Pokazite da je funkcija di: A x A — R, zadana s (1.17) metrika.

Najbolji reprezentant skupa A s tezinama wy, . .., w,, > 0 u odnosu na metricku
funkciju dg rjesenje je problema globalne optimizacije

m

c*(t*) = argmin Y wid (c(t), a’ (t)), (1.18)
telo,2n] ;=
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odnosno ¢*(t*) € K je tocka globalnog minimuma funkcije F': [0, 27] — R

F(t) = Zwid;{(c(t),ai(t,;)). (1.19)

Na ovaj nac¢in moguce je prikazati i analizirati periodiéne podatke, kao primje-
rice (vidi [64]): vodostaj rijeke na nekom mjernom mjestu, temperatura zraka na
nekom mjernom mjestu, koli¢ina oborina (kiSa, snijeg, grad) na nekom mjernom
mjestu, itd.

Zadatak 1.18. Na osnovi podataka iz Osijeka od 1900. godine prikazite Burnov

dijagram [48] temperatura ispod 0°C, Burnov dijagram temperatura iznad 30°C i
Burnov dijagram oborina.

Zadatak 1.19. Zadan je skup A = {a’ € K;:i = 1,...,m} todaka na jedini¢noj
¢1-kruznici Ky = {z € R?: ||z||; = 1}.

(a) Definirajte udaljenost dg, (a,b) dviju tocaka a,b € K; na kruznici K7 uzimajuéi
u obzir oblik kruznice K;.

(b) Odredite reprezentant ¢* skupa tocaka A tako da bude

m

¢* = argmin E w;idg, (¢,a’),

ceK, i—=1
gdje su wy, ..., w, € Ry tezine podataka.
Isti problem rijeSite za skup tocaka A = {a’ € K:i = 1,...,m} na jedini¢noj

loo-kruzmici Koo = {z € R?: ||7]|0o = 1}.

Primjer 1.13. (Segmentacija slike u boji (HSI zapis))
U problemina segmentacije slike u boji se umjesto RGB zapisa u primjenama
cesto koriste i drugi zapist kao sto je primjerice HSI zapis, koji podrazumijeva
da je svaki piksel a* predstavljen uredenom trojkom (H* (hue), S (saturation,),
I (intensity)), pri cemu su S, I* € [0,1], a H' € [0, 27].

Veza izmedu RGB i HSI zapisa dana je sljedeéim relacijama:

=

1 1
Y 53 3 R
al=1 -3 -3||¢
Cy 0 —@ § B

[~ . o & Cy >,0

I—v _ 9 > arccos(<¢), 1>,

;S Oi + G, 2 — arccos(%), Ch <0.

Ponekad je u svrhu segmentacije dovoljno koristiti samo Hue komponentu. Pri

tome treba primijetiti da H; € [0, 27] ima cikli¢no svojstvo te je prilikom traZenja
optimalne particije potrebno koristiti kvazimetricku funkciju iz Primjera 1.12. U
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(a) Original

(b) Intensity (c) Hue (d) Hue i Intensity

Slika 1.11: Originalna slika i njena segmentacija u dva klastera po Intensity kom-
ponenti, Hue komponenti i kombinaciji Intensity i Hue komponente.

cilju dobivanja kvalitetnije segmentacije slike u HSI zapisu dobro je kombinirati
Hue i Intensity komponente, Sto dobro ilustrira primjer prikazan na Slici 1.11. Pri
tome je za grupiranje po Intensity komponenti koristena LS-kvazimetricka funkcija
drs(z,y) = (x —y)?. Na Slici 1.10 prikazana je segmentacija “slike u boji” “Lena”
dimenzija 120 x 120, koja je zadana u HSI zapisu u k = 2 i k = 4 klastera po
kombinaciji Intensity i Hue komponenti.

Primjer 1.14. (Najbolji LS-pravac)

Za dani skup A = {a' = (x4,y;):1 = 1,...,m} u ravnini treba odrediti
pravac u eksplicitnom obliku za koji se postize najmanja suma kvadrata ver-
tikalnih odstupanja.

Trazeni je pravac najbolji LS-pravac y = k*x + [*, takav da funkcija

m

Frs(k,0) = (yi — ki — 1) (1.20)
i=1

m
postize najmanju vrijednost, odnosno tocka (k*,1*) € argmin 5. (y; — kx; — 1)? je
(k,1)ER? i=1
globalni minimizator funkcije Fg. Primijetite da se ovdje radi o problemu globalne
optimizacije kvadratne funkcije dviju varijabli.
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Koristenjem svojstva linearnosti aritmeticke sredine, prema Primjeru 1.5, str.9,

vrijedi

m m

S (i — ki) — 1)? Z — ka;) = (y — kz))*,

i=1 i=1
gdje za zadani k € R, broj y—kz predstavlja aritmeticku sredinu podataka (y; —kzx;),
i = 1,...,m. Nadalje, rastavljanjem sume na dio u kojemu se pojavljuju apscise
podataka x; koje su jednake x i dio u kojemu se ovakve apscise ne pojavljuju te
koristenjem ponovo Primjera 1.5, str.9, dobivamo

i((yi — ki) = 1)* = i((w —7) = k(z; — 2))*
:;i(yl 9%+ ;_(a;i—mf (g;fg, k)
23+ By (2=2-1)", (2
gdje je

* = 2y1y* L x;, —x)(y; — ¥y
M= Z .%‘}c—l‘ 2 Z z;—7T Zi(l‘k—j)Q mgr( i )(yl y)

Optimalna vrijednost koeficijenta [ tada je [* =y — k*x.

Zadatak 1.20. Rijesite prethodni problem uz pretpostavku da je svakom podatku
a’ pridruZena tezina w; > 0. Objasnite znadenje formule (1.21).

Primjer 1.15. (Najbolji LAD-pravac)

Za dani skup A = {a' = (z;,y;): i =1,...,m} s teinama wy, ..., wy, > 0

treba odrediti pravac u eksplicitnom obliku za koji se postize najmanja suma

apsolutnih vertikalnih odstupanja (Least Absolute Deviations (LAD)).
Trazeni je pravac najbolji LAD-pravac y = k*x + [*, takav da funkcija

Frap(k,1) = szm— =1 (1.22)

u tocki (k*,1*) postize najmanju vrijednost, odnosno tocka (k*,1*) = argmin Y w;
(k,l)ER? i=1

ly; — kx; — ] je globalni minimizator funkcije Fr,ap. Primijetite da se ovdje radi o

problemu globalne optimizacije nediferencijalne funkcije dviju varijabli.

Primjer 1.16. Promatrajmo skup A = {(z;,y;) € R*: i =1,...,m}. Po-

datke éemo konstruirati na sljedeéi nacin. Neka je m = 10, x; = i/10,

yi = f(xi) + &4, gdje je f(x) = 3x + 2, a g; pseudoslucajan broj generiran
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iz normalne distribucije s ocekivanjem 0 i varijancom 0.5. U skup A uvest
cemo jedan jako strseci podatak (outlier) ym,, = 1 (vidi Sliku 1.12). Ko-
ristenjem nize navedenog Mathematica-programa potrazimo najbolji LAD i
najbolji LS pravac.

In[1]:= Am = 10; SeedRandom[7] ; flx_] := 3 x + 2
x = Table[i/10., {i, m}];
y = f[x] + Table[Random[NormalDistribution[0, .5]], {i, m}];
y[ml] = 1;
pod = Table[{x[[i]], y[[ill}, {i, m}]
slpod = ListPlot[pod, PlotStyle -> {PointSize[.03], Opacity[.91}];
slp = Plot[f[t], {t, O, x[[m]1}];
(* Najbolji LAD pravac *)
min = NMinimize[Total[Abs[y - a x - bl], {a, b}];
{a1, b1} = {a /. min[[2]], b /. min[[2]]}
slpl = Plot[al t + b1, {t, O, x[[m]]}, PlotStyle -> {Red}];
(* Najbolji LS pravac *)
min = NMinimize[Total[Abs[y - a x - b]~"2], {a, b}];
{a1, b1} = {a /. min[[2]], b /. min[[2]]}
slp2 = Plot[al t + bl, {t, 0, x[[m]]}, PlotStyle -> {Green},
PlotLegends -> LineLegend[{Blue, Red, Green},
{"0riginal", "LAD", "LS"}1];
s12 = Show[slpod, slp, slpl, slp2, ImageSize -> Small]

Rezultati su vidljivi na Slici 1.12. Primijetite da najbolji LAD pravac
ignorira outlier i vrlo dobro rekonstruira originalni pravac, dok suprotno
tome, outlier jako utjece na najbolji LS pravac.

5
[ )
4 /
3 . S — Oiriginal
2 — LAD
1 ° LS

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 1.12: Rekonstrukcija pravca kao najboljeg LS i najboljeg LAD pravca

Zadatak 1.21. Pokazite da se u Primjeru 1.15 ne moze postupiti kao u Primjeru 1.14.
Obrazlozite svoju tvrdnju!

Zadatak 1.22. U radu [55] predlozena je ,,Two Points Method” za rjesavanje pro-
blema iz Primjera 1.15. Izradite Mathematica-modul za Two Points Method i tes-
tirajte ga na nekoliko primjera.

Primjer 1.17. (Najbolji TLS-pravac)

Za dani skup A = {T; = (x;,9;) € R?: 4 = 1,...,m} s odgovarajuéim
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teZinama wy, ..., w, > 0 treba odrediti pravac p u ravnini tako da suma

kvadrata euklidskih o udaljenosti tocaka T; do pravca p bude minimalna.
Opéenito, pravac p je oblika ax + by + ¢ = 0, a® + b? # 0, a euklidska

udaljenost tocke T; = (z;,y;) do pravca p zadana je s (vidi primjerice [30, 31])

ez + by; + ¢
Vaz+ b2
Pravac za koji je suma kvadrata euklidskih udaljenosti minimalna u literaturi

se naziva ,the best Total Least Squares Line” (TLS), a dobiva se kao rjeSenje
sljedeéeg nelinearnog problema globalne optimizacije:

da(T;, p)

n 2 (ax; + by; + c)?
argmin Z w;drs(T;, p) = argmin Z w; 55
p =1 a,b,c€R =1 a+ b

Opéi pravac u ravnini mozemo zapisati s
ar +by+c=0, a2 +b% =1,

pa se prethodni problem transformira na sljede¢i problem uvjetnog ekstrema:

m
argmin Z wi(ax; + by; + 0)2.
a?+b?2=1,;,

Osim toga, lako je pokazati da najbolji TLS-pravac mora proéi centroidom
podataka ¢* = (zp,yp) (vidi Zadatak 1.23), pa prethodni problem mozemo
jos pojednostaviti

m
argmin Z wi(a(x; — xp) + by; — yp))z‘
a?+b2=1,

Ovdje se radi o problemu globalne optimizacije nelinearne, ali diferen-
cijalne funkcije dviju varijabli s ogranicenjima. U radu [45] ovaj problem
rjesava se trazenjem svojstvenog vektora koji odgovara manjoj svojstvenoj
vrijednosti odgovarajuée kovarijacijske matrice (vidi takoder [74]).

Zadatak 1.23. Pokazite da najbolji TLS pravac prolazi centroidom skupa podataka.

Primjer 1.18. (Najbolji OD-pravac)

Za dani skup podataka A = {a' = (z;,y;) € R%:i=1,...,m} s odgovaraju-
éim teZinama wi, . . ., Wy, > 0 treba odrediti pravac p u ravnini tako da suma
euklidskih £o udaljenosti tocaka T; do pravca p bude minimalna.
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Pravac p je oblika ax + by +c = 0, a® +b*> = 1. U literaturi se takav pra-
vac naziva ,the best Orthogonal Distance line” (OD), a rjesenje je sljedeéeg
nelinearnog problema globalne optimizacije:

argmin f: w;da(T;, p) = argmin f: w lai + by; + |
W2\ L4, = ]
p i=1 ‘ ’ a,b,ceR i=1 ! V a2 + b2

m
= argmin Z w;|laz; + by; + ¢|.
a?+b%2=1 ;1

Primijetite da se ovdje radi o problemu globalne optimizacije nelinearne
nediferencijabilne funkcije triju varijabli s ograni¢enjima koji se opéenito ne
moze eksplicitno rijesiti.

Primjer 1.19. Za podatke iz Primjera 1.16 potrazit éemo najbolji TLS i
najbolji OD pravac. Pri tome éemo koristiti niZe navedeni Mathematica-
program.

In[1]:= (* Najbolji OD pravac *)
min = NMinimize[Total[Abs[k x + 1 - y]/Sqrt[k~2 + 1]], {k, 1}];
{a1, b1} = {k /. min[[2]], 1 /. min[[2]]}
slpl = Plot[al t + b1, {t, 0, x[[m]]}, PlotStyle -> {Red}];
(* Najbolji TLS pravac *)
min = NMinimize[Total[Abs[k x + 1 - y]72/(k"2 + 1)1, {k, 1}];
{a1, b1} = {k /. min[[2]], 1 /. min[[2]]}
slp2 = Plot[al t + bl, {t, 0, x[[m]]}, PlotStyle -> {Green},
PlotLegends -> LineLegend[{Blue, Red, Green},
{"Original", "OD", "TLS"}1];
Print [Show[slpod, slp, slpl, slp2, ImageSize -> Small]]

5

[ ]
. /
3 . >, —— Oiriginal
2 — OD
1 ° TLS
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Slika 1.13: Rekonstrukcija pravca kao najboljeg OD i najboljeg TLS pravca

Rezultati su vidljivi na Slici 1.13. Primijetite da najbolji OD pravac
ignorira outlier i vrlo dobro rekonstruira originalni pravac, dok suprotno
tome, outlier jako utjeCe na najbolji TLS pravac.

Primjer 1.20. (Nelinearni problem najmanjih kvadrata)
Za dani skup A = {a* = (x;,y;): i = 1,...,m} treba odrediti optimalne



24 Globalna optimizacija

parametre b* i ¢* eksponencijalne model-funkcije f(t;b,c) = be, tako da
suma kvadrata izmgjerenih od teoretskih vrijednosti bude minimalna (vidi
Sliku 1.14).

Slika 1.14: Podaci i najbolja LS-eksponencijalna model-funkcija

LS-optimalni parametri b* i ¢* eksponencijalne model-funkcije f(¢;b,c) = be
mogu ali i ne moraju postojati (vidi [29]). Ako postoje, odredit éemo ih tako da
potrazimo globalni minimizator funkcije

m
F(b,c) =Y (be™ —y,)*,
i=1

tj. (b*,¢*) € argmin F(b,c). Primijetite da se u ovom slucaju radi o problemu
(b,c)ER?
minimizacije ,, glatke” (viSestruko derivabilne) funkcije dviju varijabli.

Kao $to smo to uradili u slucaju trazenja najboljeg pravca, i u slucaju trazenja
,hajbolje eksponencijalne funkcije” mozemo primijeniti neki drugi pristup.

Brojne druge primjere optimizacijskih problema iz prakti¢nih istraziva-
nja mozemo nadi kod [1, 2, 37, 52].

1.3 Konveksne funkcije

Za funkciju f: D — R, D C R", promatrajmo optimizacijski problem de-
finiran u t.1, str.1. U nastavku navodimo definicije konveksnog skupa i
konveksne funkcije te dajemo odgovarajuée karakterizacije (vidi primjerice
[7, 20, 28]).
Definicija 1.3. KazZemo da je skup D C R"™ konveksan ako je za sve x,y € D,
ar + (1 —a)y € D za svaki o € [0,1]. Za funkciju f: D — R, definiranu
na konveksnom skupu D C R™ kaZemo da je konveksna ako za sve x,y € D
vrijedi

flaz+(1—a)y) < af@)+(1—a)f(y), Yael,1. (123

Ako u prethodnoj nejednakosti vrijedi znak ,<” za svaki o € (0,1) i x # y,
onda kazZemo da je funkcija f strogo konveksna.
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U sljede¢im lemama navedena su neka vazna svojstva konveksnih funkcija
[3, 7, 20, 25].
Lema 1.1. Neka je f: D — R, konveksna funkcija definirana na konveks-
nom skupu D C R™. Onda vrijedi:

(i) nivo-skup (level-set) Dy(f) = {z € D: f(z) < A} je konveksan skup
za svaki A € R;

(ii) ako je D otvoren skup, onda je funkcija f neprekidna na D.
Lema 1.2. Neka je f: [a,b] — R konveksna derivabilna funkcija. Tada:
(i) f(u)> f(v)+ f'(v)(u—v), Yu,v€la,b] (gradijentna nejednakost)

(ii) Derivacija f' ne opada na la,b.

Dokaz. U svrhu dokaza tvrdnje (i) nejednakost (1.23) zapisimo u obliku

af(u) = f(v+a(u—v)) = (1 -a)f(v),
sto nakon dijeljenja s a mozemo zapisati kao:

flota(u-v)) - f{v)

alu —v)

flu) = fv) + (u—w).

Za o — 0+ dobivamo nejednakost (i).

Dokazimo tvrdnju (ii). U gradijentnoj nejednakosti (i) varijable u i v su
ravnopravne. Zamijenimo li ih, iz (i) dobivamo f(v) > f(u) + f'(u)(v — u).
Zbrajanjem ove nejednakosti s gradijentnom nejednakosti (i) dobivamo

(f'(u) = f'(v)) (u—v) >0,
iz Cega slijedi trazena tvrdnja (vidi takoder Zadatak 1.24). O

Zadatak 1.24. Pokazite da je funkcija f: [a,b] — R rastuéa onda i samo onda ako
vrijedi
(2 — x1)(f(22) — f(21)) 20, Vi, 22 € [a,b], 11 < 22,

a da je padajuca onda i samo onda ako vrijedi
(22 —21)(f(z2) — f(21)) <0, V1,22 € [a,b], 21 < 22

Tvrdnje sljede¢ih zadataka u sebi sadrze nekoliko kriterija konveksnosti,
ovisno o pretpostavkama koje funkcija zadovoljava.
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Zadatak 1.25. Neka je f: D — R konveksna derivabilna funkcija definirana na
otvorenom konveksnom skupu D C R. Dokazite da ako je z* € D takav da je
f'(z*) =0, tada je z* globalni minimizator funkeije f.

Zadatak 1.26. Neka je f: D — R dva puta derivabilna funkcija definirana na otvo-
renom konveksnom skupu D C R. Dokazite:

(a) Funkcija f je konveksna ako i samo ako je f”(x) > 0 za svaki x € D.
(b) Ako je f”(x) > 0 za svaki z € D, onda je f strogo konveksna.

(c) Na primjeru funkcije f: R — R, f(z) = 2* pokazite da obrat tvrdnje pod (b)
ne vrijedi.

Konveksnost minimizirajuée funkcije znacajno pojednostavljuje optimi-
zacijski problem zbog cinjenice da lokalna optimalnost rjesenja garantira
globalnu optimalnost o ¢emu govori sljedeca lema.

Lema 1.3. Neka je f: D — R konveksna funkcija definirana na konveksnom
skupu D C R™. Ako je x* lokalni minimizator funkcije f, tada je x* i globalni
minimizator funkcije f.

Dokaz. Ako je x* lokalni minimizator funkcije f na D, onda postoji okolina U (z*) C
D od x* takva da je f(z) > f(z*) za sve z € U(z*). Za proizvoljnu tocku y € D
mozemo odabrati a < 1 dovoljno blizu 1 tako da je z = az* + (1 — a)y € U(x™*).
Zbog konveksnosti od f

af(@)+ (1 -a)f(y) = f(z) = f(z7),

iz ¢ega slijedi f(y) > f(z*). Kako to vrijedi za proizvoljni y € D, x* je globalni
minimizator. O

Zadatak 1.27. Pokazite da je funkcija Fy: R? — R definirana u Primjeru 1.15 ko-
nveksna.

Zadatak 1.28. Dokazite da je konveksna funkcija f : [a,b] — R neprekidna u svim
unutras$njim tockama intervala [a, ] i da ima konacne derivacije slijeva i sdesna, pri
¢emu vrijedi f(z—) < f'(z+), = € (a,b).

Uputa: Dokazati da vrijedi

fw) = flu=7) _ f) = fu—h) _ fush) = @) _ flu+7) = ()
T - h - h - T ’
(1.24)
gdjeje0<h<T7; u,uxr,uthé€]la,bl.
Zadatak 1.29. Pokazite da za konveksnu funkciju f : [a,b] — R vrijedi
Fu) = f0) _ fw) = 0) _f@ ) s

u—v w—"v w—u
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Koji je geometrijski smisao ovih nejednakosti ?

Uputa. Iskoristiti konveksnost funkcije f i zapis u = av+(1—a)w, gdje je v < u < w,
a=2= " ac(0,1).

w—uv’

Zadatak 1.30. Dokazite da ako je f : [a,b] — R konveksna funkcija, onda vrijedi
f(u) > f(v) + ’Yn(u - U)7 Vu € [CL, b]avv € (av b)a (126)

gdje je v, € R proizvoljni broj takav da je f/(v—) < v, < f/'(v+).

Uputa. Iskoristiti nejednakost (1.24) razmotrivsi slucajeve u > v i u < v i nejedna-
kost f'(v—) < f'(v+).

Zadatak 1.31. Dokazite da je x* € [a,b] tocka minimuma konveksne funkcije f :
[a,b] — R onda i samo onda ako je f'(z*+) > 01 f'(z*—) < 0. Specijalno, ako
f'(z*) postoji i ako je x* € (a,b), onda je f'(x*) = 0.

Uputa. U (1.26) stavite 7, = 0.

Zadatak 1.32. Dokazite da je derivabilna funkcija f : [a,b] — R konveksna onda i
samo onda ako njezina derivacija f’ ne opada na [a,b] (vidi Lemu 1.2).

Zadatak 1.33. Dokazite da ako je funkcija f : [a,b] — R monotono rastuéa, a
z : [e,d] = [a, b] konveksna, onda je f oz : [¢,d] — R konveksna.

1.4 Kvazikonveksne funkcije

Kao sto smo vidjeli iz Leme 1.3, konveksne funkcije imaju svojstvo izrazito
korisno u optimizaciji, a koje glasi da je svaki lokalni minimizator funkcije
(ako postoji) ujedno i globalni minimizator te funkcije. U mnogim optimi-
zacijskim problemima pojavljuju se funkcije koje imaju slicno svojstvo, a
pri tome nisu konveksne. Prirodno je postaviti pitanje moze li se oslabjeti
zahtjev na konveksnost funkcije, a da se zadrzi neki oblik ovog svojstva. S
tim ciljem uvodimo sljedeéu definiciju.

Definicija 1.4. Funkcija f : D — R, D C R" je kvazikonveksna na konvek-
snom skupu D ako za sve x,y € D vrijedi

flaz + (1= a)y) < max{f(z), f(y)}, Veel0,1]. (1.27)

Ako wu (1.27) wvrijedi stroga nejednakost za o € (0,1) i x # y, onda kaZemo
da je f strogo kvazikonveksna na D (vidi [46]).

Primjedba 1.3. Primijetite da je svaka monotona funkcija ujedno i kvazi-
konveksna. Kao primjer razmotrite monotono rastuéu funkciju z — In(z)
i monotono padajuéu funkciju x — —In(x), obje definirane na segmentu
[0.5,2] (vidi Sliku 1.15).
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(a) x — In(x) (b) © — —In(x)

Slika 1.15: Kvazikonveksne funkcije

2

)
D=
/

Sljedec¢a lema daje jedan praktican kriterij za ispitivanje kvazikonveks-
nosti neke funkcije.

Lema 1.4. Funkcija f : D — R je kvazikonveksna na D onda i samo onda
ako je za svaki A € R nivo-skup Dy = {x € D: f(x) < A} konveksan.
Dokaz. (Nuznost) Pretpostavimo da je funkcija f: D — R kvazikonveksna i doka-
zimo da je za proizvoljni A € R skup D, konveksan.

Neka su z,y € Dy. To znadi da je f(z) < i f(y) < A. Kako je f kvazikonvek-
sna, za proizvoljni « € [0, 1] vrijedi

flaz+ (1 —a)y) <max{f(z), f(y)} <A,

iz ¢ega zakljucujemo da je ax + (1 — a)y € Dj.

(Dovoljnost) Pretpostavimo da je za proizvoljni A € R skup D, konveksan i
dokazimo da je tada funkcija f: D — R kvazikonveksna.

Za proizvoljne z,y € D definirajmo Ag = max{f(x), f(y)}. Tada su z,y € D,,,
a kako je D), konveksan, onda je az + (1 — )y € D, Ya € [0,1], iz ega slijedi

flaz+ (1 —a)y) < Ao =max{f(z), f(y)}. =

Primjedba 1.4. Primijetite da vrijedi [3, 46]:

(i) Svaka konveksna funkcija f je kvazikonveksna, ali obrat ne vrijedi. S
druge strane, kvazikonveksna funkcija ne mora biti konveksna. Primje-
rice, na osnovu Leme 1.1, nije tesko vidjeti da su funkcije f : (0, c0) —
R zadane s f(z) =Inz te g: [-1,1] = R, g(x) = V22 kvazikonveksne,
ali nisu konveksne.

(ii) Ako su funkcije f;, i = 1,...,m, kvazikonveksne na D, onda je i funk-
cija f(z) = max fi(x) takoder kvazikonveksna na D.
i=1,....m
(iii) Kvazikonveksna funkcija ne mora biti neprekidna. Primjerice, funkcija
f:R—= R, f(x) = signz je kvazikonveksna na R, ali nije neprekidna.
Primijetite takoder da ova funkcija nije strogo kvazikonveksna.
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Primjer 1.21. Promatramo sljedece funkcije (vidi Sliku 1.16)

e x € [-1,0] _a?, r € [-1,0)
fl(x)_{z—(x—n?, ze (0,1 fQ(x)_{Q—(a:—l)Q, z e [0,1]

22 +1, x € [—1,0]

x?, x € [-1,0]
f3(x) = { ) f4($) = 17 HS (07 1)
2—(z—1)% x€(0,1.5] (@22 relL2

Funkcija f; je strogo kvazikonveksna funkcija za koju je argmin fi(z) = {0}.
z€[—1,1]
Funkcija fo je strogo kvazikonveksna funkcija za koju vrijedi argmin fo(z) = 0.
z€[—1,1]
Funkcija f3 nije kvazikonveksna funkcija, dok je f; kvazikonveksna, ali ne i strogo
kvazikonveksna funkcija. Nadalje, lokalni minimizator funkcije f4 svaka je tocka iz
intervala [0, 1), ali niti jedna od tih todaka nije globalni minimizator. Njezin globalni
minimizator je argmin fy(x) = 2* = 1, a globalni minimum iznosi f4(z*) = 0.
z€[—1,2]

a) x — fi(x b) x — fa(x ¢)x— f3(x d) x — fa(z)

Nt

1 1 2

Slika 1.16: Kvazikonveksne funkcije

Primjer funkcije f4 pokazuje kako se moze dogoditi da lokalni minimi-
zator kvazikonveksne funkcije nije ujedno globalni minimizator, odnosno da
tvrdnja iz Leme 1.3 ne vrijedi opéenito za kvazikonveksne funkcije. Medu-
tim, analogna tvrdnja moze se dokazati uz nesto jacu pretpostavku na skup
lokalnih minimizatora funkcije f.

Lema 1.5. Neka je f: D — R, D C R" kvazikonveksna funkcija definirana
na konveksnom skupu D. Ako je x* strogi lokalni minimizator funkcije f,
tada je x* strogi globalni minimizator funkcije f.

Dokaz. Ako je z* strogi lokalni minimizator funkcije f na skupu D, onda
postoji otvoreni skup U(z*) oko tocke z* takav da je f(z*) < f(x), za
svaki x € U(x*) N D i x # x*. Pretpostavimo da z* nije strogi globalni
minimizator od f na D, odnosno da postoji T € D, T # x* i f(T) < f(z*).
Zbog kvazikonveksnosti funkcije f vrijedi

FOZ + (1= Na") < max{f(z), f(+")} = f(z")
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za svaki A € [0, 1]. Za dovoljno maleni A € [0,1] dobivamo AT + (1 — \)z* €
D NU(z*), sto je u kontradikeiji s pretpostavkom da je x* strogi lokalni
mimimizator funkcije f. O

Zadatak 1.34. Je li zbroj dviju kvazikonveksnih funkcija takoder kvazikonveksna
funkcija ? Za podatke (t;,v;), i = 1,...,m, funkcija ¢ — |et — ;| je kvazikonvek-
sna. Je li i sljedeéa funkcija kvazikonveksna (vidi Sliku 1.17):

m

F(ec) = Z leti —y;| ?

i=1

(a) e let —yi],i=1,2,3

02 04 06 08 10 02 04 06 08 10

Slika 1.17: Funkcija F(c) = Y | — y;]
i=1

Zadatak 1.35. Provjerite koje su od ovih funkcija konveksne, a koje kvazikonveksne:
(a’) fl:[avb]%Rv fl(x):x27

() f2:la,b] = R, fo(x) = |z| + = +signz,
(€ f3:[L2] =R, f3(2) =z,

(d) gl;[a,bHR,gl(x){ |_””1| S
© milatl R ={ 7 20
(1 02> Ral ={ 7 2R

Zadatak 1.36. Provjerite svojstvo konveksnosti i kvazikonveksnosti sljedeéih funk-
cija

(@) fi:la,0] =R, fi(z) =a" + 3z,

(b) f2 : (0700)_>R7 f2($):_e_x7

© Js: 10,3 > R fole) =
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Zadatak 1.37. Kako treba prosiriti funkciju f(z) =
ona bude

elTlQ-H u tocki zg = 0 tako da

(a) strogo kvazikonveksna na [0, 1],
(b) strogo kvazikonveksna na [—1, 1],
(¢) strogo kvazikonveksna na [—1,0]?

Zadatak 1.38. Kako treba prosiriti funkciju

T, z >0
f(x)_{—x—&-A, <0

u tocki zg = 0 tako da ona bude

(a) strogo kvazikonveksna na [0, 1],
(b) strogo kvazikonveksna na [—1, 0]
(c) strogo kvazikonveksna na [—1, 1]
(d) strogo kvazikonveksna na [a, b] za proizvoljne a,b € R?
Razmotrite slucajeve: A =0,+1,—1.

)
)

Zadatak 1.39. Ako su funkcije f1, fa strogo kvazikonveksne na [a, ], jesu li takve i
funkcije f1+ fa, f1 — f2, f1- f2 te f1/f2 pod pretpostavkom da su dobro definirane ?

Zadatak 1.40. Neka je f: D — R, D C R derivabilna funkcija na otvorenom ko-
nveksnom skupu D. Pokazite da je tada f kvazikonveksna na D ako i samo ako za
svaki z,y € D vrijedi

fw) < f(z) = f'(z)(y—2z) <0.

Zadatak 1.41. Neka je f: R — R dva puta derivabilna funkcija. Dokazite da je f
kvazikonveksna ako i samo ako za svaki x € R

f@)=0= f"(x) = 0.

Zadatak 1.42. Provjerite je li funkcija f: (0,00)? = R, f(x1,72) = —x122 kvaziko-
nveksna.

Zadatak 1.43. Neka je funkcija f: R™ — R definirana s F(z) = max{i: x; # 0} i
f(0) = 0. Pokazite da je f kvazikonveksna.
Zadatak 1.44. Provjerite jesu li sljedeé¢e funkcije kvazikonveksne.
a) f:D—-R,D={zreR": 'z +d >0} zadana s
alz+b
o) =rva
gdje su a, b, c,d € R™.
b) f: D—=R, D={xeR": ||z —a|z <|z—0b|2} zadana s
f(z)

_ e —alls
fe—oll2”

gdje su a,b € R".
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1.4.1 Unimodalne funkcije

U slucaju funkcija jedne varijable pojam ,stroge kvazikonveksnosti” u lite-
raturi se moze pronadi i pod nazivom ,unimodalne funkcije” (vidi primjerice

[25, 46]).

Definicija 1.5. [25] Kazemo da je funkcija f : [a,b] — R unimodalna ako

postoji x* € [a,b] takav da je f(x*) = m[inb] f(x), a za proizvoljne a < x1 <
z€la,
To < b vrijedi

r9 < 2% = f(21) > f(22),
x* <xp = f(x2) > f(x1).

Primgjedba 1.5. [25]

(i) Uo¢imo da svojstvo unimodalnosti povlaéi da je funkcija f strogo pa-
dajuéa na [a,z*] i strogo rastuéa na [z*,b] dok u tocki x* postize
globalni minimum.

(ii) Svaka je strogo monotono rastuca (padajuéa) funkcija f : [a,b] — R
unimodalna.

(iii) Strogo konveksna funkcija je unimodalna.
(iv) Unimodalna funkcija ne mora biti neprekidna.

(v) Ako je f : [a,b] — R unimodalna funkcija i [a1,b1] C [a,b], onda je
f /[a17b1] unimodalna funkcija na [a1, b1].

(vi) Ako je f : [a,b] — R unimodalna funkcija, 2* = argmin f(z) i ako je
z€[a,b]
a < x1 < x2 < b, onda vrijedi

Zadatak 1.45. Neka za funkciju f : [a,b] — R postoji * = argmin f(x). Pokazite
z€(a,b]

da je tada funkcija f strogo kvazikonveksna na [a,b] onda i samo onda ako je

unimodalna.
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1.5 Diferencijabilne funkcije

Ako se moze pretpostaviti da je promatrana funkcija diferencijabilna, pristup
rjeSavanju optimizacijskog problema moze se preciznije postaviti. Svojstvo
diferencijabilnosti funkcije ima posebno veliki znacaj u karakterizaciji lokal-
nog minimizatora funkcije te kod konstrukcije iterativne numericke metode
za rjeSavanje optimizacijskog problema. U nastavku navodimo definiciju i
neka vazna svojstva diferencijabilnih funkcija.

Definicija 1.6. [46] KaZemo da funkcija f : D — R, D C R™ u tocki
x € int D diferencijabilna ako postoji a € R" takav da za svaki h € R™ vrijedi

lim f(z+th) — f(x) —ta”h _

lim ; 0. (1.28)

Ako za h redom uzmemo j-ti koordinatni vektor e/, dobivamo

lim flx+ted) — f(x) — ta;
t—0 t

=0.

Dakle, komponente vektora a parcijalne su derivacije a; = %f—fc_) =0;f(x).
J
Ako je funkcija f diferencijabilna u tocki x € intD, onda ¢emo derivaciju

funkcije f u tocki x = (x1,...,7,)T € intD oznadavati s
, 0 0
@) = (D, )~ i), o),

a gradijent funkcije f u tocki = s

grad f(z) = Vf(z) = f'(2)".

Nadalje, drugu derivaciju (Hessian) funkcije f u tocki = (ako postoji) ozna-
cavat ¢emo s

a’;ﬂ;) o 8321“(;33) )
3 z10xn O f(z
R S I B )
9% f(x) 9% f(x) LiOT;
Oxrn0x1 02z,

Prisjetimo se kako skup svih p-puta neprekidno diferencijalbilnih funkcija
f: D — R, DCR" oznacavamo s CP(D).
Ako je f € CP(D) te x + ah € D za a € [0,1], onda za nju vrijedi
Taylorova formula (vidi primjerice [46, 71]). Specijalno, za p = 1,2 vrijedi
fl@+h) = f(z) = (V@) h+o(|h]), p=1,

flx+h) = f@) = (V@) h+ %hTVQf(x)h +o(nl?),  p=2.
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Definicija 1.7. KaZemo da je x* € D C R"™ stacionarna tocka funkcije
f:D— R ako je Vf(x*)=0.

Sljededi teorem daje vezu izmedu stacionarne tocke i lokalnog minimiza-
tora neke funkcije (vidi primjerice [25, 46, 69, 71]).
Teorem 1.1. [25] Neka je D C R™ otvoren skup. Ako je x* € D lokalni
minimizator funkcija f € CY(D), onda je x* stacionarna tocka funkcije
f. Ako je dodatno f € C*(D), onda je Hessian pozitivno semidefinitan (s
oznakom Hy(x*) > 0).

Ako je x* € D stacionarna tocka funkcije f € C*(D), a Hessian Hf(z*)
pozitivno definitan, onda je x* strogi lokalni minimumizator funkcije f na
D.



Poglavlje 2

Klasicne metode optimizacije

Primjeri navedeni u prethodnom poglavlju ilustriraju da je tesko ocekivati
postojanje jedne optimizacijske metode koja bi jednako uspjesno rjesavala
optimizacijski problem u svim uvjetima. Iz tog razloga, pri izboru optimiza-
cijske metode kljucno je iskoristiti sve dostupne informacije o optimizacijskoj
funkciji i strukturi njene domene.

U ovom poglavlju navest ¢emo neke klasi¢ne optimizacijske metode koje
se najcesce srecu u literaturi [5, 7, 20, 25, 46, 62, 65, 71]. Promatrat ¢emo
samo problem minimizacije jer, kao $to smo spomenuli u uvodu (vidi t.1.1,
str.2), problem maksimizacije lako se svodi na problem minimizacije. Kod
tih metoda posebno vaznu ulogu ima svojstvo konveksnosti i diferencijabil-
nosti minimizirajuée funkcije.

2.1 Metode spusta za konveksne funkcije

Minimizacijski problem vrlo ¢esto ne mozemo rijesiti egzaktno te ga u tom
sluc¢aju nastojimo rijesiti nekom iterativnom numerickom metodom. U itera-
tivnim metodama obi¢no polazimo od neke aproksimacije z* za koju zelimo
odrediti vektor p* # 0 te ay, > 0 tako da vrijedi

fla® +app®) < fl@*), k=0,1,....
Na taj nacin dobivamo niz aproksimacija
k+1

M = 2P g, (2.1)

gdje p* € R” zovemo vektor smjera, a aj > 0 duljina koraka u smjeru p¥.
Ako u nekoj iteraciji nismo u moguénosti pronaéi vektor smjera i duljinu

35
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koraka s kojim mozemo smanjiti vrijednost funkcije f, za ocekivati je da
je iterativni postupak pronasao stacionarnu tocku funkcije f. Ako je uz to
funkcija f konveksna, toc¢ka koju smo na taj nac¢in odredili ujedno je globalni
minimizator funkcije f (vidi Lemu 1.3, str.26).

Primijetite da ako vektor smjera normiramo ||p*|| = 1, onda oy predstav-
lja udaljenost tocaka zFt! i zF. Sljedeéa lema pokazuje kako treba birati
vektor smjera p* i duljinu koraka oy, kako bismo postigli sniZenje vrijednosti
minimiziraju¢e funkcije.

Lema 2.1. [{6] Neka je funkcija f: D — R diferencijabilna u nekoj tocki
z € int (D) konveksnog skupa D C R™ i neka je (Vf(z))T p < 0 za neki
p € R". Tada postoji § > 0 takav da je

flx+ap) < f(x), Vae(0,0).

Dokaz. Definiramo pomo¢nu funkciju ¢ : [0, +00) — R, ¢(a) = f(z + ap),
za koju je

@ﬂnzhmwﬁw—ww):hmf@+am—f@)

a—0 o a—0 [e%

= (Vf(2)" p.

Kako je (Vf(a:))Tp < 0, postoji realan broj 6 > 0 takav da je x + ap € D i
é(f(x+ap)—f(x))<02a sve a € (0,0). ]

Prema Lemi 2.1, ako je vektor smjera iz totke ¥ u tocku z**' dobro
definiran ((Vf(z*))Tp* < 0), onda se u iterativnom procesu (2.1)

2F = g 4 ph

uvijek moze odabrati duljina koraka aj > 0 tako da f(x**1) < f(2%). Za
to postoje brojne metode (vidi [5, 20, 46, 65]).

Razlicite strategije izbora vektora smjera p; vode ka razli¢itim optimi-
zacijskim metodama o kojima ¢emo nesto reé¢i u nastavku.

2.1.1 Koordinatna relaksacija
Metoda zapocinje izborom onog baznog vektora e € {e!,...,e"} za koji je

(VI Tell = max |(Vf(h)Tell

=1,...,

Primijetite da je (V f(2%))Te? = (f/(2%));. Sukladno Lemi 2.1, vektor smjera

pF izabrat éemo izmedu vektora {e’, —e'} za koji je

(V)T <o0.
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Umjesto ortonormiranih baznih vektora {e!,... e}, u metodi mozemo ko-
ristiti neke druge bazne vektore iz R". Metoda ima nisku brzinu konvergen-
cije i koristi se za odredivanje pocetne aproksimacije za neku drugu itera-
tiviu metodu [46].

2.1.2 Gradijentna metoda

Za vektor pF := —V f(z*) vrijedi
(Vf(")T PP = =(Vf(=")TV (") = —[IVF(")]? < 0.

Zato sukladno Lemi 2.1, kao vektor smjera ima smisla izabrati ovakav vektor
p* koji odreduje gradijentnu metodu. U literaturi (vidi primjerice [10, 20, 46])
ova metoda naziva se jo§s i Metoda najbrzeg spusta. Gradijentna metoda
sporo konvergira — ima linearnu brzinu konvergencije [7, 10, 20, 46].

2.1.3 Newtonova metoda za minimizaciju bez ogranicenja

Za vektor p* := —[V2f(2F)] 71V f(2¥) vrijedi
(VST P = (V" )TV (@)Y fh),

$to je negativno ako je V2 f(2*) pozitivno definitna matrica (u tom slucaju
je i [V2f(2%)]~! pozitivno definitna). Zato sukladno Lemi 2.1, kao vektor
smjera ima smisla izabrati ovakav vektor p¥.

U cilju izbjegavanja numeric¢ki nestabilnog izracunavanja inverzne ma-
trice [V2f(2¥)] 7", iterativni postupak uvijek se definira na sljedeéi nacin:

Rl = gk sk g0 e R,
gdje je s* rjesenje jednadzbe

V2 f(a*)s = =V f(").

Ovako definirana metoda poznata je kao Newtonova metoda za minimi-
zaciju bez ogranicenja [7, 10, 20, 46]. Primijetite da se ovaj iterativni pos-
tupak potpuno podudara s Newtonovom metodom za rjesavanje jednadzbe
V f(xz) = 0 (vidi primjerice [62, 65]).
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Algoritam 1 (Newtonova metoda)

Input: f: R” — R;

Input: 2° € R*; ¢ > 0; It, k= 0;
{U¢itati funkciju, po¢etnu aproksimaciju, to¢nost i maksimalno dozvoljeni broj
iteracija;}

1: while ||V f(2*)|| > e and k < It do

2: Rijesi sustav V2 f(z¥)s = =V f(z¥) i rjesenje oznadi sa s*;
3: Stavi zFtt = 2% + 5% k=k+1,

4: end while

Output: {k,z*+1}

Primjer 2.1. Promatramo funkciju f: R — R zadanu s (1.12) iz Pri-
mjera 1.2, str.7, ¢iji je graf prikazan na Slici 2.1a. Na Slici 2.1b prikezana
je restrikcija minimizirajuce funkcije f na interval [—1,1.5], a na Slici 2.1¢c
vidi se da ta restrikcija nije konveksna. Zato ce trebati jos suziti interval
promatranja.

Newtonovom metodom minimizacije potrazit ¢emo lokalni minimum ove funk-
cije na intervalu [—1,1.5]. Uz odabir podetne aproksimacije zo = 0.6, dobivamo
niz aproksimacija (vidi Tablicu 2.1) u kojima funkcija f prima padajuéi niz vrijed-
nosti. Vrijednost derivacije f'(xz3) = 0.09 pokazuje da smo se veé u treéoj iteraciji
priblizili to¢nosti na jednu decimalu, a u cetvrtoj iteraciji to¢nosti na 4 decimale.
Vrijednost derivacije funkcije u nekoj aproksimaciji moze samo sugerirati da smo
blize ili dalje od trazene tocke minimuma, ali ne moze to i garantirati. Drugi in-
dikator toc¢nosti aproksimacije je medusobna udaljenost susjednih aproksimacija,
ali naravno, ni to nije garancija to¢nosti aproksimacije. Egzaktni kriteriji to¢nosti
aproksimacije obi¢no su toliko slozeni da se u prakti¢nim primjenama rijetko koriste
(vidi primjerice [10]).

(a) Minimizirajuéa funkcija f  (b) Restrikcija funkcije f (c) f" na [-1,1.5]
100 60
40 60
50 40
20 20
4 2 o 2 a4 -0 05 00 05 10 15 -0 05 | 05 1R 15

Slika 2.1: LS udaljenost tocke T, do parabole ¢

Uz pocetnu aproksimaciju xg = .8, i f(zg) = 47.66 u sljedecoj aproksimaciji
dobivamo: 1 = —2.078, i f(x1) = 61.564, dakle vrijednost funkcije ne opada.

Zato u Algoritam 1 ukljucujemo izracunavanje duljine koraka:
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T flzk)  f'(xk)

.6 35.922  55.173
-0.718  18.339  29.641
-0.094 11.638  11.022
-0.242  10.819 0.093
-0.243  10.819  0.00002

=W N = O | 3

Tablica 2.1: Newtonova metoda minimizacije

Algoritam 2 (Izbor duljine koraka)
Input: f: R" - R; s € R
Input: ¥ e R"; 7€ (0,4); v € (0,1); A=1;
{U¢itati funkciju, k-tu aproksimaciju i parametre 7, v, Anin;

1: Rijesiti sustav: V2f(2F)s = —V f(2*) i rjesenje oznaciti sa s*;
2: while f(z% + \s%) — f(aF) > 72 (Vf(xk))T -sF and X > A\in, do
3: A=AV
4: end while
Output: ),

Nakon toga, u Algoritmu 1 Korak 3: zamijenimo s
3: e =2k LA k=k+1

Ovako redefinirani Algoritam 1 u literaturi se naziva Newtonova metoda s regula-
cijom koraka.

U tom slucaju iterativni proces uz pocéetnu aproksimaciju xo = .8 daje niz
aproksimacija u kojima funkcija f postize opadajuce vrijednosti, a veé¢ u trecoj
iteraciji postize tocnost na jednu decimalu (vidi Tablicu 2.2).

T flze)  fl(ze) e

.8 47.664 61.564
-0.639 16.143  25.630
-0.160 11.071  6.099
-0.242 10.819  0.050

W N = O
— = o

Tablica 2.2: Newtonova metoda s requlacijom koraka

Primjer 2.2. Promatramo funkciju [61] f: R? — R, f(z1,79) = 223 +
1173 + 523 + 23 [61], &iji su gradijent i Hessian

vf(‘rlva) - |: 2-132‘1‘2331332 ) \Y% f(xlva) - 2.132 2+2$1 . (22)
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MoZze se pokazati da ova funkcija ima cetiri stacionarne tocke: S1 = (—g, 0),
Sy = (—-1,-2), S3 = (—1,2), Sy = (0,0), ¢ da u tocki Sy postize lokalni
maksimum, u tocki Sy lokalni minimum, a So © S3 su sedlaste tocke.

U t.6.2.1, str.123 opisani su Mathematica-moduli Newton i NewtonKorak koji
implementiraju Newtonovu metodu (Algoritam 1) te Newtonovu metodu uz izbor
duljine koraka (Algoritam 2). Obje varijante Newtonove metode zahtijevaju poz-
navanje gradijenta i Hessiana minimiziraju¢e funkcije. Programski sustav Mathe-
matica omogucava simbolicko racunanje derivacija funkcija koriStenjem naredbe D.
Tako primjerice izraze (2.2) mozemo jednostavno dobiti sljede¢im naredbama:

In[1]:= Clear[x1, x2];
flx1_, x2_] := 2*x173 + x1*x272 + 5*x172 + x272;
D[f[x1, x2]1, {{x1, x2}}]

OQut[1]:= {10 x1 + 6 x172 + x272, 2 x2 + 2 x1 x2}

In[2]:= D[f[x1, x2], {{x1, x2}}, {{x1, x2}}]
Out[2]:= {{10 + 12 x1, 2 x2}, {2 x2, 2 + 2 x1}}

Dobivene izraze moguce je direktno iskoristiti za definiranje gradijenta i Hessiana
kao funkcija argumenta (1, 22), $to je i napravljeno u modulima opisanim u t.6.2.1,
str.123.

Newtonov iterativni postupak (Algoritam 1) uz izbor duljine koraka (Algori-
tam 2) i podetnu aproksimaciju zo = (0,2) prikazan je na Slici 2.2. Veé nakon tri
iteracije dobivamo aproksimaciju stacionarne tocke Sy, u kojoj funkcija f postize
lokalni (ujedno i globalni) minimum.

-1
-2 (<

-25-20-15-1.0-05 00 0.5 1.0

N

-

o

Slika 2.2: Trazenje tocke minimuma Newtonovom metodom

Zadatak 2.1. Newtonovom metodom odredite tocku maksimuma funkcije iz Pri-
mjera 2.2.

Zadatak 2.2. Odredite prve tri aproksimacije minimuma funkcije f(x) = 23 —42+5
na intervalu [0, 2] uz podetnu aproksimaciju 2° = 2 koristenjem Newtonove metode.
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Zadatak 2.3. Odredite prve tri aproksimacije minimuma funkcije f(x) = 23 —42+5
na intervalu [0, 2] uz poéetnu aproksimaciju 2° = 0.5 koristenjem Newtonove metode
s izborom duljine koraka (za parametre uzmite 7 = 0.25 i v = 0.5).

Zadatak 2.4. Newtonovom metodom odredite prve tri aproksimacije minimuma funk-
cije F(x,y) = * + y* + y? uz pocetnu aproksimaciju (z°,4°)7 = (0.5, —0.5)T.
Zadatak 2.5. Newtonovom metodom s izborom duljine koraka odredite prve tri aprok-

simacije minimuma funkcije F(z,y) = e® + z* + y* uz podetnu aproksimaciju
(2°,y%)T = (0.5, -0.5)T (za parametre uzmite 7 = 0.25 i v = 0.5).

2.1.4 Kvazi-Newtonova metoda

Za vektor p* := —B~'Vf(2*), gdje je B > 0 pozitivno definitna matrica
koja ,nalikuje” na V2 f(z"), vrijedi

(Vi) pb = ~(V () B'V (") < 0.

Zato sukladno Lemi 2.1, kao vektor smjera mozemo izabrati ovakav vektor
smjera "

U ovisnosti o izboru matrice B dobivamo poznate kvazi-Newtonove me-
tode: Broyden Method, Davidon—Fletcher—Powell Method (DFP), Broyden—
Fletcher—Goldfarb—Shano Method (BFGS)), itd (vidi [20, 62, 65]).

2.2 Nelder-Meadova metoda

Analizirat ¢emo takoder jednu lokalnu metodu za trazenje minimuma realne
funkcije f : R™ — R koja je u literaturi poznata kao Nelder-Meadova me-
toda. Ime je dobila po po svojim autorima R. Nelderu i J. A. Meadu koji su
metodu objavili 1965. godine u radu [44]. Metoda je jednostavna i u mnogim
sluc¢ajevima vrlo efikasna, posebno u malim dimenzijama. Nelder-Meadovu
metodu moguce je primijeniti na funkciju za koju je dovoljno poznavati is-
kljucivo vrijednosti u svim tockama domene. Nazalost, u velikim dimenzi-
jama metoda se ne pokazuje efikasnom (vidi primjerice [36, 52, 67]), osim
toga, opcenito ne postoji dokaz konvergencije ove metode. U radu [36] dani
su uvjeti konvergencije za specijalni tip funkcije u jednoj i dvije dimenzije.
Iz metodickih razloga posebno éemo analizirati samo metodu za funkcije
dvije varijable.

2.2.1 Nelder-Meadova metoda za funkcije dviju varijabli

Pretpostavimo da je zadana funkcija f: R? — R. Promatrajmo trokut
ANABC C R? s vrhovima A = (x1,v1), B = (z2,42) i C = (23,y3). Bez
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smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je

f(A) < f(B) < F(C).

Pri tome ¢emo tocku A zvati najbolji vrh, tocku C' najlosiji vrh, dok ¢emo
tocku B zvati drugi najlosiji vrh.

C A

Slika 2.3: Trokut AABC (lijevo) i njegova refleksija (sredina) i ekspanzija (desno)

Osnovna ideja jedne iteracije Nelder-Meadove metode sastoji se u tome
da trokut AABC zamijenimo novim trokutom u ¢ijim vrhovima funkcija f
postize manju vrijednost od one koja se postize u vrhovima trokuta AABC.
U tu svrhu centroid vrhova A i B ozna¢imo s M = 3(A+ B). Potom najlogiji
vrh C preslikajmo centralno-simetri¢no u odnosu na tocku M. Na taj nacin
dobivamo vrh

R=M+(M-C)=2M—-C=A+B-C.

Transformaciju koja trokut AABC' preslikava u trokut AABR zvat ¢emo
refleksija trokuta (vidi Sliku 2.3). Pri tome nas zanima je li f(R) < f(A),
odnosno je li vrh R bolji od najboljeg vrha A?

e Ako je odgovor pozitivan, nasluéujemo da se kre¢emo u pravom smjeru
te se u istom smjeru pomaknemo do tocke

E=R+(R-M)=2R—M =2A+2B-2C—-1A-1B=3A+3B-2C.

Transformaciju koja trokut AABC preslikava u trokut AABE zovemo
ekspanzija trokuta (vidi Sliku 2.3). Tocku C' zamijenit ¢emo tockom FE
ako je f(E) < f(R), odnosno to¢kom R ako je f(E) > f(R).

e Ako je odgovor negativan, odnosno ako je f(R) > f(A), tocku R uspo-
redujemo s drugom najlosijom tockom B, odnosno postavljamo sljedece
pitanje: je li f(R) < f(B)?
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(1) Ako je odgovor pozitivan, tocku C' zamjenjujemo tockom R.
(2) Ako je odgovor negativan, postavljamo novo pitanje: je li f(R) <
f(e)y?
(2a) Ako je odgovor pozitivan, tocku C' zamjenjujemo tockom R te
definiramo novu tocku

P=M+iR-M)=M+iR=34+3B-1C.
(2b) Ako je odgovor negativan, definiramo novu toc¢ku
P=M-iM-C)=imM+ic=1A+iB+1C

Transformaciju koja trokut AABC preslikava u trokut AABP zo-
vemo kontrakcija trokuta (vidi Sliku 2.4).

Slika 2.4: Kontrakcija trokuta (lijevo i u sredini) i njegovo skracivanje (desno)

Konacno, pitamo se je li f(P) < f(C).

(2¢) Ako je odgovor pozitivan, tocku C' zamjenjujemo tockom P.

(2d) Ako je odgovor negativan, definiramo H = (A + C) te tocku
B zamijenimo s M, a tocku C zamijenimo s H.

Transformaciju koja trokut AABC preslikava u trokut AAM H zo-
vemo skradivanje trokuta (vidi Sliku 2.4).
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refleksija
. . da ne
ekspanzija refleksija

c=Lta+c
C:=P -*%( +C)
B:=3(A+B)

kontrakcija T

_________ ) skrac1van_]e

KRAJ
A,B,C

Slika 2.5: Dijagram toka za Nelder-Meadovu metodu u R?

Iteracije Nelder-Meadovog algoritma ponavljaju se dok se ne zadovolji
neki kriterij zaustavljanja. Jedna moguénost kriterija zaustavljanja moze
biti udaljenost najbolje tocke do tezista trokuta AABC, odnosno algoritam
se ponavlja dok god je d (A, %(A + B+ C’)) > ¢, gdje su d : R? — [0, 00)
neka funkcija udaljenosti te € > 0 unaprijed zadana tocnost.

U t.6.2.2, str.126 opisana je uporaba Mathematica-modula NelderMead
koji implementira Nelder-Meadovu metodu za funkcije dviju varijabli na os-
novu Algoritma 3. Modul ima i moguénost grafickog prikaza transformacija
trokuta koje se primjenjuju u iteracijama algoritma (vidjeti Primjer 6.3,
str.126).
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Algoritam 3 (Nelder-Meadov algoritam za funkcije dviju varijabli)

Input: f, A= (z1,y1), B = (22,92), C = (x3,¥3)
1: poredaj A, B, C tako da je f(A) < f(B) < f(C)

2: M = 3(A+ B) //centroid dobre strane
3: R=M+ (M —C)=2M — C //refleksija
4: if f(R) < f(A) then
5: E =R+ (R— M)=2R— M//ekspanzija
6: if f(F) < f(R) then
7 C=F
8: else
9: C=R
10: end if
11: else
12: if f(R) < f(B) then
13: C=R
14: else
15: if f(R) < f(C) then
16: P =M + (R — M)//kontrakcija
17: else
18: P =M — (M — C)//kontrakcija
19: end if
20: end if
21: if f(P) < f(C) then
22: CcC=P
23: else
24: B = (A + B)//skraéivanje
25: C = 1(A+ C)//skrac¢ivanje
26: end if
27: end if

Output: A, B, C

Zadatak 2.6. Zadan je trokut AABC' s vrhovima A = (5,1), B=3,4) i C = (1,2).
Odredite vrhove trokuta nastalih refleksijom, ekspanzijom, unutarnjom i vanjskom
kontrakcijom te skrac¢ivanjem trokuta AABC.

Zadatak 2.7. Za funkciju f: R? — R, f(z1,22) = max {|z1 + 222 — 4|, |21 — 22|}
provedite prve dvije iteracije Nelder-Meadove metode tako da krenete od trokuta s
vrhovima

=(

A 370)73:(033)’0:(070)3
A=(3,2),B=(1,3),C = (3,4).

U svakoj iteraciji odredite aproksimaciju minimuma kao vrijednost funkcije u cen-
troidu trenutnog trokuta.
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2.3 Kvadratne interpolacijske metode za jednodi-
menzionalnu minimizaciju

Pretpostavimo da je zadana funkcija f: R — R koja u toc¢ki z* € R pos-
tize lokalni minimum. U nastavku éemo opisati jednu klasu metoda za
numericko odredivanje tocke lokalnog minimuma poznatu kao kvadratne in-
terpolacijske metode. Zajednic¢ko kvadratnim interpolacijskim metodama je
interpolacija funkcije f kvadratnom funkcijom u jednoj, dvjema ili trima toc-
kama. Tada se umjesto trazenja tocke lokalnog minimuma funkcije f trazi
tocka globalnog minimuma kvadratne funkcije te se postupak uz odredena
pravila iterativno nastavlja. U sluc¢aju interpolacije u jednoj tocki dobivamo
najcesée koristenu Newtonovu metodu ili Metodu jedne tocke, dok u sluca-
jevima interpolacije u dvjema odnosno trima tockama, dobivamo Metodu
dvije tocke, odnosno Metodu tri tocke. Ako je funkcija f konveksna i ako
ima tocku lokalnog minimuma, onda spomenute metode pronalaze globalni
minimum.

2.3.1 Newtonova metoda — metoda jedne tocke

Ovdje ¢emo pretpostaviti da je funkcija f dva puta neprekidno derivabilna.
Neka je zadana tocka xg € R, za koju pretpostavljamo da lezi dovoljno blizu
tocke minimuma x* koju zelimo odrediti. Funkciju f u okolini tocke xg
aproksimirat ¢emo kvadratnom funkcijom g : R — R, g(x) = az? + Bz + 1,
pri ¢emu koeficijente «, 8,y odredujemo iz sljede¢ih uvjeta:

g(wo) = ag + Bro + 7 = f(z0) = fo,
g (x0) = 2axg + B = f(x0) = f), (2.3)
g"(x0) = 200 = f"(z0) =: f.
Rjesavanjem sustava (2.3) dobivamo:
a=3f), B=Ffo—firo, 7= fo—axf— B

Umjesto trazenja tocke lokalnog minimuma funkcije f potrazit ¢emo tocku
u kojoj se postize globalni minimum njezine aproksimacije g. Kako je g
kvadratna funkcija, njezin globalni minimum postize se u tocki

I
T= g TR0

odakle dobivamo rekurzivnu formulu na kojoj se temelji poznata Newtonova
metoda: ,
fx

mk_H:mk—f— k=0,1,..., (2.4)

"
k
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pri ¢emu su f; = f'(xy) te f == f"(zx), k=0,1,....

U udzbenicima iz numeric¢ke analize mogu se pronadi teoremi o konver-

genciji Newtonove metode te njezinoj brzini konvergencije. S obzirom na to
da je rije¢ o standardnim rezultatima, sljedeci teorem navodimo bez dokaza.
Iskaz i dokaz ovog teorema s nesto blazim uvjetima na funkciju f mozemo
nadi u [62].
Teorem 2.1. Neka je f: R — R tri puta neprekidno diferencijabilna funk-
cija. Ako je x* € R stacionarna tocka takva da je f"(xz*) # 0, onda postoji
d > 0 takav da za svaki xg € (x* — d,2* + 0) niz (x) zadan rekurzivno sa
(2.4) konvergira prema x* kvadratnom brzinom konvergencije.

Primijetimo da je za primjenu rekurzivne formule (2.4) dovoljno da funk-
cija ima drugu derivaciju. Medutim, kako bi se dokazao prethodno navedeni
teorem o konvergenciji te brzini konvergencije, postavljen je zahtjev da je
funkcija tri puta neprekidno derivabilna. Situacija u kojoj su za primjenu
metode potrebni blazi uvjeti, dok su za bilo kakav teorijski rezultat potrebni
puno jaci uvjeti, vrlo je ¢esta u numerickoj analizi.

U sljedeé¢im pododjeljcima analizirat ¢emo metode za koje nije potrebno
izrac¢unavanje druge derivacije, ve¢ samo vrijednost prve derivaciju ili samo
vrijednost funkcije. Smanjenje zahtjeva na funkciju ocekivano ¢e rezultirati
smanjenjem brzine konvergencije odgovarajuce metode.

2.3.2 Metoda dvije tocke
Metoda I

Neka su g, z1 € R, 29 # x1 dvije tocke za koje su poznate vrijednosti f(xg),
f'(xo) 1 f'(z1), pri éemu dodatno pretpostavljamo da je f'(zg) # f'(z1).

(a) Prva aproksimacija (b) Prve tri aproksimacije

7

Slika 2.6: Graf funkcije f i kvadratnih interpolacijskih funkcija

U tom slucaju mozemo potraziti kvadratnu interpolacijsku funkciju g: R —
R oblika g(z) = ax?® + Bz + 7, a,,7 € R, sa sljedeéim svojstvima (vidi
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Sliku 2.6):

9(z0) = axd + Bxo + v = f(wo) =1 fo,
g (z0) = 2axo + B = f'(x0) =: fo, (2.5)
g (x1) =20z + B = f'(z1) = fi.

Rjesavanjem sustava linearnih jednadzbi (2.5) dobivamo

x1 fb — o f!
o= fl fO ﬁ: 1f0 Ofl7 ,,Y:fo_axg_ﬁxo'
2(z1 — xp)’ T1 — T

Kvadratna funkcija g postize globalni minimum u tocki

T=—-—=T0— fo

2 f 1 f 0
Opéenito, dobivamo rekurzivnu formulu

Tk — Tk—1

T4+l = Tk—1 — fk 1 k:1727"'7 (26)
fr = T

pri ¢emu su f} = f'(z), k=0,1,....

Algoritam 4 (Metoda dvije tocke)

Input: f,xzp,21,¢

fo = f'(xo), f1 = f'"(21)

—_

2. T =ux9— %fé
3: while |f'(Z)| < e (ili dok nije zadovoljen neki drugi kriterij zaustavljanja) do
4: o =21, 1 = T
5: fo= (o), fi = [f(z1)
6: T =xy— xo xl fO
7: end while
Output: 7

U sljedeé¢em teoremu odgovaramo na pitanje konvergencije i brzine ko-
nvergencije iterativnog postupka Algoritma 4 (vidi [68, 72]).
Teorem 2.2. Neka je f: R — R tri puta neprekidno diferencijabilna funk-
cija. Ako je x* € R stacionarna tocka takva da je f"(x*) # 0 i f"(x*) #0,
onda postoji 6 > 0 takav da za svaki xg,x1 € (2% — d,2* + 0), o # x1,
niz (xy) zadan rekurzivno s (2.6) konvergira prema x*, pri cemu je brzina
konvergencije metode r = 1+—2‘/5 ~ 1.618.
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1z iterativne procedure (2.6) proizlazi Algoritam 4. Uoc¢imo da smo u Al-
goritmu 4 naveli kriterij zaustavljanja, prema kojemu algoritam staje kada je
derivacija funkcije f u trenutnoj aproksimaciji manja od unaprijed zadanog
broja € > 0. U literaturi postoje i drugi kriteriji zaustavljanja, ali buduéi
da zahtijevaju posebnu analizu i obrazlozenja, ovdje ih neéemo razmatrati.

Metoda II

U ovom pododjeljku kratko ¢emo opisati jos jednu Metodu dvije tocke. Slicno
kao i u prvoj metodi, pretpostavimo da su xg, x1 € R, xg < x1 dvije razlicite
tocke za koje su poznate vrijednosti f(zg), f(z1) te f'(xo), pri emu je
f(xo) # f(z1). U tom slucaju trazimo kvadratnu interpolacijsku funkciju
g: R =R, g(x) = ax® + Bz + 7 sa sljedeéim svojstvima:

g(xo) = aad + Bro +v = f(x0) =: fo,
g(x1) = aat + Bxy +v = f(z1) = fi, (2.7)
g (z0) = 2axo + B = f'(z0) =: fp.

Rjesavanjem sustava (2.7) dobivamo

_ fo—f1—f{(xo—x1)

_(-'50_5171)2 ’

8= f6+2$0f0—f1—f6(900—961)

(m0_$1)2 9

(67

v = f(xo) — axf — Buo,
odakle slijedi rekurzivna formula:

(Th—1 — k) fr_
Th+1 = Tk—1 — 1 fk—fkk—ll . (28)

k—1 Tp—Tl—1

Za metodu koja se zasniva na iterativnoj proceduri (2.8) po uzoru na dokaz
Teorema 2.2 moze se pokazati analogna tvrdnja.
Zadatak 2.8. Metodom dvije tocke odredite aproksimaciju minimuma funkcije f(z) =

2% — 42 + 5 koriStenjem kriterija zaustavljanja iz Algoritma 4 uz ¢ = 0.005. Upo-
trijebite obje varijante metode.

2.3.3 Metoda tri tocke

Neka je f: R — R neprekidna funkcija koja opcéenito ne mora biti deriva-
bilna. Kao i do sada, s x* oznac¢imo nepoznatu tocku u kojoj se postize
lokalni minimum funkcije f. Odaberimo tri medusobno razli¢ite pocetne
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aproksimacije g,z 1 z2 i to tako da su tocke (zo, f(z0)), (z1, f(z1)) te
(22, f(z2)) nekolinearne te da vrijedi

min z; < 2* < max ;.
i=0,1,2 i=0,1,2

U tom slucaju postoji jedinstveni interpolacijski polinom g drugog stupnja

koji prolazi kroz te tri tocke te glasi:

(x — a1)(z — 22) (z — 2o)(z — x2) (z — xo)(z — 21)
+ 1+

T — x1)(T0 — T2) (1 — 20) (21 — 22) (22 — 20) (22 — 21)

g(.l‘) = ( f27
gdje su f := f(zx),k = 0,1,2. Sli¢no kao i kod prethodnih metoda, umjesto
tocke u kojoj se postize lokalni minimum funkcije f trazimo tocku u kojoj
se postize globalni minimum kvadratne funkcije g. Nije tesko vidjeti da iz
¢'(z) = 0 dobivamo

(fo — f1)(x1 — x2)(z2 — 20)
(w1 — x2) fo + (2 — x0) f1 + (0 — 1) fo

Iz formule (2.9) proizlazi metoda kod koje polazeéi od trojke tocaka xg, x7 i
9 dobivamo novu to¢ku z. U svakoj od tako dobivenih ¢etvorki toc¢aka izra-
¢unamo vrijednost funkcije f te medu njima biramo one tri tocke Zg, 1, T2
u kojima je vrijednost funkcije najmanja. Postupak nastavljamo sve dok
se ne zadovolji neka unaprijed zadana to¢nost. Cijeli postupak opisan je u
Algoritmu 5.

Vrijedi sljededi teorem, ¢iji iskaz i dokaz mozemo naéi primjerice u [72].

f:%(x()—l-:]}l)—l-% (29)

Teorem 2.3. Neka je f : R — R Cetiri puta neprekidno derivabilna funkcija.
Ako je x* € R stacionarna tocka takva da je f"(xz*) # 0, f"(x*) # 0 ¢
(%) # 0, onda postoji & > 0 takav da za svaki xo,x1, 9 € (x* — §, 2% +
8), x; # xj, @ # j, Algoritam 5 konvergira prema x*, pri cemu je brzina
konvergencije metode r = 1.32.

Analogno kao i do sada u svrhu dokaza teorema potrebno je postaviti
znatno jaci zahtjev na funkciju f od onoga koji je potreban za provodenje
Algoritma 5.

Zadatak 2.9. Zadana je konveksna funkcija f € C*([a,b]) koja u tocki £ € [a,b]
postize jedinstveni globalni minimum. Neka su xzg, 21, 22 € [a,b] tri razli¢ite tocke
za koje su poznate vrijednosti f(xg), f(x1) te f'(z2).

(a) Odredite kvadratnu interpolacijsku funkciju g : [a,b] — R, g(z) = ax®+ Bx+~
sa sljede¢im svojstvima:

g(xo) = flzo) =: fo, glx1) = flz1) =2 fi, ¢'(x2) = f'(x2) =: fo.
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Algoritam 5 (Metoda tri tocke)

Input: f, e, xo, 21,22 (uz uvjet min{zg, 1,22} < 2* < max{wg,x1,z2})

L: f0=f(930)7f1=f(331)7£2 Zf{((xz) . :
=1 1 Jo— r1—T2)(T2—T
L= 5(%@ + xl) +3 (961*m[;foi(lefxoﬁflJf(ﬁo(im)fz

if (T —20)(T —x2) > 0 then
goto Korak 8

else
goto Korak 9

end if

Konstruirati novu trojku {zg, z1, 22} iz xg, 21, x2 i T za koje je vrijednost funk-

cije f najmanja i goto Korak 1

9: if |T — z1] < € then

10: goto Korak 13

11: else

12: goto Korak 8

13: end if

Output: 7

(b) Odredite tocku u kojoj funkcija g postize globalni minimum.

(¢) Na osnovi (b) predlozite iterativnu formulu koja ée konvergirati jedinstvenom
globalnom minimumu funkcije f.

2.3.4 Numericki primjer

U ovom ¢emo odjeljku pomocu jednog jednostavnog numerickog primjera
ilustrirati efikasnost prethodno navedenih metoda te potvrditi teorijske re-
zultate koji se odnose na brzinu konvergencije pojedine metode. Proma-
trajmo u tu svrhu funkciju f: R — R zadanu formulom

— 2 61 ,.2 43 .3 1.4

Graf funkcije f prikazan je na Slici 2.7.

-1 1 3 4 6
-10

Slika 2.7: Graf funkcije f
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Nije tesko vidjeti da funkcija f u tocki * = 4 postize lokalni minimum,
koji je ujedno i njezin globalni minimum. Svaku od prethodno opisanih me-
toda primjenjujemo na funkciju f uz pocetne aproksimacije xg = 1.5,21 = 3
i g = 6. Kriterij zaustavljanja definiramo tako da algoritam staje ako je
|z — 4| < e, gdje je ¢ > 0 unaprijed zadana to¢nost. Pri tome za razli¢ite
e € [1078,0.01] odredujemo broj iteracija koji je potreban da bi se odgova-
rajuci algoritam zaustavio. Pocetne aproksimacije odabrane su tako da sve
metode konvergiraju.

Na Slici 2.8 prikazan je broj iteracija za Metodu jedne tocke- Newtonovu
metodu (NM), Metodu dvije tocke (MDT) i Metodu tri tocke (MTT) u ovisnosti
o parametru €. Kako je i o¢ekivano, na Slici 2.8 vidimo da NM treba najmanje
iteracija, MDT nesto viSe, dok MTT treba znacajno najvise iteracija kako bi se
zadovoljila zadana to¢nost.

20}

Broj iteracijazaMTT

15+

Broj iteracijazaMDT

Broj iteracijazaNM
101 o) )

S O S S Y EE S S
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Slika 2.8: Broj iteracija za Newtonovu metodu (NM), Metodu dvije tocke (MDT) i
Metodu tri tocke (MTT)



Poglavlje 3

Jednodimenzionalna
minimizacija strogo
kvazikonveksnih funkcija

U Poglavlju 1.4 uveli smo pojam kvazikonveksne funkcije, a u Lemi 1.4,
str.28 naveli smo operativni kriterij za ispitivanje kvazikonveksnosti neke
funkcije. Dalje ¢emo se baviti strogo kvazikonveksnim funkcijama. Kazemo
da je funkcija f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna ako za sve z,y € [a,b],

(z # y) vrijedi
flax + (1 = a)y) <max{f(z), f(y)}, Va e (0,1),

a za svaki A\ € R nivo-skup D, je konveksan. Tocka z* € argmin f(x) strogo
z€[a,b]
kvazikonveksne funkcije tocka je globalnog minimuma te funkcije.

3.1 Metoda tangenti za konveksnu derivabilnu funk-
ciju
Za konveksnu derivabilnu funkciju moze se konstruirati jednostavan algori-

tam za trazenje njenog globalnog minimuma. Podsjetimo se kako je funkcija
f ¢ [a,b] — R konveksna ako vrijedi

flaou+(1—a)w) <af(u)+(1—a)f(v), Yu,v € la,b], VYaec]l0,1]. (3.1)

Detaljnije o pojmu konveksnosti pogledajte u t.1.3, str.24. Primijetite da
u ovom poglavlju govorimo o Metodi tangenti za konveksnu diferencijabilnu
funkciju jer je konveksna funkcija posebni slucaj kvazikonveksne funkcije.

93
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Ovdje ¢emo koristiti svojstvo konveksne derivabilne funkcije f : [a,b] —
R da njena tangenta t(z) = f(xo) + f'(z0)(z — x¢) u proizvoljnoj tocki zy €
[a, b] lezi ispod grafa te funkcije (vidi Sliku 3.1), tj. vrijedi tzv. ,gradijentna
nejednakost” (vidi takoder Lemu 1.2, str.25)

f(l‘) 2 f(:EO) + f’(l’o)(x - :Eo), Vr € [a” b]

~

{F------\-

| m

Slika 3.1: Tlustracija gradijentne nejednakosti

Neka je f : [a,b] — R konveksna derivabilna funkcija. Za fiksni ug € [a, b]
definiramo funkciju

A(’U,, UO) - f(uo) + f/(u())(u - u0)7 u € [a7 b] (32)

Zbog svojstva (i) iz Leme 1.2 vrijedi f(u) > A(u,up), Vu € [a,b]. Nize
navodimo odgovarajuéi algoritam, ¢iju implementaciju mozemo vidjeti u
t.6.3.1, str.131.

Funkcija P, neprekidna je po dijelovima linearna funkcija, ¢iji je graf
sastavljen od dijelova tangenti na graf funkcije f. Zato ovu metodu zovemo
Metoda tangenti.

Primjer 3.1. Metodu tangenti ilustrirat cemo na primjeru minimizacije
funkcije f : [~1,1] = R, f(z) = 13 + 18z + 372? — 223 — 62* + %xG koja
predstavlja lokalnu LS-udaljenost tocke do kubne parabole (vidi Primjer 1.2,
str.7 i Primjer 6.5, str.132). Primijetite da je ovako definirana funkcija
konveksna i derivabilna.

Na Slici 3.1 dana je ilustracija Algoritma 6 primjenom Mathematica-modula
MeTang (vidi t.6.3.1, str.131), a u Tablici 3.1 moZe se detaljnije pratiti iterativni
postupak. Globalni minimum postize se u tocki u* = —0.243094.

Primjedba 3.1. Niz slomljenih pravaca (P,) definiranih u Algoritmu 6 ima
svojstva analogna svojstvima koja su navedena u Lemi 4.1, str.76 u Metodi
Pijavskog:

(i) Py(u) < Pyg1(u), Yu € [a,b] i Yn =0,1,... (monotoni rast)
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Algoritam 6 (Metoda tangenti)

Input: f, ug € [a, b
1: Definirati A(u, ug) = f(uo) + f'(uo)(u — ug);
2: Odrediti u; = argmin A(u,ug) (O¢igledno je uy = a ili u; = b);
u€la,b]
3: Provijeriti je li f/(u1) # 0 [ako je f'(u1) = 0, onda funkeija f u tocki uj postize
minimum]
4: Definirati A(u,uy) i Pr(u) = max Au,uy);

5: Odrediti ug = argmin P (u);
u€la,b]
6: Uz pretpostavku da su évorovi ug, 1, ..., u, (n > 2) poznati, provjeriti je li
' (un) # 0 [ako je f'(u,) = 0, onda funkcija f postize minimum u tocki uy,];
7: Definirati

P,(u) = max A(u,u;) = max {A(u,u,), Po—1(u)}; (3.3)

1=0,...,n

©

8: Odrediti u, 41 = argmin P, (u)

u€la,b]
n=1 n=2 n=3 n=4
50 50 50 p 50&
30 30 | / 30
N N .
105 05 1 -1-05 05 1 1-05 05 1 -1-05 05 1

Slika 3.2: Ilustracija Metode tangenti za funkciju iz Primjera 3.1

n 1 2 3 4 5
Un -1 -0.078 -0.464 -0.266 -0.172
f(un) 28.25 11.825 12.545 10.838 11.006

|u* —un| 0.757 0.165 0.221 0.023 0.071

Tablica 3.1: Prvih 5 iteracija Metode tangenti na Primjeru 3.1

(ii) Pp(u) < f(u), Yu € [a,b] i ¥Yn =0,1,... (ograni¢enost odozgo)
(iii) Pp(u;) = f(ui), ¥i =0,1,...,n (podudaranje u ¢vorovima)

Niz (uy,) dobiven Algoritmom 6 konvergira prema tocki globalnog minimuma
funkcije f. Dokaz je analogan dokazu Teorema 4.1, str.78.

Primjedba 3.2. Opisana Metoda tangenti moze se modificirati za trazenje
minimuma konveksne funkcije (ne nuzno derivabilne), koja na intervalu [a, b]
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postize svoj minimum. Naime, konveksna funkcija f : [a,b] — R neprekidna
je na (a,b) i u svakoj tocki x € (a,b) postoje konacni limesi

o fleth) - f) @) = fle=h)
hl—1>%1+ h = flat), hl—l>%1+ h = file-),
pri ¢emu je f'(z—) < f'(z+) (vidi Zadatak 1.28). Zato u prethodno opisanoj

Metodi tangenti mozemo staviti
Au,up) = f(up) + yn(u —uy), u € [a,bl, (3.4)
gdje je v, proizvoljna konstanta koja zadovoljava nejednakost
Flun=) <y < f'(unt).

Primijetite da nejednakost f(u) > A(u,uy), u € [a,b] pri tome ostaje sa-
¢uvana (vidi Zadatak 1.30). U primjeni je najjednostavnije vy, odrediti iz
uvjeta

’7n| = min{‘f/(un_”? |f/(un+)‘}

Ako se za neki n pokaze da vrijedi
fun—=) <0< f'(unt),

onda je u, tocka minimuma (vidi Zadatak 1.31) i proces je zavrsen.

U cilju izbjegavanja moguéih degeneracija f'(a—) = —oo ili f/(b+) =
400, dovoljno je iterativni proces zapoceti tockama uy = a + hg,u; = b —
hi, gdje hg i hy treba izabrati tako da racunalo prepoznaje f’(a + ho+) i
f1(b—hi—).

Primjedba 3.3. Ideja Metode tangenti za trazenje globalnog minimuma ko-
nveksne derivabilne funkcije iskoristit ée se u t.4.2, str.74 za konstrukciju
vazne metode za trazenje globalnog minimuma Lipschitz neprekidne funk-
cije.

Zadatak 3.1. Za funkciju f: [1,4] = R, f(z) = £+ odredite prve tri aproksimacije
globalnog minimuma Metodom tangenti uz ug = 1.

Zadatak 3.2. Provjerite moZe li se za minimizaciju funkcije f: [-1,1] = R, f(z) =
2% + 322 primijeniti Metoda tangenti te ako moze, provedite prve tri iteracije uz
pocetnu aproksimaciju ug = —1.
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3.2 Metoda polovljenja za kvazikonveksnu deriva-
bilnu funkciju

Za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju f: [a,b] — R uz to¢nost € > 0 treba
rijesiti optimizacijski problem, tj. odrediti
x* € argmin f(x), takavdaje f(2*)= min f(z).
z€[a,b] z€[a,b]

Najjednostavnija metoda je tzv. metoda polovljenja (bisekcije), koju opi-
sujemo u nastavku. Najprije odredimo poloviste xj intervala [a,b]. Ako je
J'(zf) = 0, tocka xf rjeSenje je problema. Ako je f/(xf) > 0, dalje razma-
tramo podinterval [a, xf] (vidi Sliku 3.3a). U protivnom, dalje razmatramo
podinterval [z, b] (vidi Sliku 3.3b). Proces se nastavlja tako dugo dok du-
ljina podintervala ne postane manja od ¢, ili dok derivacija funkcije f u
nekoj tocki ne postane jednaka nuli.

(a) f'(x5) >0 (b) f'(5) <0

b

Slika 3.3: Metoda polovijenja za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju

Primjedba 3.4. Primijetite da se ova metoda moze interpretirati kao metoda
polovljenja za trazenje nultocke derivacije funkcije f (vidi [62]).

Neka je [ag,bo] := [a,b] pocetni interval. Pocetnu aproksimaciju odre-
dimo kao poloviste tog intervala xf = %(ao + bp). Zatim izaberemo novi
podinterval

[ag, x§], [f'(z§) >0
e
[xovbo]v f (.730) <0
i odredimo sljede¢u aproksimaciju ] = %(al + b1). Primijetite da za apso-
lutnu pogresku prve aproksimacije 2§ vrijedi Az} := |z} — 2*| < $(by — a1).

Neka je opcéenito

x} = S(ag + b).
Vrijedi

2 = 2k] < 30— k) = (1) (bk1 — ax1) = = (1) (b0 — a0)- (3.5)
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Takoder, ocigledno vrijedi
* * 1),.% *
2" — @] < gla” — agl.

Na taj nacin dokazali smo sljedeéi teorem o konvergenciji niza (xy), brzini
konvergencije iterativnog postupka te odgovarajuée ocjene pogreske.
Teorem 3.1. Neka je f: [a,b] — R kvazikonveksna derivabilna funkcija.
Niz (%) definiran na prethodno opisan nacin konvergira prema globalnom
minimumu funkcije f linearnom brzinom ¢ vrijedi ocjena pogreske

k+1
" — 2] < (3)" b —al.
Koristenjem ocjene (3.5) moze se odrediti potreban broj iteracija za tra-
zenu tocnost € > 0. Iz
1\ (k+1)
(§> ‘bo — CLO‘ <€,

dobivamo
Ine—Infby —ao|

k
= In0.5

1.

Algoritam 7 (Metoda polovljenja za kvazikonveksnu derivabilnu funk-
ciju)
Input: f: [a,b] = R;
Input: ag,by € [a,b]; € > 0; k=0;
{U¢itati funkciju f, pocetni interval [ag, bg], tocnost € > 0 i staviti k = 0;}
1: while by — ar > ¢, do

2 zp = 1(ay + br)

3 if f'(z,) > 0, then

4 k41 = ag; b1 = xp;
5 else

6: Qg1 = Tp; bry1 = by;
7 end if

8 k=Fk+1;

9: end while

Output: z,

Primjer 3.2. Metodom polovljenja potrazimo lokalni minimum funkcije f: [3,7] —
R, f(z) =sinz+sin3z+Inx+1 na intervalu [5,7] (vidi Sliku 3.4) s jednom
tocnom decimalom.
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(a) f:[3,7—=R (b) f: 5,7 =R

2 2

4 5 6 7 5 6 7

Slika 3.4: f(x) =sinz +sin3x +Inxz + 1

Za e = 0.05 dobivamo k > %{W_l ~ 5.32, Sto znaci da ¢emo nakon k =
6 iteracija dobiti aproksimaciju tonu na barem jednu decimalu (vidi Tablicu 3.2 i
Sliku 3.5). Primijetite da je traZena to¢nost postignuta veé¢ u petoj iteraciji. Dobiva

li se isti rezultat primjenom Mathematica-modula NMinimize []17

k ag bk 332 %(bk — ak) f'(m;)
0 5 7 6 1 3.108
1 5 6 5.5 . -1.217
2 55 6 5.75 .25 .949
3 5.5 5.75 5.625 125 -.210
4 5.625 5.75 5.6875 .0625 .360
5 5.625 5.6875 5.65625 .03125 0.071
6 5.625 5.65625 5.65625 .015625 0.071

Tablica 3.2: Metoda polovijenja: f: [5,7] = R, f(z) =sinz +sin3z +Inz + 1

3 3 3 3 3
2 2 2 2 2
1 1 1 1
s 6 7 s 6 7 s 6 7 s 6 7

1

s 6 7

Slika 3.5: Metoda polovijenja za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju

Zadatak 3.3. Za funkciju f: [1,4] = R, f(z) = 5 + % treba odrediti aproksimaciju
globalnog minimizatora.

(a) Primjenom Metode polovijenja odredite prve tri aproksimacije i ocijenite po-
gresku dobivene aproksimacije.

(b) Koliko iteracija Metodom polovijenja treba provesti da bi se dobila to¢nost
globalnog minimuma na 4 decimalna mjesta?
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3.3 Metoda polovljenja za nederivabilnu strogo kva-
zikonveksnu funkciju

Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Analogno prethodnoj

metodi, konstruirat ¢emo Metodu polovijenja za ovakvu funkciju. Uz to Sto

funkcija f opéenito nije derivabilna, ona na intervalu [a,b] moze imati i
prekide prve vrste. Neka je § > 0 realan broj takav da je b —a > 4.

(a) fz1) < f(x2) (b) f(x1) > f(x2)

1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
1
1
L

1
1
1
1
1 1
i i
| |
1 1
| |
1 1
| |
i i
a T1To b a b

Slika 3.6: Metoda polovijenja za strogo kvazikonveksnu nederivabilnu funkciju

Neka je [ao, bo] := [a,b]. Buduéi da u ovom sluc¢aju opéenito ne mozemo
koristiti derivaciju funkcije f u polovistu intervala [ag, by, u okolini polovista
simetri¢no ¢emo izabrati dvije tocke

(ao + bo) — 3,
(ap + bo) + %,

xTr =

N—= D=

To =

i promatrati koeficijent smjera odgovarajuce sekante

f(z2) — f(z1)
s

Zato ¢e nam Kkriterij za odabir podintervala u kojemu ostaje lezati tocka
minimuma x* biti sljedeéi (vidi Sliku 3.6):

[GJO?'TZL f(xl) S f(xZ)
la1, b1] :=
[z1,b0],  f(z1) > f(22)
Sirina novog podintervala je
bi —ai(=z2 —ag =by — x1) = %(bo —ag) + %5.

Prvu aproksimaciju 7 mozemo definirati u polovistu intervala [aj, b1]

.1"{ = %(al + bl).
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Ocjena apsolutne pogreske prve aproksimacije je

Az = |z} — 2*| < 3(b1 — a1) = 5 (bo — ag) + %0,

Sto ¢emo zapisati u obliku

Azt = |z} — ¥ < 52 (bo — ao) + 3(1 — )9,

Ponavljajuéi postupak nadalje definiramo dvije simetri¢ne tocke u okolini
polovista intervala [a1, b1 ]

(a1 +b1) — %5,
(a1 4 b1) + 36,

r3 =

D= N[

i novi podinterval

[az, bs)] .:{ [a1,z4), f(z3) < f(zg)
K [x3,b1), f(xs) > f(z4)

u kojemu ostaje tocka minimuma x* funkcije f. Sirina novog podintervala
je

)

by —ag = §(b1 — a1) + 36 = 35(bo — ag) + 30 + 50.

Novu aproksimaciju z3 odredit ¢emo u polovistu intervala [ag, ba]
x§ = %(CLQ + bg),

¢iju apsolutnu pogresku mozemo ocijeniti s

Az = oy — a*| < (b2 — az) = 55(bo — a0) + 3 - 34,
Sto ¢emo zapisati kao

o 1 1 1
Ay = |xy — 2% < 55(bo — ao) + 3 (1 — 52)0.
Opéenito, neka je poznat interval [ag_1, bg—1] Sirine

b1 — ap—1 = 5(bg—2 — ay_2) + 30, k>2,

u kojemu lezi tocka minimuma x*. Kao i ranije, definiramo dvije simetri¢ne
tocke u okolini polovista

Top—1 = 5(ar—1+ bp—1) — 6,
Top = 5(ag—1 + b—1) + 36,
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i sljedeéi podinterval

. [a’k—l’xﬂc]a f(ka—l) <
a, by] := { o] o) >

Sirine
bk—ak:%(bk_l—ak_l)Jrgzzik(bo—ao)+%(1+---+2k%1>6.
Sljedec¢u aproksimaciju xj, definirat ¢emo s
xy = 3(ak + bg).
Apsolutnu pogresku mozemo ocijeniti s
Axy = |z — x*| < %(bk—ak):ﬁ(bg—ao)—i—%(l-i--”—ky%l)é

— (b —a0)+ 4 (1 &),

Za k — 400 ocjena apsolutne pogreske konvergira prema g. Dakle, nakon

dovoljnog broja iteracija dobivena aproksimacija moze odstupati od tocke
minimuma za najvise %

Metodu nazivamo Metoda polovijenja jer u svakom koraku interval dije-
limo gotovo na dvije polovine — ¢im je d manji, time je dijeljenje intervala
blize raspolavljanju. Naravno, ova metoda moze se primijeniti i na pro-

izvoljnu strogo konveksnu funkciju (vidi Primjedbu 1.4, str.28).

Algoritam 8 (Metoda polovljenja za kvazikonveksnu funkciju)

Input: f: [a,b] = R;
Input: a,b;¢>0;0<d<b—a; k=0;
{U¢itati funkciju f, pocetni interval [a, b], to¢nost € > 0 i staviti k = 0;}
Lz, = (a+b)/2;
2: while b —a > ¢, do
3: k=k+1;

4: xlzmp—g; xgzxp—&—g;
5: if f(a:l) S f(l‘g), then

6: b= 9,

7: else

8: a = Ti;

9: end if

10: zp = (a+0)/2;

11: end while
Output: z,
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Primjedba 3.5. Primijetite da se ova metoda moze interpretirati kao metoda
polovljenja gdje je derivacija zamijenjena s podijeljenom razlikom (vidi [62]).

Primjer 3.3. Metodu polovljenja ilustrirat cemo na primjeru minimizacije
funkcije f: [-1,2] = R, f(z) =1+ /(x —1)%. Na Slici 3.7 prikazano je
nekoliko iteracija.

2 2 2 2 2
1 [\,/ 1 [\/ 1 [\/ 1 [\/ 1 [\/
‘ 0.5 1 1.5 ‘ 0.5 1 1.5 ‘ 0.5 1 1.5 ‘ 0.5 1 1.5 ‘ 0.5 1 15

Slika 3.7: Tlustracije Metode polovijenja na funkciji iz Primjera 3.3

Zadatak 3.4. Jeli f: [-2,2] = R, f(x) = 1 —e~|*~1 kvazikonveksna funkcija? Ako
je, Metodom polovljenja odredite aproksimaciju njezine tocke globalnog minimuma.

Zadatak 3.5. Lokalni minimumi funkcije iz Primjera 1.2, str.7 postizu se u tockama

ot~ —3217,  a5~0243,  a}~3.617,
F(at) ~6.251, f(23) ~3.289, f(a%)~ 0.618.

Definirajte intervale u kojima céete Metodom polovljenja odrediti pojedine tocke
lokalnih minimuma.

Zadatak 3.6. Metodom polovljenja odredite prve cCetiri aproksimacije minimuma
funkcije f:10,3] = R, f(z) = |z — 1| + 2 uz § = 0.2. Ocijenite pogresku dobi-
vene aproksimacije. Kolika je stvarna apsolutna pogreska?

Zadatak 3.7. Za dani € > 0 i parametar 6 > 0 odredite broj iteracija k koji je
potreban da Metoda polovljenja daje tocku globalnog minimuma z* kvazikonveksne
funkeije f: [a,b] — R s to¢noséu § + e. Kako treba odabrati § > 0 i k da bismo
postigli toc¢nost na dvije decimale? U tom smislu analizirajte Primjer 3.3.

Zadatak 3.8. Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Definirajte
modifikaciju Metode polovljenja za minimizaciju funkcije f u kojoj je vrijednost
parametra § moguée mijenjati u svakoj iteraciji § = Jx. Izvedite ocjenu apsolutne
pogreske i dokazite konvergenciju metode uz dodatne pretpostavke na niz (d3). Sto
mozete rec¢i o brzini konvergencije metode?

3.4 Metoda zlatnog reza

Neka je ¢ duzina duljine 1. Tocka (odnosno realni broj) .5b < = < 1 dijeli
duzinu £ u omjeru zlatnog reza ako se omjer duljine cijele duzine £ u odnosu
na veéi dio x odnosi kao omjer veéeg dijela x u odnosu na manji dio 1 — x,
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tj.
X

z 1—2x

Pozitivno rjesenje ove jednadzbe je x = @ ~ 0.618, pri ¢emu broj % =

7\/‘;’2“ ~ 1.61812 nazivamo omjer zlatnog reza.
z 1—x

Slika 3.8: Dijeljenje duzine £ u omjeru zlatnog reza

Zadatak 3.9. Pokazite da i broj 1 —x = % ~ 0.382 takoder dijeli duzinu ¢ u
omjeru zlatnog reza.

Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Niz aproksimacija
tocke globalnog minimuma z* € [a,b] funkcije f definirat é¢emo na sljedecéi
nacin. Formalno oznac¢imo [ag, by] := [a, b].

U cilju definiranja prve aproksimacije najprije definirajmo tocke x1,z9 €
[ag, bo], ©1 < 2, na sljededi nacin

21 = ag + (1 — z)(b — ap) = ag + 255 (by — ay), (3.6)
To = ag + Cﬂ(bo — ao) =ag + \/5271 (bo — CLQ). (37)
1
I 1 1 1
a T To b

Slika 3.9: Izbor todaka z1, T2

Tocka x ¢ini zlatni rez intervala [ag, bg]. Naime,

bo—ao o b0—$1

bo—x1 x1—ag
Slicno se moze pokazati da i tocka zo €ini zlatni rez intervala [ag, by] jer
vrijedi

bo—ap T2 —ag

zg—ag by —xy
Tocke z1 i xy posluzit ¢e nam slicno kao u t.3.3, str.60 za definiranje
intervala [aj, b1] 1 prve aproksimacije z}

[a1,b1] = {[00,1’2]7 f(x1) < f(x2), N xz =2,
[$1,b0], f(l‘l) > f(l'g), x] = x2.
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Sirina intervala [ay,bi] je

(37 V5
bl_m:{ a0 2V by — o)

3.6
bo — T (:) fL’(bo — ao) = @(bo — ao)

Pogresku prve aproksimacije procijenit é¢emo slicno kao u t.3.3

* * * — —17\2
Azt o= |2t — 2| < (B (b — ) = (Y51)2(bo — ao).

Takoder primijetimo da je
o —T1 = (\/5 — 2)(b0 — ao).
Ponavljajuéi postupak, definiramo tocke z3, x4 u intervalu [a1, b1 ]

r3=a + 3_2‘/5(511 —ay),

T4 =a1 + \/52_1(b1 —aq).

V5—1

Primgedba 3.6. Oznacimo li ¢ = ¥5—, mozemo uociti da ako je f(z1) <
f(x2), onda zbog ¢? =1 — ¢ = 3_—2‘/5 vrijedi

x4 =ag + ¢(r2 — ap) = ao + ¢(ag + ¢(bo — ag) — aop)
=ag + ¢*(by — ag) = xo.

S druge strane, ako je f(z1) > f(z2), onda

x3 =21+ (1 —¢)(bo — 1)
=ap + (1 —¢)(bo —ao) + (1 = ¢)(bo —ap — (1 — ¢)(bo — ao))
=ag + (1 — ¢2)(b0 — ao) = x1.

Stoga, u svakoj je iteraciji potrebno izracunati samo jednu novu tocku.
Pokazite da i toc¢ka z3 i tocka x4 dijele segment [a1, b1] u omjeru zlatnog
reza.
Pomocu tocaka xs,z4 definirat éemo novi podinterval [ag,bs] i drugu
aproksimaciju x3

[as, ba] = {[abm]’ f(x3) < f(xa), N xé = a3,
[3,01], f(x3) > f(x4), 25 = 24,
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Sirina intervala [ag, bo] je

2
by — ag(: T4 — a1 = by — :IZ3) = \/32_1 (bl — al) = (\/52_1> (b() — ao).

Pogreska druge aproksimacije =3 procijenjena je s

Ax = oy — 2*] < (Y51 (by — a2) = (Y571)  (bo — ao).
Takoder,

24— a3 = (V5 —2) (b1 — a1) = Y5L(V5 — 2)(bo — ag).

Opcenito, pretpostavimo da je poznat interval [ag_1,bk_1] u kojemu lezi
tocka minimuma x*. Kao i ranije, definiramo dvije tocke koje dijele interval
[ak—1,bk—1] u omjeru zlatnog reza

o1 = a1 + 355 (by—1 — ag_1),

Top = Ap—1 + ‘/52_1(51«—1 — Q1)

Pomoéu tocaka xok_1,x9r definirat éemo novi podinterval [ag, bx] 1 novu
aproksimaciju 7

[ay, by] = {[ak_l’gc%}’ Hwoe1) < floaw), o 1‘7;*2 Tok—1,
[wor, bi],  flwon—) > fwan), T = Top.
Sirina podintervala [ag, bg] je

_ N
b — ap(= op — ar = by — wop_1) = YL (b1 — ag_1) = (X51)"(bo — ag),

a apsolutna pogreska k-te aproksimacije zadana je s
* * * — —1\k+1
Aaf, = [af — 2" < () (b — a) = (S5 (b0 — av),
te je
k—1
ok — Tok—1 = (V5 — 2) (g1 — aj—1) = (@) (V5 — 2)(bo — ao).

Primijetite da za k — 400 niz apsolutnih pogresaka (Az}) konvergira prema
nuli te da isto tako niz (o — x9r_1) konvergira prema nuli. To znadi da
primjenom Metode zlatnog reza za trazenje globalnog minimizatora strogo
kvazikonveksne funkcije f (za razliku od Metode polovljenja) mozemo postic¢i
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proizvoljnu to¢nost aproksimacije. Moze se takoder pokazati' da je pri tome
izbor tocaka {zok_1,xor} gotovo optimalan.
Vise o metodi vidi u [25, 46, 69].

Algoritam 9 (Metoda zlatnog reza)
Input: f: [a,b] = R;
Input: a,b; ¢ >0; 7= \/52*1; k= 0;
{U¢itati funkciju f, pocetni interval [a, b], to¢nost € > 0 i staviti k = 0;}
1: while b —a > ¢, do

2 k=k+1;

3 x1:a+3;f(b—a); J;2=a+‘/5271(b—a);
4 if f(x1) < f(z2), then

5: b=1x9; 2* =11

6: else

7 a=x1; xF = 29

8 end if

9: end while

Output: z*

Primjer 3.4. Metodu zlatnog reza ilustrirat cemo na primjeru minimizacije
funkcije f:10,2.5] = R, f(z) =14 ¢/ (x —2)2. Na Slici 3.10 prikazano je

nekoliko iteracija.

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
‘ 1 2 ‘ 1 2 ‘ 1 2 ‘ 1 2 ‘ 1 2

Slika 3.10: Trazenje globalnog minimuma funkcije iz Primjera 3.4 Metodom zlatnog
reza

Zadatak 3.10. Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Odredite broj
iteracija k koji je potrebnan da bi se Metodom zlatnog reza odredila aproksimacija
tocke globalnog minimuma s tocnoscéu € > 0. Koliko treba iteracija da bise Metodom
zlatnog reza pronasla tocka globalnog minimuma funkcije iz Primjera 3.4 s to¢noséu
na dvije decimale?

Zadatak 3.11. Metodom zlatnog reza odredite prve Cetiri aproksimacije minimuma
funkeije f: [0,3] — R, f(z) = |z—1]|4+2. Ocijenite pogresku dobivene aproksimacije.

1z povijesnih razloga navodimo originalnu referencu:
®. I1. Bacunes, Jlekmuu 1m0 mMerojaM pemieHus €KCTPEeMaJIHbIX 3aJiad, V3gaBarTesicTBO
MockoBckoro yuuBepauteta, Mocksa, 1974.
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Kolika je stvarna apsolutna pogreska? Koliko je iteracija potrebno za tocnost € =
0.00057

Zadatak 3.12. Neka je f: [a,b] — R konveksna derivabilna funkcija. Usporedite
broj iteracija k koji je potreban za odredivanje tocke globalnog minimuma funkcije
f s tonoséu € > 0 pomoéu Metode polovijenja i pomoéu Metode zlatnog reza.
Usporedbu provedite opéenito i takoder na primjeru funkcije iz Primjera 3.4.

Zadatak 3.13. Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Izbor intervala
koji sadrzi tocku minimimuma funkcije f u Metodi zlatnog reza temelji se na izboru
tocaka

Tog—1 = ap—1 + (1 = 7)(bp—1 — ar—1),

Zop = ap—1 + T(bp—1 — ar—1),

gdje je 7 = ‘/52_1. Za proizvoljni 7 € (1/2, 1), koliko iznosi stopa smanjenja duljine

intervala

b —ar

be—1 — ap—1
Izradite Mathematica-modul za Metodu zlatnog reza s proizvoljnim parametrom
7 € (3,1). Na primjeru funkcije f: [0,2.5] = R, f(z) = 14 {/(z — 2)? testirajte
brzinu konvergencije metode za razlicite izbore parametra 7.



Poglavlje 4

Jednodimenzionalna globalna
optimizacija

4.1 Lipschitz-neprekidne funkcije

U ovom odjeljku razmatrat ¢emo jednu metodu trazenja globalnog mini-
muma realne neprekidne funkcije jedne varijable definirane na nekom inter-
valu [a, b]. Od funkcije se neée zahtijevati derivabilnost, veé samo ograni¢eni
rast na tom intervalu. Metodu su gotovo istovremeno, ali nezavisno, razra-
dili S. A. Pijavskij! i B. O. Shubert?.

Definicija 4.1. KaZemo da je funkcija f: D — R, D C R Lipschitz-neprekidna
(zadovoljava Lipschitzov uvjet) s konstantom L > 0 na D i pisemo f € Lip; D
ako za sve x,y € D vrijedi

[f(z) = f(y)| < Llz —yl. (4.1)
Konstantu L > 0 nazivamo Lipschitzova konstanta.

Primjer 4.1. Funkcija f: R — R, f(x) = |z| je Lipschitz-neprekidna s
konstantom L =1 na R jer je ||z| — |y|| < 1-|x — y| za sve x,y € R.

1z povijesnih razloga navodimo originalne reference:
C. A.TlugBckui, Opuu ajaropuT™M OTHICKaHMUA abOCOMIOTHOTO exkcrpmyma dynkmum, 2K.
BBIUMCI. MaTeM. m MareMm. ¢us. 12(1972), 888-896. http://www.mathnet.ru/php/
archive.phtml?wshow=paper&jrnid=zvmmf&paperid=6654&option_lang=eng
Vidi takoder:
®.II. Bacunes, Jleknum mo MeTomaM pemreHHs eKCTPEMAJIHBIX 33/Jad, lI3gaBaresncTBo
MockoBckoro ynusepaurera, Mocksa, 1974.

2Bruno O. Shubert, A sequential method seeking the global mazimum of a function,
SIAM Journal on Numerical Analysis, 9(1972), 379-388
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Primjer 4.2. Odredimo Lipschitzovu konstantu funkcije f: [-3,2] — R,
flx) =23 — 62+ 2.

Primijetite da je ova funkcija derivabilna u svakoj tocki segmenta [—3,2] i da za
nju vrijedi Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti, tj. za proizvoljni z,y € [—3, 2],
x <y, postoji ¢ € (z,y) takav da je

f@) = f(y) = f(c)(z —y).

Zbog neprekidnosti funkcije f' na segmentu [—3, 2] sukladno Weierstrasseovom te-
oremu (vidi [75]) postoji L = max,c(q5 |f'(2)| iz Cega slijedi

|f(z) = fWl < Li(x —y)l, Va,y € [-3,2].

U ovom slucaju iz Slike 4.1 vidi se da je najmanja moguca vrijednost za Lipschitzovu
konstantu L = f/(—3) = 21, iako i svaki drugi broj veéi od 21 zadovoljava (4.1).

(a) = — f(z) (b) = = [f'(z)]
12

10
8

3/ 2 4 \j
-5
3 2 1 2

Slika 4.1: f:[-3,2] = R, f(z) = 2® — 6x + 2 je Lipschitz-neprekidna funkcija

U nastavku pretpostavljamo da je podrucje definicije promatrane funk-
cije f interval realnih brojeva [a, b]. Za x # y Lipschitzov uvjet (4.1) mozemo
zapisati u obliku

f(@) — fy)
T -y

~-L< <L Va,y€la,b],

odakle se vidi da je relativna promjena (kvocijent diferencija) funkcije f
ogranic¢ena izmedu —L i L. Ako z fiksiramo, a y pustimo prema z, onda
mozemo zakljuciti da ako postoji derivacija funkcije f, ona je ogranicena
izmedu —L i L.

Primjer 4.3. Promatrajmo funkciju f: [—-1,1] = R, f(z) = Vz2. Kao sto
se moze vidjeti na Slici 4.2, derivacija (brzina pada) ove funkcije u okolini
0 raste u beskonacnost. Zato ne postoji L > 0 takav da vrijedi (4.1), pa ova
funkcija nije Lipschitz-neprekidna na [—1,1].
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(a) z = f(z) (b) z = [f'(2)]
1.0 1.
0.8 1
06 1
0.4
0 0.8

-1.0 -0.5 ' 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Slika 4.2: f:[-1,1] = R, f(x) = V22 nije Lipschitz-neprekidna funkcija

Tako je odredivanje Lipschitzove konstante opéenito vrlo slozen problem
(vidi primjerice [58, 77]), u slucaju da promatrana funkcija f ima konacénu
derivaciju u svakoj tocki intervala [a,b], problem se moze rijesiti relativno
jednostavno (kao u Primjerima 4.1, 4.2 ili 4.5).

C[aa b] LipL [a7 b]

Slika 4.3: Skup neprekidnih, Lipschitz-neprekidnih i neprekidno derivabilnih funk-
cija na [a, b]

Primjedba 4.1. Svaka Lipschitz-neprekidna funkcija neprekidna je funkcija,
ali neprekidna funkcija ne mora biti Lipschitz-neprekidna (vidi Primjer 4.4).
Nadalje, ako je f € C'la,b], onda je f € Lip,[a,b] (Lagrangeov teorem o
srednjoj vrijednosti), ali obrat ne vrijedi (vidi Primjere 4.1 i 4.5). Dakle,
mogli bismo reéi da je Lipschitz-neprekidna funkcija neprekidna funkcija, a
ako ima derivaciju, ona mora biti ogranicena.

Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija, koja ima po dijelovima nepre-
kidnu ograni¢enu derivaciju, onda Lipschitzovu konstantu L > 0 mozemo
odrediti primjenom Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti (vidi Pri-
mjer 4.5). Preciznije, neka je f: [a,b] — R neprekidna po dijelovima glatka
funkcija, u smislu da je f derivabilna, osim eventualno u kona¢no mnogo
tocaka x1 < xp < --- < Ty, te da je f’ neprekidna na intervalima (z;, 1),
j=1,...,n—1. Ako je |f'(z)| < L za sve x € [a,b] \ {z1,...,2,}, tada je
f € Lipr[a,b].
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(a) z— f(x) (b) = | f'(2)]
8 8
6 6
4 4
2 2
" 05 10 15 20 25 30 " 05 10 15 20 25 3.0

Slika 4.4: Funkcija f: [0,3] — R, f(z) = 1+ 2¢/(z —1)2 + 3¢/(z — 2)? nije
Lipschitz-neprekidna funkcija na [0, 3]

Primjer 4.4. Odredimo Lipschitzovu konstantu funkcije f: [0,3] — R, f(x) =
142y (x —1)2+ 3/ (x — 2)2 (vidi Sliku 4.4). Njena derivacija

4 2
") — +
Fz) 3Vr—1  x—2
nije definirana u tockama iz {1,2}, a Lipschitzova konstanta L > 0 ne pos-
toji.

Primjer 4.5. Odredimo Lipschitzovu konstantu funkcije f: [1,6] — R,

—x 44, 1<z <2,
2, 2<x <3,
flx) =< 22 — 4, 3<x <4,
—3xr+16, 4<x <5,
r —4, 5 < x <6,

Ve

k=2
3NE =1 k=-3
2

k=0
: k=1
1 2 3 4 5 6

Slika 4.5: Lipschitz-neprekidna funkcija s konstantom L = 3

Primjedba 4.2. Definicija Lipschitz-neprekidne funkcije lako se moze prosiriti
na funkciju vise varijabli f: D — R, D C R™. Takva je funkcija Lipschitz-
neprekidna (zadovoljava Lipschitzov uvjet) ako postoji konstanta L > 0 tako
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da za sve z,y € D vrijedi

[f(x) = f(y)l < Lllz —yl],
gdje je || - || neka norma. Uocite da je definicija neovisna o izboru norme || - ||
s obzirom na to da su sve norme na R" ekvivalentne.

Zadatak 4.1. Provjerite jesu li sljedeée funkcije Lipschitz-neprekidne te ako jesu,
odredite Lipschitzovu konstantu.

(a) f1:10,2] = R, fi(x) =e*,
(b) f2:1[0,2] = R,

5—uw, 0<x <3,
faolx) = 4—%(z—5)% I<a <7,
3(x —9)% 7T<z<9,

(¢) fz: [~1,1] = R, fa(z) =1+ V2.

Zadatak 4.2. Neka je fi € Lipy [a,0] i fo € Lipy,la,b]. Pokazite da su tada i
sljedece funkcije Lipschitz-neprekidne i odredite Lipschitzovu konstantu:

(a) f1+ fa,

(b) cf1, c e R,

(¢) c1fi +cafa, c1,00 €R,

(d) fi-fo,

(e) fi1o fo, pod pretpostavkom da je dobro definirana.

Zadatak 4.3. Neka je f : [a,b] — R po dijelovima Lipschitz-neprekidna funkcija u
smislu da postoje a = xg < 1 < --+ < x,, = b takvi da je f Lipschitz-neprekidna na

intervalima (x;, z;11), i = 0,...,n — 1. Pokazite da je tada f Lipschitz-neprekidna
te odredite Lipschitzovu konstantu.

)
)
)
)

Zadatak 4.4. Dokazite da konveksna funkcija f : [a,b] — R zadovoljava Lipschitzov
uvjet na svakom segmentu [a, §] C [a,b]. KoriStenjem funkcije f(z) = —v/1 — a2,
|z| < 1, pokazite da u opéem slucaju nije dobro birati & = a, 8 = .
Uputa. KoriStenjem nejednakosti (1.24) i (1.25) pokazite da je

flat) < LW < f(5-), Vu,v € [a, B,

uUu—v -

Zadatak 4.5. Neka je fx, A € A proizvoljna familija funkcija iz Lipy [a, b]. Provjerite
jesu li tada i funkcije }\ng\ fa 1 sup fx Lipschitz-neprekidne na [a,b] te odredite
€ AEA

Lipschitzove konstante.

Zadatak 4.6. Provijerite je li funkcija f: [0,1]x[0,2] — R, f(z1,22) = x123 Lipschitz-
neprekidna te ako jest, odredite Lipschitzovu konstantu.
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Zadatak 4.7. Neka je D = [a1,b1] X -+ X [an,bp] 1 f: D — R funkcija. Dokazite:

a) f je Lipschitz-neprekidna ako i samo ako postoji konstanta L > 0 takva da
je f Lipschitz-neprekidna s konstantom L u svakoj varijabli. Preciznije, za
svaki ¢ =1,...,n i za proizvoljne x1,...,Z;-1, Tit1,-- ., Ty funkcija

x> f(T1, . i1, B, Tt 1y e L)
je Lipschitz-neprekidna na [a;, b;] s konstantom L.

b) Ako su sve parcijalne derivacije funkcije f definirane i ograni¢ene na D, tada
je f Lipschitz-neprekidna.

4.2 Pijavskijeva metoda slomljenih pravaca

Pretpostavimo da je f : [a,b] — R Lipschitz-neprekidna funkcija. Tada
prema (4.1) za sve x,y € [a, b] vrijedi

—Llz —y| < f(z) = f(y) < Lz =y,
iz Cega slijedi
f@) = fly) = Llz —yl, Va,y,€ [a,b], (4.2)

(vidi Sliku 4.6). Iz toga zakljuéujemo da funkciju f u bilo kojoj tocki y €
[a, b] mozemo odozdo ogranic¢iti funkcijom x — f(y) — L|x — y|.

uo

u > f(uo) — Llu — uo

Slika 4.6: Lipschitz-donja ograda funkcije

Izaberimo proizvoljni ug € [a,b] i definirajmo donju ogradu funkcije f
kao Lipschitz-neprekidnu po dijelovima linearnu funkciju K : [a,b] — R
(vidi Sliku 4.6):

K(u;uo) = f(uo) — Llu —uol, u € [a,]. (4.3)
Za slomljeni pravac K lako se vidi da vrijedi:

K (uo; uo) = f(uo), :
K(u;up) < f(u), Yu € [a,b]. (4.5)
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Svojstvo (4.5) slijedi iz

K (usug) — f(u) =f(uo) — f(u) = Llu —uo| < [f(uo) — f(u)| — Llu —ug
< L|lu —up| — Lju — up| = 0.

Uz pretpostavku da postoji u* € [a,b] na kojemu se postize globalni
minimum funkcije f: [a,b] — R, tj. postoji u* € argmin f(u), Pijavskij je

u€|a,b]
konstruirao sljede¢i Algoritam slomljenih pravaca.
(a) Korak 0 (b) Korak 1
f f
uo U1 uo u Ul

Slika 4.7: Algoritam Pijavskog

Najprije, uz poznavanje up i K (u;up) odredimo u; € argmin K (u;ug) i
u€la,b]
stavimo Pp(u) := K(u;up) (vidi Sliku 4.9a). Ocigledno ¢e biti w3 = a ili
Uy = b.
U prvom koraku definiramo

K(u;ur) == f(ur) = Llu — |,
Pi(u) := m:%)iK(u u;) = max{K (u;uy), Po(u)},

i odredimo ug € argmin P; (u) (vidi Sliku 4.9b).
u€la,b]

U sljedeéem (drugom) koraku definiramo

K(ujug) := f(u2) — Llu — ug|,
Py(u) := ir:%aFQK(u;ui) = max{K (u;u2), P1(u)},

i odredimo ug € argmin P(u);
u€la,b]
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Opéenito, u k-tom koraku, poznavanjem ¢vorova ug, u1, - . . , g i funkcija
K(u;ug), K(ujuy), ..., K(u;ug_1) definiramo

K(u;ug) == f(ug) — Llu — ugl,
Py(u) = ;%aka(u; u;) = max { K (u;ug), Pr—1(u)} (4.7)

=U,...,

i odredimo w41 € argmin P, (k). Ako se min P, (k) postize u vise tocaka,
uE[a,b} E[avb}

onda za ug41 biramo bilo koju od njih. Pseudokod Algoritma 10 naveden je

nize, a animaciju algoritma i odgovarajué¢i modul mozemo vidjeti u t.6.4.1,

str.138).

Algoritam 10 (Algoritam slomljenih pravaca)

Input: f:[a,b) = R, L>0
Input: ug € [a,b]; n > 1; k = 0;
{U¢itati funkciju i dozvoljeni broj iteracija;}
. Definirati K (u;ug) := f(ug) — Llu — up| 1 Po(u) := K(u;up);
: Odrediti u; € argmin Py(u) C {a, b};
u€|a,b]

while k =k + 1;k <n, do

Definirati K (u;ug) := f(ur) — Llu — ugl;

Py (u) :== _max kK(u;ui) = max{K (u;ug), Pr—1(u)};

Odrediti uk+)17 c argmin Py (u);

u€la,b]

N =

7: end while
Output: {ugy1, f(upt1)}

Sljede¢a lema pokazuje da Algoritam 10 za funkciju f € Lip;[a,b] daje
rastudi niz donjih ograda (Py), Py € Lip|a,b], (po dijelovima linearne funk-
cije ¢iji dijelovi leze na pravcima s koeficijentima smjera L ili (—L)), koje se
s funkcijom f podudaraju u tockama wug.

Lema 4.1. Neka je f € Lipgla,b], (un) niz c¢vorova i (P,) niz funkcija
definiranih kao u Algoritmu 10. Tada vrijedi:

(i) P, je Lipschitz-neprekidna po dijelovima linearna funkcija, ¢iji dijelovi
leze na pravecima s koeficijentima smjera L ili (—L), tj. P, € Lippla, ],

(7i) Py(u) < Poy1(u), Vu € [a,b] iVn=0,1,... (monotoni rast),
(iii) Pn(u) < f(u), Yu € [a,b] i Vn =0,1,... (ogranicenost odozgo),

(iv) Pp(u;) = f(ui), Vi=0,1,...,n (podudaranje u ¢vorovima,).
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Dokaz. Tvrdnje (i) i (i) su ocigledne.
Tvrdnja (7ii) dokazuje se induktivno. Najprije primijetimo da prema
(4.5) vrijedi
Po(u) = K(u;uo) < f(u),

i pretpostavimo da je

P3

P P P U3 U2
Py
Po

Slika 4.8: Monotonost i ograni¢enost niza funkcija (P,)

Kako je sukladno (4.5), K (u;u,) < f(u), vrijedi

Po(u) = max{K (u; un), Po1(u)} < max{f(u), f(u)} = f(u),

tvrdnja (74i) vrijedi za svaki n € N.
U svrhu dokaza tvrdnje (7v) primijetimo najprije da vrijedi

fluw) = K(ug;w;), Vie{0,1,...,n}. (4.8)

Nadalje, na osnovi (4.7) vrijedi [P, (u) := max K(uju;) > K(u;u;)]
1=0,1,....,n

K(ui;ui) < Pp(u;), Vie{0,1,...,n},
iz ¢ega zakljucujemo
fu;) = K(ug;u;) < Po(u;), Vie{0,1,...,n}.
Zato koristenjem (7ii) dobivamo

(iii)
flui) < Po(wi) < f(wi),

iz ¢ega slijedi trazena tvrdnja (7v). O
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Sljedeéi teorem pokazuje da Algoritam 10 pronalazi sve tocke globalnog
minimuma funkcije f € Lip; [a, b].

Teorem 4.1. Pretpostavimo:

(a) f € Lipya,b];

(b) Postoji u* € argmin f(u);
u€la,b

(¢) Niz realnih brojeva (u,) i niz funkcija (P,) definiran je kao u Algo-
ritmu 10.

Tada vrijedi:

() Jim Pa(unsr) = min () = () = £

(ii) Ako je @ proizvoljno gomiliste niza (uy,), onda je 4 € argmin f(u);
u€la,b]

(iii) Ako je u* = argmin f(u) (jednoclan), onda cijeli niz (u,) konvergira

u€la,b]
prema u*.
(a) Po(u1) (b) Pi(u2) (c) Pa(u3) (d) Ps(ua)
o Po(u1) u2 3 (wa)

u3
Uq
\74&) \7/@3)

Slika 4.9: Monotonost i ograni¢enost niza (P, (tn11))

Dokaz. Dokazimo najprije da je niz (P, (u,+1)) konvergentan. On je mono-
tono rastudi jer je

Py_1(uy) = m[inb] P,_1(u) [po definiciji]
u€la,
< Poo1(un+1) [po definiciji]
< Pp(un+1)- [prema Lemi 4.1 (i1)]
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Niz (P, (un+1)) ogranicen je odozgo jer vrijedi

P, (un+1) = urél[inb] P, (u) (po definiciji)
< m[inb] flu) = f(u*) = f~. (prema Lemi 4.1 (%ii))
u€la,

Dakle, postoji nh_}nglo P, (un+1) =: P*, a prema Lemi 4.1(7i) i zbog neprekid-
nosti funkcija P, i f iz prethodne nejednakosti slijedi

P < f* (4.9)

Pokazimo da je P* = f*. U tu svrhu najprije pokazimo da vrijedi
nejednakost

0 < f(uw;) — Pp(ups+1) < Llu; — ups1], YneNiVi=0,...,n. (4.10)
Naime, kako je Pp(upt1) = m[in P,(u) < P,(u;), za proizvoljni n € N i
€la,
proizvoljni (0 < ¢ < n) vrijedi
Py (upt1) < Po(ui) = f(uw;) i=0,1,...,n [Lema 4.1(iv)],
iz Cega slijedi
0< f(ul) - Pn(un+1)
= Pp(u;) — Py(tunt1) [prema Lemi 4.1 (7v)]
< L|u; — tpy1| [prema Lemi 4.1(7))

Kako je niz (u,) C [a,b] ogranicen, postoji barem jedno gomiliste 4 i
podniz (uy, ) koji konvergira prema tom gomilistu.

Primijetite da zbog ni_1 < ng vrijedi np_1 < nip—1. Zato iz nejednakosti
(4.10) za n :=ng — 1 i 4 := ng_y dobivamo

0 < flun, ;) — Prop—1(un,) < Lltn, | — tn,|,
odakle zbog neprekidnosti funkcije f za k — oo dobivamo
0< f(3) - lim Pyi(u) <0 = f(i) = P
Kako je f* < f(a), iz prethodne jednakosti i nejednakosti (4.9) dobivamo
fr=f@=pr<f

tj. P* = Jim P, (up+1) = f* = f(a). Time su tvrdnje (i) i (7) dokazane.
Tvrdnja (iii) slijedi iz prve dvije. O
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Primjedba 4.3. U svakom koraku Metode slomljenih pravaca treba rijesiti
minimizacijski problem za po dijelovima linearnu funkciju P, (korak 6. u
Algoritmu 10). To je moguce vrlo efikasno napraviti pretrazivanjem vrhova
funkcije P,. U tu svrhu Algoritam 10 treba implementirati tako da u svakoj
iteraciji azurira listu koordinata vrhova

Vo ={(v1,21), - .. (Um; 2m)

koji predstavljaju lokalne minimume funkcije P,. Primjerice, za tocku ug €
(a,b) u pocetnoj iteraciji skup Vj sastoji se od dva vrha: (a, K(a;up)) i
(b, K(b;uo), gdje je K(u;up) slomljeni pravac definiran u (4.3). Listu V,
treba organizirati tako da vrijedi z1 > - -+ > z,,, iz Cega slijedi da je tocka
globalnog minimuma u,, funkcije P, jednostavno v,.

U sljedecoj iteraciji promatramo funkciju P,yi(u) = max{K (u;uy,),
P,(u)} koja se od P, razlikuje u dva nova vrha, osim u sluc¢aju kada je
u, = a ili u, = b. Lista vrhova azurira se tako da se iz nje izbaci posljednji
vrh (U, 2m) = (Un, Pp(uy,)) i dodaju dva nova vrha. Oznac¢imo nove vrhove
kao lijevi (v, 27) i desni (vy, z,) tako da je v; < u,, < v,. Uo¢imo da je tocka
(v, 1) sjeciste funkcije K (u;uy) sa susjednim lijevim slomljenim pravcem
K (u; ;) koji je odreden nekim ¢vorom koji ¢emo oznacditi s u;. Sada éemo
pokazati da je (vy, z;) moguce izra¢unati bez poznavanja vrijednosti u;.

S obzirom da je u; lijevo od wy, tocka (v, z;) mora biti sjeciSte pravaca
u v f(un) + L(u —up) i u— f(u) — L(u — ;). Lako je izracunati da je
tada

o= g ) + 5 (F(u) = fn))

= K un) = () + F ) = 5 = ).

(4.11)

Uoc¢imo nadalje da za posljednji vrh u listi vrhova V;, vrijedi (vp,, zm) =
(Un, Pp(un)) = (tun, K(un;up)). Stoga (4.11) mozemo zapisati kao

0 =t + 57 () = Dl =) = f ()
-+ 57 (O i ) — £ (1)
1
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1

z = §<f(ul) — L(un —wp) + f(un))

- %(K(un;ul) + f(un))

1
= §(Zm + f(vm))

Analogno se moze pokazati da se desni vrh (v, z,) moze izracunati kao

1
E(Zm - f(vm))7

1
Zr = E(zm + f(vm))

Dakle, u svakoj iteraciji treba azurirati listu vrhova izbacivanjem posljednjeg
vrha (v, 2p,) 1 dodavanjem dva nova vrha ¢ije se koordinate jednostavno
izra¢unavaju iz vy, zm i f(vy,). Nakon toga dobivenu listu treba sortirati po
drugoj komponenti sto daje listu V11 na kojoj se cijeli postupak ponavlja u
sljedecoj iteraciji. Ukoliko je u nekoj iteraciji v, = a, tada se dodaje samo
desni vrh (v, 2,), a ako je vy, = b, onda se dodaje samo (vy, ;).

Ovakva implementacija Algoritma 10 napravljena je u modulu Pijavski j
(vidi t.6.4.1, str.138).

Vp = Upp —

Primjedba 4.4. Najpoznatije varijante Metode slomljenih pravaca su: Algo-
ritam Pijavskog, Shubertov algoritam i Algoritam DIRECT [26]. Algoritam
DIRECT moZe se generalizirati za funkcije viSe varijabli [13, 14], dok za Al-
goritam Pijavskog i Shubertov algoritam to nije moguée. Metoda slomljenih
pravaca ima niz prednosti:

1. Minimizirajucéa funkcija moze imati viSe stacionarnih toc¢aka i lokalnih
minimuma, a Metoda slomljenih pravaca sve Ce ih detektirati. Primje-
rice, funkcija  — |sin30z| na intervalu [0, 1] postiZze globalni mini-
mum u 10 tocaka.

2. Minimizirajuéa funkcija ne mora biti derivabilna u svim tockama in-
tervala [a, b], ve¢ samo ispunjavati Lipschitzov uvjet (4.1).

3. Za proizvoljni ug € [a,b] metoda konvergira prema globalnom mi-
nimumu, a za njenu implementaciju potrebno je ,samo” poznavanje
Lipschitzove konstante L.

4. U svakom koraku metode treba rijesiti minimizacijski problem za po
dijelovima linearnu funkciju P, $to se svodi na ispitivanje njenih poz-
natih vrhova. Pri tome se P, od P,_1 moze razlikovati u najvise dva
nova vrha (vidi Primjedbu 4.3, str.80).
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5. Moze se pokazati da je Metoda slomljenih pravaca bliska optimalnoj
strategiji trazenja globalnog minimuma Lipschitz-neprekidne funkcije.

6. Metoda se moze poopéiti za slucaj funkcija koje imaju kona¢no mnogo
prekida prve vrste i koje su definirane na nepovezanom podrudcju [70].

Nedostaci Metode slomljenih pravaca su:

1. Odredivanje Lipschitzove konstante L moze biti slozeno i numericki
zahtjevno (vidi [58, 77]).

2. Opcenito, metoda moze imati malu brzinu konvergencije zbog;:

e Velike vrijednost Lipschitzove konstante L > 0. U grani¢nom
slucaju kada L — oo, algoritam degenerira u izracunavanje vri-
jednosti funkcije na diskretnom skupu.

e Svojstva algoritma da pronalazi sve tocke globalnog minimuma,

Sto moze znacCajno opteretiti racunski postupak.

3. Odredivanje kriterija zaustavljanja nije jasno definirano u literaturi.
Mogu¢nosti su sljedece:

e Unaprijed odrediti maksimalni broj iteracija;

e Postupak zavrsiti u k-tom koraku ako je |ugy1 — ug| < €, gdje je
€ > 0 unaprijed zadan;

e Postupak zavrsiti u k-tom koraku ako je |f(urt1) — flur)| < e,
gdje je € > 0 unaprijed zadan.

Primjedba 4.5. Metodu mozemo modificirati tako da na pocetku izaberemo
n + 1 ekvidistantnih ¢vorova a = ug < u; < -+ < up = b u kojima defini-
ramo:

K(uju;) == f(u;)) — Llu —u;|, i=0,1,...,n
Py(u) :== max K(u;u;)

i=0,1,...,n
Upy1 = argmin P, (u) [pretrazivanje n + 1 ¢voroval
u€la,b]

Dalje postupak moze teéi kao u Algoritmu 10.

Primjer 4.6. Metodu slomljenih pravaca ilustrirat cemo na trazenju global-
nog minimuma funkcije iz Primjera 4.5, str.72.
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Korak 0

Korak 1

Korak 2

Korak 3
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/
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Korak 4

[\

Korak 5

/

/

Korak 6

\

Korak 7

[\

Slika 4.10: Metoda slomljenih pravaca

Iterativni proces moZe se pratiti u nize navedenoj tablici i na Slici 4.10 (pogle-
dati takoder t.6.4.1, str.138). Moze se vidjeti da je nakon 12 iteracija udaljenost

susjednih ¢vorova, kao i apsolutna razlika funkcijskih vrijednosti pala na .05.

k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ug 2.5 6 4.25 1 3.17 5.33 1.92 5.11 5.56 5.037 5.19 5.01 5.06
\uk+1 — ug| - 3.5 1.75 3.25 2.17 2.17 3.42 3.19 0.44 0.52 0.15 0.17 0.05
f(ug) 2 2 3.25 3 2.33 1.33 2.08 1.11 1.56 1.04 1.19 1.01 1.06
IF(upa1)— Fur)l| - 0 125 025 067 1. 075 0.97 044 052 0.5 017  0.05
Zadatak 4.8. Za funkciju f: [0,9] — R zadanu s
55—z, 0<z <3,
f(x)=<4—1(z—5)? 3<x <7,
%(m—Q)Q, T<x<9,
Metodom slomljenih pravaca odredite us uz pocetnu tocku ug = 4.
Zadatak 4.9. Za uy = —6 Metodom slomljenih pravaca odredite prve tri aproksima-

cije tocke globalnog minimuma funkeije f: [—6,12] — R zadane s

f(z) =min{|lz — 1|+ 1,|z — 8] + 2}.
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4.3 Shubertova metoda

Pretpostavimo da je f: [a,b] — R Lipschitz-neprekidna funkcija. Ako u
nejednakost (4.1) umjesto y stavimo a, onda je x —a > 0 i vrijedi

[f(z) = fla)] < L(z —a), Vz€la,b],
odnosno
“L(z—a) < f(2) - f(a) < Lz —a), V€ [a,d]
odakle dobivamo jednu donju ogradu funkcije f na intervalu [a, b]

F@) > fa) — Lx - a). (4.12)
W
a c b
z+— f(d) — L(z —MH f(b) + L(x —b)
z — B(a,b, f,L)

(U, B)

Slika 4.11: Donja ograda funkcije f na intervalu [a, ]

Sli¢no, ako za y stavimo b, onda je x — b < 0 i vrijedi
[f(x) = f(0)| < =L(x —b), V€ [a,b],
odnosno
L(z=b) < f(z) — f(b) < —L(z —b), Vz € [a,],
odakle dobivamo drugu donju ogradu funkcije f
f(z) = F(b) + Lz —b). (4.13)
Funkcija
x +— max{f(a) — L(x — a), f(b) + L(x — b)}, (4.14)

takoder je donja ograda funkcije f (vidi Sliku 4.11), koja postize svoj globalni
minimum B(a, b, f, L) u tocki U(a,b, f, L), gdje je

U(a7ba va) = %(a_'_b)"i_i(f(a) _f(b))a (4'15)
B(a,b, f, L) = 5(f(a) + £(b)) = 5 (b~ a), (4.16)
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a njezin je graf slomljeni pravac.

Primijetimo da je i x — B(a, b, f, L) takoder donja ograda funkcije f na
intervalu [a, b]. Naime, zbrajanjem (4.12) i (4.13) dobivamo
Lo

f(@) = 5(f(a) + (b)) - a) = B(a,b, f, L).

Algoritam 11 (Shubertov algoritam)

Input: f, L >0
1: Odrediti pravece = — f(a) — L(z —a) i  — f(b) + L(x — b) i tocku njihovog
sjecista (U(a,b, f,L),B(a,b, f,L));
2: Staviti u; = U(a, b, f, L). Izabrati jedan od dva intervala [a,u1] i [u1,b].
3: Ako je [a,u1] izabrani interval, staviti us = U(a,u1, f, L).
Od tri intervala: [a, us], [uz,u1], [u1,b] izabrati onaj s najmanjom B-vrijednosti
i na njemu ponoviti postupak.

Korak 1 Korak 2 Korak 3

a u1 b
U U3g,
| a V Ul V b | a U Ul V b

Slika 4.12: Shubertov algoritam

Animacija prvih koraka algoritma prikazana je na Slici 4.12. Dodatne
primjere i ilustracije mozemo dobiti koristenjem Mathematica-modula opi-
sanog u t.6.4.2, str.139.

Primjedba 4.6. Primijetite da je Shubertova metoda zapravo specijalni slu-
¢aj Algoritma Pijavskog ako za pocetnu aproksimaciju izaberemo jedan od
rubova intervala [a,b]. Neka je primjerice, uyp = a. Tada prema algoritmu
Pijavskog imamo (vidi Sliku 4.13)

up = argmin{f(a) — Llu —a|} =b [Korak 1]
Pr(u) = max{f(a) = Llu —a|, f(b) = Lju = b|},
ug = argmin Py (u) [Korak 2].

Nakon toga definiramo

Py(u) = max{Py(u), f(uz) — Llu — usl},
ug = argmin Py(u) [Korak 3]
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Korak 1 Korak 2 Korak 3 Korak 4
f f !
| !
uo=a w1 =>b ug u2 Ul P Ps
U3, U4
Py Pr | ug U U1 | ug U3 U U1

Slika 4.13: Shubertov algoritam kao specijalan slucaj Algoritma Pijavskog

Ocigledno se odluka moze donijeti poznavanjem B-vrijednosti funkcije f
na intervalima [a,us] i [ug,b]. Ovaj kriterij podudara se s kriterijem nave-
denim u Koraku 2 Shubertovog algoritma.

Primjedba 4.7. Nazalost, ni Metoda slomljenih pravaca, a onda ni Shubertova
metoda, ne moze se generalizirati za slucaj vise dimenzija.

Zadatak 4.10. Za funkciju iz Zadatka 4.8 Shubertovom metodom odredite prve cCetiri
aproksimacije tocke globalnog minimuma.

4.4 Optimizacijski algoritam DIRECT

Pretpostavimo da je f: [a,b] — R Lipschitz-neprekidna funkcija. Prema
[26], Metodu Pijavskog, odnosno Shubertovu metodu, modificirat ¢emo tako
da je generalizacija na visedimenzionalni slu¢aj moguca. Naziv te metode
je DIRECT, sto dolazi od DI(viding)RECT(angles), a aludira na odgovarajuéi
algoritam u vise dimenzija (vidi t.5.2, str.104).

Ako u (4.1) za y stavimo ¢ = a;b, onda za x < ¢, odnosno z — ¢ < 0,
dobivamo
L(z —¢) < f(z) = f(c) < —L(z — o),
odnosno

fl@)> fle)+ L(z—c¢), z<eg¢ (4.17)

iz ¢ega zakljucujemo da je funkcija x — f(c) + L(z — ¢) jedna donja ograda
funkcije f na intervalu [a, | (vidi Sliku 4.14).
Sli¢no, za x > ¢, odnosno x — ¢ > 0, dobivamo

—L(z —¢) < f(z) = f(c) < L(x —¢),

odnosno
fl®)> fle) = L(zx—¢), z>c (4.18)

iz ¢ega zaklju¢ujemo da je i funkcija x — f(c) — L(x — ¢) jedna donja ograda
funkcije f na intervalu [c, b] (vidi Sliku 4.14).
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VAR
Slika 4.14: Donja ograda funkcije f na intervalu [a, 0]
Prema tome, i funkcija

(4.19)

takoder je donja ograda funkcije f na intervalu [a,b] (vidi Sliku 4.14), koja
postiZe svoj globalni minimum f(c) —Lb_T“ u lijevom i desnom rubu intervala
[a,b]. Kod izbora donje ograde funkcije f na intervalu [a,b] uvijek nasto-
jimo da ta donja ograda bude $to bliza funkciji f. U ovom slucaju to znaci
da bi konstanta L > 0 trebala biti sto manja. U konkretnim prakti¢nim
problemima obi¢no ne poznajemo tu najmanju mogucu vrijednost Lipschit-
zove konstante L > 0, pa se moramo zadovoljiti nekom aproksimacijom.
Efikasnost algoritma kojeg ¢emo konstruirati ovisit ¢e upravo o tome.

Primijetite da uz poznavanje Lipshitzove konstante L donja ograda funk-
cije f ovisi samo o vrijednosti funkcije f u centru intervala [a,b] i Sirini
intervala. Ovo svojstvo imat ¢e klju¢nu ulogu prilikom konstrukcije opti-
mizacijskog algoritma, ali posebno i kod generalizacije na viSedimenzionalni
sluc¢aj. Minimum donje ograde funkcije f: [a,b] — R definirane s (4.19) zvat
¢emo B-vrijednost i oznacavati s

B(c,d) = f(c) — Ld, d=152 (4.20)

Primjedba 4.8. Primijetite da se B-vrijednost podudara s minimumom funk-
cije u — K (u;c) definirane s (4.3) kod Metode slomljenih pravaca (vidi t.4.2,
str.74).

Modul koji implementira Algoritam DIRECT uz poznatu vrijednost Lips-
chitzove konstante L > 0 opisan je u t.6.4, str.138.

Primjedba 4.9. Primijetite da vrijedi:

e Prema Teoremu 4.1, proizvoljno gomiliste niza (¢,) tocka je u kojoj
funkcija f postize svoj globalni minimum;
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Algoritam 12 (Algoritam DIRECT, [26])

Input: f € Liprla,b], L >0

1: Interval [a, b] polusirine d = 5% s centrom ¢ = %$2 podijeliti na 3 podintervala
jednake polusirine g s centrima ¢; = ¢ — 2%,

2: Staviti n = 3;

3: Za niz podintervala [aj,b1],...,[an,b,] s centrima ¢; = % i polusirinama
d; = big‘“ izraCunati B-vrijednosti B(c;, d;) = f(¢;) — Ld;, i=1,...,n

4: Odrediti ig = argmin f(¢;) i staviti min = {c;,, f(ciy)};

i=1,...,n
5: Odrediti j = argmin B(c¢;, d;);

1=1,...,n

CQ—C, 03—c—|—23,

Interval s centrom u ¢; podijeliti na 3 podintervala poluSirine %;
Korigirati min s vrijednosti funkcije u dva nova centra: c; — 2%, cj + 2%;
Izracunati B-vrijednosti za tri nova podintervala;

Staviti n := n + 2 i prije¢i na Korak 5;

© %NS

e B-vrijednost izabranog intervala nije veéa od vrijednosti funkcije f u
centru tog intervala [B(c;,d;) = f(cj) — Ld; < f(cj)l;

e Iterativni postupak moze se ubrzati koriStenjem ¢injenicu da se u sva-
kom koraku od postojeceg niza podintervala ispusta jedan i dodaju tri
nova podintervala.

Primjer 4.7. Primjenom Algoritma DIRECT odredit ¢emo globalni minimum
funkcije f: [1,6] = R zadane u Primjeru 4.5, str.72. Na Slici 4.15 prikazan
je niz aproksimacija (c,) globalnog minimuma koji se postize u tocki x* = 5.

4

Slika 4.15: Niz aproksimacija (c,,) globalnog minimuma funkcije iz Primjera 4.5,
str.72

Zadatak 4.11. Za funkciju iz Zadatka 4.8 provedite prve dvije iteracije Algoritma
DIRECT.

Zadatak 4.12. Za funkciju f:[0,18] — R, f(z) = min{|z — 5|+ 1,|z — 10| + 2}
provedite prve tri iteracije Algoritma DIRECT i u svakom koraku zapisite podinter-
vale s kojima se nastavlja algoritam.
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4.4.1 Optimizacija algoritma DIRECT

U Algoritmu DIRECT najvazniji korak je Korak 5 u kojemu trazimo interval
s najmanjom B-vrijednosti. Pokazat ¢emo kako se to moze provesti, a da se
pri tome ne koristi informacija o Lipschitzovoj konstanti L. To je izuzetno
vazna ¢injenica jer smo veé ranije spomenuli da je trazenje povoljne (Sto
manje) vrijednosti Lipschitzove konstante L opéenito vrlo zahtjevan proces
[77], a koriStenje grube aproksimacije (velika vrijednost za L) jako usporava
algoritam.

Sukladno ideji iznesenoj u radu [26], naglasimo joS jednom vaznost ¢i-
njenice da smo B-vrijednosti (4.20) intervala [aq,b1],..., [an,by] u Algo-
ritmu DIRECT predstavili samo njihovim centrima ¢;, ¢ = 1,...,n i njihovim
polusirinama d; = %5%
pridruziti tocku

. Zato ¢emo svakom intervalu [a;, b;] s centrom ¢;

T; = (di, f(ci))

a B-vrijednost intervala [a;, b;]

- _ S _ bi—a;
B; = B(ci,di) = f(ei) — Ldi,  gdje je  di = »5%,

moze se interpretirati kao odsjecak na ordinati linearne funkcije I; ¢iji graf
prolazi tockom 7; i ima koeficijent smjera L:

Razmotrimo nekoliko prvih iteracija Algoritma DIRECT kod trazenja glo-
balnog minimuma funkcije f iz Primjera 4.5, str.72. Svaki grafikon na
Slici 4.16 prikazuje tocke T;, ¢ = 1,...,n dobivene u nekoj iteraciji Algo-
ritma DIRECT i pravac [; kroz toc¢ku T} s koeficijentom smjera L, pri ¢emu

je j izabran tako da bude B; = ,Hlﬂn B;. Dakle, j je redni broj intervala
i=1,...,n

s najmanjom B-vrijednosti, odnosno najmanjim odsjeckom na ordinati od-
govarajuceg pravca ;. U prvoj iteraciji pojavljuje se n = 3 tocke, u drugoj
n = 5 tocaka, u tre¢oj n = 7 tocaka, itd. Pritom se neke tocke podudaraju.

Ako se na intervalu [a;,b;], j € I postigne najmanja B-vrijednost, onda
je odsjeCak na ordinati pravca l; s koeficijentom smjera L a koji prolazi
tockom T najmanji u odnosu na sve druge takve pravce koji prolaze tockama
Ty,...,T,, a sve tocke T; leze iznad ili na pravcu /;.

Postavlja se pitanje: ,,Postoji li mozda neki pravac iznad kojeg leZe sve
tocke T; s mangim koeficijentom smjera 0 < L < L? Veé na drugom
grafikonu Slike 4.16 vidi se da je bilo moguée izabrati ,,bolji pravac” — donju
ogradu tocaka T;, ¢ = 1,...,n izborom nove tocke T; i manjeg koeficijenta
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min = {5.16667,1.16667} ¢ min = {5.16667,1.16667} 4 min = {4.98148,1.05556}

s . s . s .
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2 * 2 * 2 $
. H
] / ! j !
di da d1 da d1
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Slika 4.16: Niz aproksimacija (c,) globalnog minimuma funkcije iz Pri-
mjera 4.5, str.72

smjera 0 < L < L. Problem bismo mogli prosiriti na sljedeéi naéin: ,, Treba
pronaci sve tocke T}, j € I, za koje je moguce pronaci neku konstantu L>o,
tako da nijedna od tocaka T;, i € I ne bude ispod pravea x — Lz + (f(c;) —
f/dj), odnosno tako da odgovarajuca B-vrijednost koja pripada tocki T; bude
najmanja: f(cj) — idj < f(¢i) — Ld; za svakii € I.” S tom motivacijom
uvodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 4.2. Interval [a;,b;] s centrom ¢; @ polusirinom d; = @ je
potencijalno optimalan ako postoji L> 0, tako da bude
flej) = Ld; < f(ei) — Ldi, YieI=1{1,...,n}. (4.22)

Formula (4.22) znadi da je za dani L > 0 odsjetak na ordinati B; =
flej) — idj pravca (4.21), koji prolazi tockom T; manji od ili jednak od-
sjeccima na ordinati B; = f(¢;) — Ld; pravaca koji prolaze drugim tockama
T;, ¢ € I. Izborom razli¢itih vrijednosti konstante L>0u svakoj iteraciji
moze postojati vise potencijalno optimalnih intervala.

Geometrijski gledano, interval [a;, b;] bit ¢e potencijalno optimalan ako
birajudi L > 0 mozemo pronaéi pravac kroz tocku T} koji je ujedno donja
ograda za sve druge tocke Tj, i = 1,...,n. Ako pri tome sve tocke jednake
apscise (jednake polusirine intervala) uredimo prema veli¢ini ordinate, onda
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potencijalno optimalne intervale treba traziti izmedu toc¢aka najmanje ordi-
nate (vidi Sliku 4.16). Od svih tih ,,donjih” toc¢aka treba izabrati one kroz
koje prolazi pravac iznad kojega se nalaze sve ostale tocke. Primijetite da
su to tocke koje leze na konveksnoj ljusci skupa tocaka T;, ¢ € 1.

Primjer 4.8. Na Slici 4.17 ilustriran je postupak traZenja potencijalno opti-
malnih podintervala za problem iz Primjera 4.7. Za skup tocaka prikazan na
Slici 4.17a i za L = 5 sve tocke leZe iznad pravea Iy (z) = La+(f(c1)—Ldy) =
5+ (12—5-6). Kao sto se moze vidjeti na Slici 4.17, tocka Th = (du, f(c1)
predstavlja potencijalno optimalan interval prema Definiciji 4.2.

(a) Tocka T4 (b) Tocke T; = (di, f(ci)),i=1,...,5

10)

-s! -s!

Slika 4.17: Trazenje potencijalno optimalnih intervala

Medutim, kao Sto se moze vidjeti, ima i boljih pravaca s manjim koefi-
cijentom smjera, a koji imaju spomenuto svojstvo (Slika 4.17b):

f(cl) — L1d1 S f(cz) — lei Za Sve i,
f(ca) — Lady < f(c¢;) — Lod; za sve i,
f(C3) — L2d3 S f(Cz) — Lgdi za sve 1.

Svaki od ovih pravaca dobar je izbor: odreduje barem jedan potencijalno
optimalan interval (tocku)! Primijetite da sve dobre tocke leze na konveksnoj
ljusci. Primijetite takoder da Lipschitzova konstanta na uzem podintervalu
u pravilu postaje manja, a time i algoritam efikasniji.

4.4.2 Trazenje potencijalno optimalnih intervala

Geometrijski gledano, tocka T; na Slici 4.18 predstavljat ¢e potencijalno
optimalan interval u smislu Definicije 4.2 ako se kroz nju moze provudéi
pravac s nekim koeficijentom smjera L > 0 iznad kojega (ili na kojemu)
se nalaze sve druge tocke.
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Slika 4.18: Zelene tocke odgovaraju potencijalno optimalnim intervalima

U nastavku éemo operacionalizirati opisano nacelo i sukladno Defini-
ciji 4.2 identificirati potencijalno optimalne intervale bez koristenja kons-
tante L > 0.

Ozna¢imo I := {1,...,n}, d; := @ i primijetimo najprije da se za
izabrani j € I (a time i izabrani d;) na Slici 4.18 moze pojaviti jedna ili
viSe tocaka. Sve tocke s apscisama d; predstavljaju intervale polusirine d;.
Vrijedi sljedeca lema.

Lema 4.2. [1}] Neka je f € Lippla,b] Lipschitz neprekidna funkcija s kons-
tantom L > 0, d;,c;, © € I poluSirine @ centri intervala nastali dijeljenjem
intervala |a,b] u Algoritmu DIRECT.

Interval [a;,b;], j € I je potencijalno optimalan w smislu Definicije 4.2
onda © samo onda ako postoji L >0 takav da vrijeds

flej) < flei), Vi€ I, (4.23)
flej) = flex) flej) = flew)

max 2 < [ < min
kel, dj—dp T T kel dj —dg

: (4.24)
gdje je
o [y={icl:d; =d;} - indeksi tocaka s apscisom d;;

o I; = {i € I:d; < dj} — indeksi tocaka koje se na grafikonu (4.18)
nalaze lijevo od tocaka s apscisom d;;

o Ip = {i € I:d; > d;} — indeksi tocaka koje se na grafikonu (4.18)
nalaze desno od tocaka s apscisom d;.

Primjedba 4.10. Za prakticne primjene nece biti potrebno pronalazenje kons-
tante L > 0 iz (4.24).
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Primjedba 4.11. Primjerice, ako je j indeks tocke T} sa Slike 4.18 koja ima

apscisu dy = %52, imamo: |Iy| = 1, |I| = 11, |Ig| = 0. Ako je j indeks tocke

T; koja ima apscisu dy = %1 = b_Ta, imamo: [lo| =4, [I1| =7, |Ig|] = 1.
Ako je j indeks tocke T} koja ima apscisu dy = %3 = b;—f, imamo: |Iy| = 3,

p| =0, [Ig] =9.
Vazno je primijetiti da je skup I, za tocke iz prvog stupca (najmanji d;)
prazan i da je skup Ir za tocke iz posljednjeg stupca (najvedi d;) prazan.

Dokaz. Zapisimo (4.22) kao
Flej) = flei) < L(dj — i), Viel, (4.25)

NuZnost.

Za sve i € Iy, d; = dj, iz Cega slijedi (4.23). Uvjeti (4.23) jednostavno znace
da tocka T mora biti najniza izmedu svih tocaka apscise d;.

Za i€ I, (dj — d; > 0) uvjete (4.25) mozemo zapisati kao

< max
dj —d; T kelp dj — dy,

Za i€ I (dj —d; < 0) uvjete (4.25) mozemo zapisati kao

flep) = fle) o fles) = flen)

> L, Vi€ lg 4.2
di —d; kel dj—d, - CIR (4.27)

Nejednakosti (4.26) i (4.27) zajedno mozemo zapisati kao

flej) — flex)

LA AR o< .
gg}); d;— d <L< Igreulr; 4 —d, odnosno (4.28)
kely, d; — dy, kelp  dj — dy,

Primijetite da smo na taj nacin eliminirali konstantu L.

Specijalno, ako je I, = (), uvjet (4.26), a onda i uvjet (4.29), trivijalno su
ispunjeni. Analogno, ako je Ir = 0, uvjet (4.27), a onda i uvjet (4.29), tri-
vijalno su ispunjeni. Stoga, u ovim slucajevima uvjet (4.24) interpretiramo
koristenjem konvencije da je max () = —oo i min () = oco. Dakle, za I, = ) ili
Ir = 0 uvjet (4.29), odnosno (4.24), ne treba provjeravati.

Zakljuc¢no, ako je interval j € I potencijalno optimalan u smislu Defini-
cije 4.2, onda su ispunjeni uvjeti (4.23)-(4.24).
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Dovoljnost.
Pretpostavimo da su za interval [a;,b;], j € I ispunjeni uvjeti (4.23)-(4.24).
Pokazimo da tada postoji L > 0 takav da vrijedi (4.22).

Za i € Iy vrijedi (d; = d;), pa za L > 0 mozemo uzeti bilo koji pozitivan
broj jer iz f(c;) < f(c;) slijedi (4.25), odnosno (4.22).

Za i € I, UIR, iz (4.29) zakljuéujemo da postoji L > 0, takav da vrijedi

(4.28).
Ako je i € Ir, vrijedi (4.26), odnosno (4.25), a ako je i € Ig, vrijedi
(4.27), iz ¢ega ponovo slijedi (4.25). O

Zadatak 4.13. Odredite potencijalno optimalne intervale za skup intervala dobiven
u Zadatku 4.11 nakon dvije iteracije Algoritma DIRECT.

Zadatak 4.14. Za funkciju f: [-6,12] — R, f(z) = min{jz — 1|+ 1, | — 8] + 2}
odredite Lipschitzovu konstantu te koristeéi taj rezultat provedite prve tri iteracije
Algoritma DIRECT. Za dobivene intervale graficki prikazite tocke T; = (d;, f(ci)),
gdje je d; polusirina a ¢; centar i-tog intervala. Odredite koji su intervali potenci-
jalno optimalni te za njih odredite dozvoljeni raspon konstante Lu Definiciji 4.2.

Dodatno suzavanje skupa potencijalno optimalnih intervala

Skup potencijalno optimalnih intervala dobiven sukladno Definiciji 4.2 moze
se jos viSe suziti tako da ne razmatramo intervale ¢ije se B-vrijednosti rela-
tivno malo razlikuju od trenutno minimalne vrijednosti funkcije fin.

Na Slici 4.19 prikazan je potencijalno optimalan podinterval [aj,b;] s
centrom u tocki ¢;, ¢ija se B-vrijednost od trenutnog minimuma funkcije
fmin razlikuje za manje od e. Takav interval ne bismo trebali dalje dijeliti
jer ne daje nade da ¢e se na njemu postié¢i globalni minimum.

Ako je [aj,bj] potencijalno optimalan interval sukladno Definiciji 4.2,
onda vrijedi

B(dj7f(cj)) = f(cj) - j—/d] < fmin-

Uz pretpostavku da je fmin # 0, to bi znadilo da je relativno odstupanje
aktualnog minimuma f,;, od B-vrijednosti j-tog podintervala nenegativno

Jmin — (f(CJ) - I:dj) > 0.
‘fmzn| o

Ako je to odstupanje znacajno (veée od nekog e > 0)

fmin*(f(cj)iﬁdj) >e>0 (4 30)
|fmzn‘ - ’ '
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B(dy, f(cj))

min

SF————————

J Cj J

Slika 4.19: Interval koji nije potencijalno optimalan

onda ¢emo podinterval [a;,b;] zadrzati u skupu potencijalno optimalnih in-
tervala. U protivnom neéemo ga smatrati potencijalno optimalnim. U lite-
raturi [13, 14] preporuca se koristiti e = 1074

Lema 4.3. [14] Neka je S C I skup indeksa potencijalno optimalnih in-
tervala sukladno Definiciji 4.2, odnosno Lemi 4.2, i neka je € > 0. Rela-
tivno odstupanje aktualnog minimuma fumin od B-vrijednosti j-tog podinter-
vala [aj,b;], j € S razlikuje se za vise od € onda i samo onda ako vrijed:

= £ | (o) = f(e)

€
- |fmm| |fmm‘ kel dj_dk

) ako je fmin # 0, (4.31)

odnosno

. J(e) = flew) .
f(cj) > d] knenlg dj —dy s ako Je fmm 0, (4 32)
gdje je Ip = {Z el:d; > d]}

Dokaz. Nuznost.
Pretpostavimo da se potencijalno optimalni interval [a;, b;], j € S, razlikuje
od aktualnog minimuma f,;, za vise od ¢, tj. da za njega vrijedi (4.30).
Ako je fomin 01 Ig # 0, iz (4.30) koristeéi (4.27) dobivamo
e dmin = 1(&) [ p di _ fwin = Sle) |y Fle) = )
|fmm’ |fmm’ ‘fmzn’ ‘fmzn’ i€lp d] - dz

Nadalje (4.30) zapisimo kao

f(cj) - f’dj < fmm - E‘fmm’ (4.33)
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Ako je fmin =01 Ig # 0, iz (4.33) koristeéi (4.27) dobivamo

Fles) = Fex)

kelr dj — dk

Zato uvjet (4.30) mozemo zapisati pomocu (4.31)-(4.32). Dakle, na taj
nacin i uvjete (4.30) zapisali smo bez koriStenja konstante L.

Dovoljnost.

Pretpostavimo da su za interval [a;, b;], j € S ispunjeni uvjeti (4.31)-(4.32).
Pokazimo da se tada B-vrijednost potencijalno optimalnog intervala [a;, b;],
j € S razlikuje od aktualnog minimuma f,;, za vise od €, odnosno da

postoji L > 0 takav da vrijedi (4.30). U tu svrhu dovoljno je uzeti L =
flej)=f(ck)
dj—dj :

O

min
kelp

Zadatak 4.15. Uocite zasto se u formuli (4.33) koristi apsolutna vrijednost trenutno
minimalne vrijednosti funkcije fy,in.

Primjedba 4.12. U programskom sustavu Mathematica ne treba posebno

voditi ra¢una o stupcima tocaka za koje je j = argmaxd; (najdesniji) i
i€l
j = argmind; (najlijeviji) jer u ovom programskom sustavu vrijedi:
i€l

Maz[{}] = —oc0 i Min[{}] = occ.

Sljedeéi teorem objedinjuje Lemu 4.2 i Lemu 4.3 i daje karakterizaciju
potencijalno optimalnih intervala ¢ije se B-vrijednosti znacajnije razlikuju
od aktualnog minimuma funkcije f. Takve intervale ima smisla dalje dijeliti
u Algoritmu DIRECT.

Teorem 4.2. Neka je f € Lippla,b] Lipschitz neprekidna funkcija s kons-
tantom L > 0, {d;,c;: i € I} polusirine i centri intervala nastali dijeljenjem
intervala |a,b] u Algoritmu DIRECT, fuin = mi}l f(ei) aktualna vrijednost
1€

minimuma i € > 0.

Interval [aj,b;], j € I je potencijalno optimalan u smislu Definicije 4.2,
a relativno odstupanje aktualnog minimuma fpn od B-vrijednosti j-tog po-
dintervala [aj,b;], j € S razlikuje se za vise od € onda i samo onda ako
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vrijedi
f(Cj) < f(cz-), Vi € I(),

flej) — flex) f(ej) — flex)

- Y < 3
wely dj—dy  heln  dj—dy
Frmin=f(e;) o _dj o fle;)=f(ex) e
€< [frmin] + [ frin] ]?EHII; dji—dr ako je fuin # 0,
o Jlep)=F(er) , B
flej) < djmin S =5, ako je fnin =0,

gdje je
o Iy ={i€l:d;=d;} —indeksi tocaka s apscisom d;;

o I = {i € I:d; < dj} — indeksi tocaka koje se na grafikonu (4.18)
nalaze lijevo od tocaka s apscisom d;;

o Ip = {i € I:d; > d;} — indeksi tocaka koje se na grafikonu (4.18)
nalaze desno od tocaka s apscisom d;.

Potencijalno optimalni intervali na Slici 4.20 prikazani su zelenim toc-
kama. Nasuprot tome, interval koji je na Slici 4.20 predstavljen crvenom
tockom zbog uvjeta (4.33) nece biti svrstan u potencijalno optimalne zato
Sto se njegova B-vrijednost gotovo ne razlikuje od trenutno minimalne vrijed-
nosti funkcije fii,. Geometrijsko objasnjenje uvjeta (4.33) moze se takoder
vidjeti na Slici 2.2 kod [13].

°
\

e ®
o o
L & @~

dqy dz da dy
Slika 4.20: Zelene toc¢ke odgovaraju potencijalno optimalnim intervalima, a crvena

tocka odgovara potencijalno optimalnom intervalu ¢ija se B-vrijednost ne razlikuje
znacajno od trenutnog minimuma fi,in

Primjer 4.9. Na Slici 4.21 prikazan je iterativni postupak Algoritma DIRECT
s biranjem potencijalno optimalnih intervala u smislu Definicije 4.2 prilikom
traZenja globalnog minimuma funkcije iz Primjera 4.5, str.72.
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Now A
~

—_
(=)}

Slika 4.21: Primjena Algoritma DIRECT s izborom potencijalno optimalnih
intervala za funkciju iz Primjera 4.5, str.72

Primjer 4.10. Kao reprezentant podataka y = {yi,...,ym} moZemo pro-
matrati tzv. ,Least Median of Squares” (LMS) (vidi [38, 54])

LMS(y) = ar/\ggRin@()\), ®(A) = med(y; — A2 (4.34)

Promatramo podatke koji predstavijaju 10 mjesecnih mjerenja dijastolickog
tlaka neke osobe: 90,93,86,92, 95,83, 75,40, 88,80 [54].

(] (] e o o 6 6 00 o
40 75 80 83 86 88 90 983 95

Graf funkcije ® i prve 4 iteracije Algoritma DIRECT prikazane su na Slici 4.22.
Pokusajte odrediti Lipschitzovu konstantu ove funkcije.

80

601 @

401

Slika 4.22: Primjena Algoritma DIRECT s izborom potencijalno optimalnih
intervala na funkciju kojom se definira ,,Least Median of Squares”

Iz podataka mozemo zakljuciti da podatak 40 predstavlja outlier. Ako pro-
motrimo aritmeticku sredinu uzorka, ona iznosi 82.2 i privucCena je outlierom. S
druge strane, medijan uzorka je 87, a LMS procjena iznosi 90.5. LMS procjena lezi
u podrucju vece koncentracije podataka gdje veé¢ina tocaka lezi blizu jedna drugoj.
Kad bismo outlier pomaknuli jos dalje od ostatka podataka, ni medijan niti LMS ne
bi promijenili svoju vrijednost. S druge strane, pomicanjem samo jednog podatka
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mozemo proizvoljno mijenjati vrijednost aritmeticke sredine. U tom smislu medijan
i LMS predstavljaju primjere robusnih procjenitelja reprezentanata skupa podataka.
Nedostatak LMS procjenitelja veca je varijabilnost od nekih drugih robusnih procje-
nitelja poloZaja. Za vise detalja vidjeti [54].

Primjedba 4.13. Ako se u Algoritmu DIRECT primijeni paralelno programira-
nje, onda se moze postaviti pitanje je li trazenje podintervala s najmanjom
B-vrijednosti efikasnije (brze) izdvajanjem potencijalno optimalnih intervala
sukladno Definiciji 4.2 ili je efikasnije (brze) jednostavno ispitivati sve ,do-
nje” tocke u klasterima tocaka jednake apscise?

Opéenito nije! To pokazuju brojni primjeri iz primjena.
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Poglavlje 5

Visedimenzionalna globalna
optimizacija

Kao sto smo spomenuli ranije u uvodu, problem globalne optimizacije po-
javljuje se u razli¢itim primjenama u gotovo svim podruc¢jima znanosti. Pri
tome funkcija cilja moze biti linearna, nelinearna, konveksna, nekonveksna,
diferencijabilna, nediferencijabilna, moze imati jednu ili vise nezavisnih va-
rijabli. Podrucje na kojemu je definirana funkcija moze biti ¢itav skup R"”
(tada govorimo o problemu globalne optimizacije bez ograni¢enja), a moze
biti neki podskup u R™ (tada govorimo o problemu globalne optimizacije s
ogranic¢enjima). Opcenito, problem globalne optimizacije definirat ¢emo na
sljededi nacin:

Treba odrediti tocku v* € D C R™ u kojoj funkcija g: D —

R postize globalni minimum v* = g(u*) € R, odnosno, treba

odrediti tocku u* € D C R" takvu da je

u* € argmin g(u), v* = g(u”). (5.1)
u€D

Moze se dogoditi da je skup argmin g(u) jednoclan (kao u Primjeru 1.2,
u€eD
str.7) ili viseclan (kao u Primjeru 5.1).

Primjer 5.1. Poznata Branin funkcija (koja se kao test primjer razmatra
u brojnim radovima [13, 14, 26]) g: [-5,10] x [0,15] — R,

2
g(z1,29) = (22 — %x% + %xl —6)"+10(1 — 8%) cosxq + 10

postize globalni minimum gmin = 0.398 u tri razlicite tocke. Jedna od njih
je uy = (m,2.275) (vidi Sliku 5.1).

101
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Slika 5.1: Branin test funkcija [26]

U nastavku ¢emo pretpostaviti da je domena funkcije g koju treba mi-
nimizirati hiperpravokutnik D = [a1,b1] X + -+ X [ay, by] za neke a; < b;, i =
1,...,n. Prije pokretanja nekog optimizacijskog algoritma funkciju g naj-
prije je korisno transformirati na jedini¢nu hiperkocku [0, 1]”. U Primjeru 5.1
to znaci da treba odrediti preslikavanje koje pravokutnik [—5,10] x [0, 15]
prevodi u kvadrat [0, 1] x [0, 1].

5.1 Transformacija problema na hiperkocku

U cilju transformacije optimizacijskog problema (5.1) na standardnu formu
za funkciju f: [0,1]" - R

u* € argmin f(u), v*= f(u"), (5.2)
u€e(0,1]™

potrebno je napraviti preslikavanje hiperpravokutnika D = [, [ai, b;] na
hiperkocku [0, 1]™. Zbog jednostavnosti, u sljedecoj lemi pokazujemo kako

se to moZe napraviti kada je D C R2. Opéeniti rezultat dobiva se analogno
(vidi Zadatak 5.1).

Lema 5.1. Neka su a,b,c,d € R takvi da je b > a i d > c. Jedinstvena
linearna bijekcija T' koja pravokutnik [a,b] X [c, d] prevodi u jedinicni kvadrat
[0,1)% 4 pri tome vrijedi T(a,c) = (0,0), T(a,d) = (0,1), T(b,c) = (1,0),
T(b,d) = (1,1) zadana je s

L a
T(x)=A(x —u), A= lb()a (1) ] , u= [C] , (5.3)

a inverzno preslikavanje T—1: [0,1]> — [a,b] x [c,d] s

T (z) = A e +u (5.4)
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Dokaz. Potrazimo preslikavanje 7' u obliku 7'(z) = Ax + b, gdje je

£

=l =l

d
T
c /
-7
0 1 a b

Slika 5.2: Preslikavanje pravokutnika [a,b] x [c, d] na jedini¢ni kvadrat [0, 1]2

Po uvjetu treba biti

T(a,0" = (0,07 = {Zjijfiﬁig
T(b,0)" = (1,07 = {Zﬁﬁ?ffzol
T(a,d)" = (0,17 = {Z‘Jiiﬁiiff
(b4 =117 = {Z?ile?i?f:ll

iz Cega slijedi
a C

_ 1 _ _ _ 1 . _ =
Oé—m, 5_07 7_07 6_ﬂ7 g_m’ n_ﬁ)

odnosno

Kako je b = —Au, slijedi (5.3).
Formula (5.4) dokazuje se direktnom provjerom. O

Transformacija Branin funkcije iz Primjera 5.1 na kvadrat [0,1]? daje
funkciju f: [0,1]> = R, gdjeje f = go T~ 1, T} z) = A Yz +u), A=t =
15 0

5 T
0 15,u-[ 5,0]".
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Zadatak 5.1. Neka su a;,b;, 1 = 1,...,n, (n > 2), realni brojevi takvi da je b; >
a;, Vi = 1,...,n. Definirajte preslikavanje T: R® — R", koje hiperpravokutnik
n

I [ai, b;] preslikava u jediniéni hiperkvadrat [0, 1]™.

i=1

Primjedba 5.1. Primijetite da se hiperpravokutnik u R™ moze zapisati na
sljedeé¢i nac¢in. Za dvije razli¢ite tocke a,b € R™ hiperpravokutnik [a,b] C
R™ moze se zapisati s [a,b] = {z € R":a; < x; < b;, i = 1,...,n} ili
jednostavnije s [a,b] = {z € R": a <z < b}.

5.2 Optimizacijski algoritam DIRECT za funkciju
dviju varijabli
Zadana je Lipschitz neprekidna funkcija g: [a,b] X [¢,d] — R. Primjenom

transformacije T zadane s (5.3), umjesto rjeSavanja optimizacijskog pro-
blema za funkciju g rjesavat ¢emo optimizacijski problem za funkciju

f=goT 0,12 =R, gdjeje T 'z)=A'z+u. (5.5)
Uocite da ¢e i tako definirana funkcija f biti Lipschitz neprekidna (vidi
Zadatak 4.7 i Zadatak 4.2 (e)).

5.2.1 Dijeljenje kvadrata [0, 1)

Slicno kao $to smo u t.4, str.69 definirali strategiju dijeljenja intervala,
u ovom slucaju potrebno je razraditi strategiju dijeljenja kvadrata. Jedi-
ni¢éni kvadrat [0, 1]? iterativnim postupkom dijelit ¢emo na subpravokutnike
prema nize navedenom postupku i pravilima.

(a) wy < wsy (b) wy > we

Slika 5.3: Dijeljenje kvadrata [0,1] x [0, 1]

Postupak poéinje dijeljenjem jedini¢nog kvadrata [0, 1]? s centrom u tocki

c= (%, %) na nacin opisan na Slici 5.3a ako je

wy :=min{f(c—dey), f(c+de1)} < min{f(c—dea), f(c+dea)} =: wa, (5.6)
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.. 1
gdje je 6 = 3,

opisan na Slici 5.3b ako je

a e1 i ey standardni bazni vektori u R?, odnosno na nacin

w1 > wy. (57)
Tako dobivamo skup od pet subpravokutnika P = {P},...,Ps} s cen-
trima

01:(%5%)7 62:(%_6)%)7 63:(%—}_67%)7
ca=(5,5-0), ¢ =(33+9).

Takoder, svakom subpravokutniku pridruzujemo duljine njegovih stranica u
slucaju (5.6) (Slika 5.3a)

A =(5,6), =51, h®=(51), »Y=(0), rO=(,0),

odnosno duljine njegovih stranica u sluc¢aju (5.7) (Slika 5.3b)

A = (5,6), h? =(506), h® =56, nrY=(,5), r®=(1,9).
Ako je L > 0 Lipschitzova konstanta funkcije f, B-vrijednost pravokut-

nika P; s centrom ¢; i veli¢inom d; definiramo s B; = B(¢;, d;) = f(¢;) — Ld;,

gdje d; predstavlja neku mjeru veli¢ine pravokutnika P;. Buduéi da je cilj
pronadi i dalje dijeliti subpravokutnik s najmanjom B-vrijednosti, kao mjeru

veli¢ine subpravokutnika P; sa stranicama hgz), héz) treba uzeti

di = max{p\" A"}, i=1,...5. (5.8)
Naime, ako je primjerice hgi) > hg), onda se manja B-vrijednost dobiva
koristenjem dulje stranice

BY = f(e) — Lh{) < f(e) — LhS) = BY.
Tako u slucaju (5.6) (Slika 5.3a) imamo
di=96, do=1, d3=1, dy=9, ds=29,
a u slucaju (5.7) (Slika 5.3b) imamo
di =96, dy=9, d3=90, dy=1, ds=1

Primjedba 5.2. Primijetite da je B-vrijednost svakog pravokutnika P; odre-
dena vrijednoséu funkcije u centru ¢; i duljinom d; njegove veée stranice.
Takoder je vazno primijetiti da smo za mjeru veli¢ine pravokutnika mogli
uzeti i nesto drugo (primjerice, udaljenost centra do vrha, tj. duljinu poludi-
jagonale) — to nam dozvoljavaju zapisi uvjeta u Lemi 4.2! Ova je ¢injenica
vazna ako podrucje dijelimo na trokute [49]. Tada bismo za d; uzimali mak-
simalnu udaljenost od centra (tezista) trokuta do vrha.
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Nadalje, svaki subkvadrat (jednake stranice) dijelit ¢emo takoder prema
prethodno opisanom postupku, a svaki subpravokutnik (razli¢ite stranice)
na tri jednaka dijela po vecoj stranici kao na Slici 5.4.

Na taj nacin u nekom trenutku raspolazemo skupom P od m subpravo-
kutnika. Za svaki od njih odredit ¢emo njegov centar c¢; i veli¢inu d; kao
poluduljinu veée stranice.

Slika 5.4: Dijeljenje subpravokutnika

Trenutnu aproksimaciju ¢ tocke globalnog minimuma odredit ¢emo kao

¢= argminf(ci)a Jmin = f(é) (5'9)

i=1,....m

Uoc¢imo da problemu trazenja subpravokutnika minimalne B-vrijednosti mo-
zemo pristupiti jednako kao u t.4.4.1, str.89 i promatrati potencijalno op-
timalne subpravokutnike definirane analogno Definiciji 4.2, str.90. Koriste-
njem rezultata Teorema 4.2, str.96 mozemo na taj nacin iz skupa P izdvo-
jiti potencijalno optimalne subpravokutnike i samo na njima provesti daljnji
postupak dijeljenja. Time smo izbjegli koristenje Lipschitzove konstante
funkcije f u algoritmu.

Tijekom iterativnog postupka skup P prosiruje se novim subpravokut-
nicima, a minimum f,,;, korigira se uvijek samo na centrima novih subpra-
vokutnika.

Problem zaustavljanja iterativnog postupka u literaturi nije egzaktno
rijeSen. Jedna moguénost za zaustavljanje iterativnog postupka je kontro-
liranje trenutne veli¢ine d subpravokutnika na kojemu se postize trenutni
minimum.

Nakon sto odredimo prihvatljivu aproksimaciju {é&, fmin} globalnog mi-
nimuma funkcije f, primjenom inverznog preslikavanja 7! iz Leme 5.1,
str.102, aproksimaciju globalnog minimuma polazne funkcije g odredujemo
kao T~ 1(2).

Opisani algoritam formaliziran je u Algoritmu 13, str.111 za funkciju n
nezavisnih varijabli.
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5.2.2 Nekoliko primjera

Koristenjem programskog sustava Mathematica s nekoliko primjera ilustri-
rat ¢emo Algoritam DIRECT za traZenje globalnog minimuma funkcije dviju
varijabli uz odgovarajuéi postupak dijeljenjenja jedini¢nog kvadrata [0, 1]2.
Primjer 5.2. Za pocetak promatrajmo sasvim jednostavnu kvadratnu funk-
ciju g: [2,5] x [3,5] = R, g(z1,72) = (z1 —3)2+ (z2 — 4)%, koja svoj globalni
minimum postize u tocki u* = (3,4), g(u*) = 0.

2
5

7>\\5
\C .

Slika 5.5: Kvadratna funkcija g: [2,5] % [3,5] = R, g(x1,72) = (z1 —3)% + (2 —4)?

Ploha i odgovaraju¢i ContourPlot ove funkcije prikazani su na Slici 5.5. Pri-
1(/)3 192 =123
T~Y(x) = A7}(z) + u, dobivamo funkciju f: [0,1]> = R, f(z) = (go T 1)(z) =
g(3x1 + 2,229 + 3) = (3w1 — 1)% + (222 — 1)2, koja svoj globalni minimum postize
u tocki @ = (4, 3), f(2) = 0.

Prve tri iteracije dijeljenja jedini¢nog kvadrata [0, 1] za ovu funkciju te odgo-

mjenom preslikavanja T(z) = A(z — u), gdje je A = [

varajuéi trenutni minimum prikazani su na Slici 5.6. Crvenim kruzi¢ima naznaceni
su centri potencijalno optimalnih subpravokutnika.

It.1: min = {0.25, (3.5,4.0)} Tt.2: min = {0.028, (2.833,4.0)} 1t.3: min = {0.028, (2.833,4.0)}
T T~ W\ /S
\ /
e
| || I
I /IEO) @) SR CICIE
| — —

Slika 5.6: Dijeljenje kvadrata [0,1]> C R? u sluéaju funkcije iz Primjera 5.2.
Crvenim kruzi¢ima oznaceni su centri potencijalno optimalnih pravokutnika

Primjer 5.3. Konstruirajmo funkciju f: [0,1]*> — R,

Flar,20) = _%6—10||A([x1,xQ]T—[.z.:ﬂT)\|2 _ %6—20”[:cl,:CQ]T—[o.3,o.8}T||27 (5.10)
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gdje je A= 8 E ﬂ , koja ée na [0,1)? postici lokalni minimum u tocki u} =
(0.3,0.8), f(uy) = —0.2 7 globalni minimum u tocki vz = (0.7,0.3), f(u}) =

—0.5.

Slika 5.7: f(z1,22) = _%e—louA([zl,zle—L?,.s]T)HZ _ %6—20”[-”'31v$2]T—[0-3s0~8]T”2

Ploha i odgovaraju¢i ContourPlot prikazani su na Slici 5.7. Prve tri itera-
cije dijeljenja jedini¢nog kvadrata [0, 1]? za ovu funkciju te odgovarajuéi trenutni
minimum prikazani su na Slici 5.8.

It.1: min = {—0.174,(0.83,0.5)} It.2: min = {—0.229, (0.83,0.17)} 1t.3: min = {—0.393,(0.72,0.17)}

a0 N N\\

It.4: min = {—0.489, (0.72,0.28)}  It.5: min = {—0.494, (0.68,0.28)}  It.6: min = {—0.496, (0.68,0.32)}

@] @) [@Y
) i B
W U e

Slika 5.8: Dijeljenje kvadrata [0,1]?> C R? u slu¢aju funkcije (5.10) iz Primjera 5.3.
Crvenim kruzi¢ima oznaceni su centri potencijalno optimalnih pravokutnika

‘\HW y

S50

o]
W EE))8)))

Zadatak 5.2. Pokazite da funkcija f zadana s (5.10) ima dvije stacionarne tocke
uy = (0.3,0.8) i w5 = (0.7,0.3) i da je f(u}) = —0.2, f(u}) = —0.5.

Primjer 5.4. PokaZimo jos primjenu optimizacijskog Algoritma DIRECT za
Branin funkciju iz Primjera 5.1, koja svoj globalni minimum gmin, = 0.398
postize u trima razlic¢itim tockama. Jedna od njih je uy = (mw,2.275) (vidi
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Sliku 5.1).

Prvih Sest iteracija dijeljenja jediniénog kvadrata [0, 1]? za ovu funkciju te od-
govarajuci trenutni minimum prikazani su na Slici 5.9.

It.1: min = {24.13,(2.5,7.5)} It.2: min = {2.415, (2.5,2.5)} It.3: min = {0.415, (2.5,2.5)}

)} It.6: min = {0.434, (3.06,2.32)}
(RN
RN

N

Slika 5.9: Dijeljenje kvadrata [0, 1]? C R? u slu¢aju Branin funkcije iz Primjera 5.1.
Crvenim kruzi¢ima oznaceni su centri potencijalno optimalnih pravokutnika
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]
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Zadatak 5.3. Zadana je funkcija g: [—1,1] x [-1,1] — R,
g(x1, r2) = max {|2z1 — 2 — 1], |21 + 22|} .
(a) Odredite globalni minimizator funkcije g.

(b) Odredite funkciju f dobivenu transformacijom funkcije g na jedini¢ni
kvadrat. Sto je globalni minimizator tako dobivene funkcije?

(c) Napravite dvije iteracije Algoritma DIRECT te skicirajte kako bi se dalje
dijelili pravokutnici.

(d) Koja je aproksimacija globalnog minimizatora polazne funkcije g7

5.3 Optimizacijski algoritam DIRECT za funkciju vise
varijabli

Zadana je Lipschitz neprekidna funkcija g: D — R, gdje je D C R™ hi-
perpravokutnik u R"™. Primjenom transformacije T' (Zadatak 5.1, str.104),
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umjesto rjesavanja optimizacijskog problema za funkciju g rjesavat ¢emo
optimizacijski problem za funkciju

f=goT 1 [0,1]" =R, gdjeje T 'z)=A'z+u (5.11)

Slicno kao $to smo u t.4, str.69 definirali strategiju dijeljenja intervala,
u ovom slucaju potrebno je razraditi strategiju dijeljenja hiperkocke. Jedi-
ni¢nu hiperkocku [0, 1] iterativnim éemo postupkom dijeliti na subhiper-
pravokutnike prema nize navedenom postupku i pravilima.

Primjedba 5.3. Primijetite da u slucaju n = 3 kocku dijelimo na 2n + 1
subparalelepipeda na sljedeéi nac¢in (vidi [26], Slika 8, str. 169):

e po prvoj izabranoj koordinati (izbor ovisi o brojevima wi, wg, ws koji su
definirani analogno (5.6)) kocku dijelimo na 3 jednaka subparalelepipeda
(sloja) (vidi Sliku 5.10a);

e po drugoj izabranoj koordinati centralni subparalelepiped (sloj) dijelimo
na 3 jednaka subparalelepipeda (sloja) (vidi Sliku 5.10b);

e po trecoj koordinati centralni subparalelepiped (sloj) dijelimo na 3 jed-
nake subkocke (vidi Sliku 5.10c).

Slika 5.10: Dijeljenje kocke u R3

Nadalje, uvijek samo kocku dijelimo na ovaj na¢in. Subparalelepipede, kakvi
god bili, uvijek dijelimo na tri jednaka dijela po najduzoj stranici.

Nize navodimo pseudokod Algoritma DIRECT, a odgovarajuéi Mathema-
tica-modul moze se preuzeti na adresi http://www.mathos.unios.hr/GOP-knjiga/
GOPmoduli.rar
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Algoritam 13 (Algoritam DIRECT)

Input: f: R” — R;
Input: cpin; d=10.5; 0<n <d; frmin= f(Cmm);
1: Neka je H trenutni skup hiperpravokutnika;
2: Grupiraj sve hiperpravokutnike iz H prema njihovoj veli¢ini, a u svakoj grupi
sortiraj ih prema vrijednosti funkcije f u njihovom centru;
3: Hiperpravokutnici iz svake grupe s najmanjom funkcijskom vrijednosti ¢ine pro-
sireni skup potencijalno optimalnih hiperpravokutnika &;
4: Primjenom Teorema 4.2 iz skupa &, sagradi skup potencijalno optimalnih hi-
perpravokutnika P;

5: for R€ P do

6: Podijeli R na subhiperpravokutnike rq,...,r;

7 Izbrisi hiperpravokutnik R

8: fori=1,...,s;do

9: Odredi veli¢inu d;, centar ¢; i funkcijsku vrijednost f(c¢;);
10: Korigiraj minimalnu veli¢inu d i (¢min, f(Cmin))
11: end for
12: end for

13: if d > 7, go to Step 2; else STOP
OUtPUt: (Cmin7 f(Cmvn))

Primjer 5.5. U Primjeru 1.10, str.15 zadan je skup (konacni niz) A =
{a' € R:i = 1,...,262144} realnih brojeva koji predstavljaju tonove (gray
levels) tocaka poznate crno-bijele slike ., Elaine” velic¢ine 512 x 512.

Skup A grupirali smo u k = 2,4, 8 klastera minimizirajuéi funkciju opéenito k
varijabli

Fley,....c Zlglgkdw ¢j,at), (5.12)

gdjejedrs(z,y) = ||z—yl|3, LS-kvazimetricka funkcija. Problem argmin F(cy,...,
c1,...,c ER

¢k) rjesava se Algoritmom 13 koriStenjem modula dostupnog na adresi http://www.
mathos.unios.hr/GOP-knjiga/GOPmoduli.rar.

Brojne druge primjere problema globalne optimizacije i test funkcije za
globalnu optimizaciju mozemo pronaéi u [13, 14, 16, 23, 50, 63].

5.4 Optimizacijski algoritam DIRECT za simetricnu
funkciju
Funkcija f: [a,b]” — R je simetricna ako proizvoljna permutacija njenih

nezavisnih varijabli ne mijenja vrijednost funkcije. Simetri¢ne funkcije ¢esto
se javljaju u razli¢itim primijenjenim istrazivanjima. Primjerice, funkcija
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(5.12) simetri¢na je funkcija jer proizvoljna permutacija nezavisnih varija-
bli ¢1,...,c¢, znaci samo drugaciji poredak centara klastera, ali ne mijenja
vrijednost funkcije.

Primjer 5.6. Funkcija f: R?> = R, f(x1,22) = 2% — 2129 + 23 simetricna
je funkcija, ali funkcija g: R?> — R, g(x1,22) = 1 — 1122 + 23 nije.
Zadatak 5.4. Primjenom programskog sustava Mathematica nacrtajte graf (plohu)
i ContourPlot funkcije [16]

g: 0,112 = R, g(z,y) = —.2(z* + y*) + 2zy cos z cos y.

Je li ovo simetri¢na funkcija?

Primjer 5.7. Neka je A C R skup dobiven Mathematica-naredbom:

In[1]:= 20; SeedRandom[13];

RandomReal [{0, 1}, m]

m
A

Out [1]= {0.456535, 0.868230, 0.704274, 0.795001, 0.040520, 0.957827, 0.008372,
0.251257, 0.014313, 0.743946, 0.066294, 0.783009, 0.907372, 0.081007,
0.486618, 0.824774, 0.684515, 0.063848, 0.086283, 0.658425}

Elemente skupa A oznacit éemo s a',i = 1,...,m i grupirati ih u dva
klastera minimizacijom funkcije (5.12).

Podruéje definicije minimizirajuée funkcije (5.12) je jedini¢ni kvadrat [0,1]?,
a za trazenje globalnog minimuma direktno se moze primijeniti Algoritam 13 ili
Mathematica-modul NMinimize. Dobivamo

In[1]:= Clear[x, y]; NMinimize[{F[x, yl], 0 <= x <=1, 0 <=y <= 1}, {x, y}]
Out[2]= {0.300262, {x -> 0.739211, y -> 0.0764867}}

Graf (ploha) i ContourPlot odgovarajuce funkcije (5.12) prikazani su na Slici 5.11.
Primijetite da je podrucje definicije simetricno podijeljeno na dva trokuta
Ay ={(1,22) €[0,1]: 1 > 21 > 2 > 0},
Ao = {(x1,22) €[0,1]%: 0 < 2y <y < 1},
a Mathematica-modul NMinimize pronasao je samo tocku globalnog minimuma

u* = (0.73921,0.07648) u trokutu A;. Jasno je da postoji i druga tocka globalnog
minimuma v* = (0.07648,0.73921) € As.
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Slika 5.11: F(cr,c2) = Y- min{fler — a'[3lles — '3}

i=1

Situacija koja se pojavila u prethodnom primjeru prirodno se generalizira
i u slucaju simetri¢ne Lipschitz-neprekidne funkcije vise varijabli. Ako si-
metri¢na Lipschitz-neprekidna funkcija s n nezavisnih varijabli ima globalni
minimum, tada se on moze posti¢i u barem n! razli¢itih to¢aka. Primjerice,
ako bismo skup A C R grupirali u 5 klastera, funkcija (5.12) postigla bi svoj
globalni minimum u barem 120 razli¢itih tocaka, ¢ije se koordinate razlikuju
do na permutaciju. Pet koordinata bilo koje od ovih tocaka predstavljaju
centre pet klastera skupa A. Algoritam DIRECT pronalazi svih 120 tocaka i
zbog toga je vrijeme izvodenja (CPU time) izuzetno veliko.

Zato se u literaturi [16] pojavila specijalna metoda i algoritam SymDIRECT
kojim se efikasno rjesava globalni optimizacijski problem (GOP) za sime-
tricnu Lipschitz-neprekidnu funkciju. Metoda SymDIRECT jedna je modifi-
kacija standardnog Algoritma DIRECT, a najkrace receno, umjesto trazenja
tocke globalnog minimuma na hiperkocki [0, 1]™, on se trazi samo na jednom
od n! jednakih hipertetraedara. Zbog jednostavnosti izabran je hipertetra-
edar

A={(x1,...,2,) €[0,1]": 1 > 27 >--- >, >0}

U postupku dijeljenja hiperkocke [0, 1] Algoritam SymDIRECT zadrzava samo
one subhiperpravokutnike koji su potpuno ili djelomic¢no sadrzani u hiper-
tetraedru A. Metoda pokazuje visoku efikasnost kod rjesavanja GOP za
simetri¢nu Lipschitz-neprekidnu funkciju.

Godinu dana kasnije pojavila se nova, jos efikasnija metoda i algoritam
DISIMPL [49]. Ideja ove metode sastoji se u tome da umjesto dijeljenja
hiperkocke [0, 1]™ posebnim postupkom dijelimo hipertetraedar A. U naj-
jednostavnijem slucaju (n = 2), hipertetraedar A donji je trokut jedini¢nog
kvadrata [0, 1] (Slika 5.12a), koji se u prvom koraku dijeli na 4 jednaka (suk-
ladna) subtrokuta od kojih sredi$nji ima centar (teziSte) u centru polaznog
trokuta, a njegovi vrhovi podudaraju se s polovistima stranica polaznog tro-
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kuta. Nakon odredivanja B-vrijednosti svih subtrokuta, dalje se dijeli onaj s
najmanjom B-vrijednosti. Naravno, i u ovom slucaju koriste se potencijalno
optimalni subtrokuti. Jedno moguée dijeljenje trokuta A prikazano je na
Slici 5.12.

Slika 5.12: Dijeljenje trokuta A = {(x1,22) € [0,1]?: 1 > 27 > x5 > 0}

Primjer 5.8. Neka je A= {a’ € [0,1]:i=1,...,m} C R skup konstruiran
u Primjeru 5.7. Elemente skupa A grupirat éemo u tri klastera minimizaci-
jom funkcije (5.12).

Primjenom Mathematica-modula NMinimize dobivamo

In[1]:= Clear[x, y, zl;
NMinimize [{F[x,y,z], 0<=x<=1, 0<=y<=1, 0<=z<=1}, {x,y,z}]

Out[2]= {0.125808, {x -> 0.792737, y -> 0.0515195, z -> 0.398137}}

Slika 5.13: Jedini¢na kocka [0, 1]® prirodno je podijeljena na 6 jednakih tetraedara

Na ovaj GOP primijenit éemo i Algoritam SymDIRECT. Podrudje definicije mini-
mizirajuée funkcije (5.12) u ovom je slu¢aju jedini¢na kocka [0, 1] koja je prirodno
podijeljeno na 6 jednakih tetraedara (vidi Sliku 5.13%). Sukladno Metodi SymDIRECT

!Maketu su izradili Lidija Radan i Jan Valenta, Odjel za matematiku, Sveuéiliste u
Osijeku.
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dovoljno je promatrati samo jedan od 6 tetraedara i na njemu pronaéi tocke mini-
muma. Promatrajmo tetraedar

Ay ={(z1,22,23) € [0,1°: 1 > 21 > 2 > x3 > 0}.
Algoritam SymDIRECT daje globalni minimum (vidi Sliku 5.14)
u* = (0.81385,0.35390,0.02106) € Ay, F(u*) = 0.06258.

Mathematica-modul NMinimize pronasao je jednu od dvije tocke lokal-
nog minimuma (vidi takoder Sliku 5.14).

@ = (0.81386,0.45654,0.07861) € Ay,  F(a) = 0.08126,
® = (0.79274,0.05152,0.39814) € Ay,  F(d) = 0.12581.

(93
N—

u3 us uy

- - - F(u")=0.0626
U3 Ua o

- ' F(a)=0.0813
D3 Vg 01

. koo . .. RTINS SRS,

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Slika 5.14: Jedan globalni (u*, F(u*)) i dva lokalna minimuma (4, F(4)), (0, F(9))
iz Primjera 5.7

Zadatak 5.5. Neka je A C R. Konstruirajte algoritam po uzoru na Algoritam DIRECT
koji ¢e traziti tocku globalnog minimuma simetri¢ne Lipschitz-neprekidne funkcije
definirane na trokutu A = {(z1,72) € [0,1]?: 1 > 21 > x5 > 0} primjenom pret-
hodno spomenutog postupka dijeljenja trokuta.

Jo$ jedna nova metoda [63] za trazenje tocke globalnog minimuma si-
metriéne Lipschitz-neprekidne funkcije g: [a,b]” — R nakon transformacije
f = goT~! takoder pretrazuje hipertetraedar A. Primjenom nove tran-
sformacije 7 (vidi Lemu 5.2) problem trazenja toc¢ke globalnog minimuma
funkcije f na hipertetraedru A prevodi se na trazenje tocke globalnog mi-
nimuma nove funkcije ®: [0,1]" — R, ®(¢) = f(7(¢)) na hiperkocki [0, 1],
a tu je moguce primijeniti standardni DIRECT ili neki drugi optimizacijski
algoritam (vidi t.5.5.2, str.117).
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i
Lema 5.2. Neka je T: R™ — R™ linearni operator zadan s T (e;) = Y. e,
j=1

gdje je {e1,...,en} standardna ortonormirana baza u R™. Tada vrijedi
ceA & cel0, 1™ i T ) elo,1”

Zadatak 5.6. Dokazite Lemu 5.2.

5.5 Neke druge mogucénosti

5.5.1 Kratki povijesni pregled

Neka je f: D — R, D C R", proizvoljna funkcija koja u tocki z* =
argmin,cp f(x) postize globalni minimum f* = f(2*). Kao sto je veé i
ranije navedeno, problem odredivanja takve tocke x* € D zovemo problem
globalne optimizacije. Metode za rjesavanje problema globalne optimizacije
tijekom povijesti? najvise su se razvijale pod utjecajem razvoja inzenjerskih
tehnologija. Prvi poznati znanstveni rad u literaturi povezan s globalnom
optimizacijom potjece iz 1797. godine®. U tom je radu prvi puta sustavno
analiticki obraden problem globalne optimizacije. Analiticke metode za rje-
Savanje problema globalne optimizacije opéenito su vrlo kompleksne, po-
sebno u slucaju velikog broja varijabli te zbog toga prije pojave suvremenih
racunala njihova efikasna implementacija bila je gotovo nemoguca. U kas-
nijim 50.-tim godinama 20. stoljeéa razvijene su prve numericke metode za
rjesavanje problema globalne optimizacije koje su se zasnivale na tzv. nacelu
podijeli-pa-vladaj. Ugrubo govoreéi, ovo se nacelo sastoji od podjele domene
D na manje poddomene na kojima se mogla primijeniti neka lokalna me-
toda. Na taj nacin generira se iterativni postupak koji konvergira prema
tocki globalnog minimuma. Tipi¢an primjer ovakve metode je Metoda gra-
nanja i ogradivanja (eng. Branch and Bound - (BB)) [47], koja se u svom
originalu koristila za rjesavanje specificnih problema globalne otimizacije po-
vezane s linearnim odnosno cjelobrojnim programiranjem. Metoda grananja
1 ogradivanja primijenjena na opcéenitu funkciju prvi se puta koristi u radu
[12]. U razdoblju od 1970. do 1980. najveéim su se dijelom razvijale metode
za rjeSavanje mjesovitih cjelobrojnih i nelinearnih problema [37]. U tom je
razdoblju takoder razvijena metoda ovog tipa koja se temelji na intervalnoj

2Podaci o kratkom povijesnom pregledu metoda globalne optimizacije preuzeti su
uglavnom iz [37].

31z povijesnih razloga navodimo originalnu referencu:
J. L. Lagrange, Théorie des fonctions analytiques, Impr. de la République, Paris, 1797.
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aritmetici [18, 19]. Metoda se nije pokazala efikasnom zbog svoje opéenito
vrlo spore konvergencije.

Do kraja 80.-ih godina razvijene su razli¢ite metode globalne optimizacije
koje su koristile specijalne strukture problema, pa i stohasticka optimizacija
(vidi primjerice [78]). Pocetkom 90.-ih godina, broj znanstenih publikacija
u podruéju globalne optimizacije znacajno se poveéao. Takoder se razvija
veliki broj softverskih paketa za rjesavanje ovog problema. U tom razdoblju
izdana je prva knjiga vezana uz globalnu optimizaciju [21].

U radu [2] Metoda grananja i ogradivanja pod nazivom aBB primije-
njena je na opceniti nelinearni i nekonveksni problem uvjetne optimizacije.
Nakon toga uslijedio je niz znanstvenih radova u kojima se razmatra ova
metoda, a temeljna pretpostavka je da je funkcija cilja dva puta neprekidno
diferencijabilna. Nesto kasnije razvijaju se stohasticke metode, kao sto su
Simulated and Nested Annealing [53], Tabu Search [8], Multi-Level Single
Linkage [33], Variable Neighbourhood Search [42], Differential Evolution, itd.

5.5.2 Metoda grananja i ogradivanja

U nastavku ¢emo ukratko proanalizirati prethodno spomenutu Metoda gra-
nanja © ogradivanja. Temeljna ideja ove metode sastoji se od definiranja liste
L konveksnih podskupova domene D, pri ¢emu pretpostavljamo da barem
jedan od tih podskupova sadrzi tocku globalnog minimuma funkcije f. Iz
liste £ odabiremo podskup R, kojega obrisemo iz liste, te na tom podskupu
odredujemo gornju ®yp(R) i donju ®7p(R) medu optimalne vrijednosti
funkcije f* tako da vrijedi

®rp(R) <min f(r) < ®yp(R).
T€ER
Ovaj postupak zovemo ogradivanje.

U cilju osiguravanja brzine konvergencije, gornju i donju medu vazno je
odrediti na $to je moguce jednostavniji nacin. Ako je pritom ®yp(R) —
®;5(R) < e, gdje je € > 0 unaprijed zadana to¢nost, podskup R zadrza-
vamo te odgovarajucu vrijednost gornje mede ®yp(R) smatramo trenutnom
vrijednoséu globalnog minimuma. Takoder, iz liste £ uklonimo sve one pod-
skupove kojima je vrijednost donje mede veé¢a od ®yp(R).

U suprotnom, ako je ®yp(R) — ®rp(R) > &, podskup R dalje dijelimo
u disjunktne podskupove koje uvrstavamo u listu £. U listi £ zadrzavamo
samo one podskupove kojima je vrijednost gornje mede manja od trenutne
vrijednosti globalnog minimuma. Postupak daljnjeg dijeljenja nazivamo gra-
nanje.
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U ovisnosti o nac¢inu konstrukcije gornje i donje mede (ogradivanje), kao
i nac¢inu daljnjeg dijeljenja podskupa (grananja) mogu se konstruirati raz-
licite metode koje su zasnovane na ovoj ideji. Tipi¢ni primjer ove grupe
metoda je veé ranije spomenuta BB metoda, kod koje se u svrhu definira-
nja gornje mede koristi pretpostavka da je funkcija f dva puta neprekidno
diferencijabilna [2].

U nastavku kao ilustraciju navodimo primjer iz [37], u kojemu rjesa-

vamo problem jednodimenzionalne globalne optimizacije primjenom nacela
grananja i ogradivanja.
Primjer 5.9. Zadan je interval Q = [—3, 6] te funkcija f: Q — R formulom
flx) = %x + sinz (Slika 5.15a). Primjenom nacela grananja i ogradivanja
treba pronadi tocku u kojoj se postize globalni minimum funkcije f na inter-
valu @@ s tocnoséu € = 0.15

(a) Graf funkcije f (b) Pravac y = fz — 1 (c) Tangente uwr=-3iz=06
15
10
05
-2 2 4 6

Ao Ao Ao

“15 \ “15 \ “15

-2.0 -2.0 -2.0

(d) Graf funkcije @1 p(x) (e) 22p([-3,6]) (f) Pup([-3,6])
15 15 15
1.0 1.0 1.0
0.5[/\/ 0.5[/\/ 0.5[/\/
-2 2 4 6 12 2 4 6 12 2 4 6
2 N2 N2
-2.0 -2.0 -2.0
(&) @15 ([~3,4.46]) | Dyrp([—3,4.46]) (h) By p([4.46,6])
1.5 1.5
1.0 10
0.5[/\/ 0.5[/\./
1'::1 0 2 4 6 -2 2 4 6
\:6'1 712 -15
-2.0 -2.0

Slika 5.15: Metoda grananja i ogradivanja za funkciju f: [-3,6] — R, f(z) =
%x +sinz

Na podetku metode lista £ sastoji se samo od intervala Q = [—3, 6], odnosno
L ={[-3,6]}. Odredimo donju ®5([—3,6]) i gornju medu @y 5([—3,6]). Kako je



Metoda grananja i ogradivanja 119

—1 <sinz <1, vrijedi (vidi Slika 5.15b)

1
>-—z—1.
f)z o
U cilju profinjenja donje mede, u rubnim tockama x = —3 te x = 6, konstruiramo

tangente na graf funkcije f. U tocki z = —3, tangenta glasi: y = —3.11 — 0.74 x,
dok u tocki x = 6, tangenta glasi: y = —6.04 + 1.21«x (vidi Sliku 5.15¢). Sada je
ocigledno (Slika 5.15d)

f(@) > @rp(x) :=max{iz —1,-3.11 - 0.742,—6.04 + 1.21 2},
odakle je (Slika 5.15e)

(I)LB([fg,G]) = min (I)LB(I) = 71.53,
z€[—3,6]
a postize se u tocki T = —2.13.

Nadalje odredujemo gornju medu. Jedna je moguénost primijeniti neku lokalnu
minimizacijsku metodu te za gornju medu odabrati vrijednost funkcije kojoj je
ta metoda konvergirala. Kako je funkcija f dva puta neprekidno derivabilna, u
tu svrhu primjenjujemo Newtonovu metodu, pri ¢emu za pocetnu aproksimaciju
uzimamo xy = 6. Newtonova metoda konvergirala je prema & = 4.46 te je prema
tome gornja meda (Slika 5.15f)

Py p([—3,6]) = f(4.46) = 0.147.
Razlika gornje i donje mede iznosi
Oy p([-3,6]) — @rp([—3,6]) = 1.67 > e = 0.15,

§to znadi da interval [—3, 6] treba podijeliti (granati) u dva podintervala. Pretpos-
tavimo da interval dijelimo na podintevale Q1 = [—3,4.46], Q2 = [4.46,6]. Tocku
T = 4.46 zovemo tocka grananja. Lista £ sada glasi

£ = {[—3,4.46],[4.46,6] }.

Odabiremo interval [—3, 4.46] iz liste, obriSemo ga iz liste te za njega odredujemo
donju i gornju medu. Za donju medu koristimo istu funkciju kao i za interval [—3, 6]
pa je

(I)LB([—3,4.46]) = min (I)LB(I) = —1.53,
x€[—3,4.46)
a postize se u tocki T = —2.13. U svrhu odredivanja gornje mede na skupu
[—3,4.46], primjenjujemo Newtonovu metodu s poetnom aproksimacijom xg = 3.
Newtonova metoda konvergirala je prema £ = —1.82 te je prema tome gornja meda
(Slika 5.15g)
Syp([—3,4.46]) = f(—1.82) = —1.42.

Razlika gornje i donje mede iznosi

(I)UB([—3,446]) — (bLB([_37446]) =0.11 < e =0.15.
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Ovaj interval ne dijelimo dalje te za aproksimaciju tocke u kojoj se postize globalni
minimum uzimamo & = —1.82, dok je odgovarajuca vrijednost globalnog minimima
U :=—1.42.

Nadalje, promatramo interval [4.46,6]. Za konstrukciju donje mede koristimo
funkciju ®5,5(x) te je

&, ([4.46,6]) = f(4.46) = 0.115.

U svrhu odredivanja gornje mede na skupu [4.46, 6], primjenjujemo Newtonovu
metodu s pocetnom aproksimacijom xzg = 6. Newtonova metoda konvergirala je
prema Z = 4.46, te je pri tome gornja meda (Slika 5.15h)

Dyp([4.46,6]) = f(4.46) = 0.147.
Razlika gornje i donje mede iznosi
Oy 5([4.46,6]) — Prp([4.46,6]) = 0.04 < e = 0.15.

Ovaj interval ne dijelimo dalje. Kako za trenutnu aproksimaciju globalnog mini-
muma U = —1.42 vrijedi U < ®1,5([4.46,6]) = 0.147, ovaj interval ne sadrzi tocku
globalnog minimuma.

Buduéi da lista £ ne sadrzi vise podskupova, zakljucujemo da je funkcija f
postigla globalni minimum funkcije u tocki £ = —1.82 ta da on iznosi U = —1.42.



Poglavlje 6

Mathematica programi i
moduli

Tijekom izvodenja nastave predvideno je ilustrirati metode i algoritme te
njihova svojstva primjenom programskog sustava Mathematica [76] za koji
Sveuciliste u Osijeku redovito obnavlja licencu. S jedne strane, na taj na-
¢in demonstriraju se osnove koristenja ovog programskog sustava, a s druge
strane, metode i algoritmi navedeni u ovom udzbeniku postaju blizi i ope-
rativniji. Svi nize navedeni programi slobodno se mogu preuzeti na adresi:

http://www.mathos.unios.hr/GOP-knjiga/GOPmoduli.rar

Treba napomenuti kako opisani Mathematica moduli imaju za cilj pr-
venstveno ilustrirati obradene metode minimizacije te nije namjera postici
najefikasniju mogucu implemetaciju metoda. Za zahtjevniju uporabu sva-
kako postoji prostor za brojna poboljSanja i ubrzanja trenutnih implemen-
tacija.

6.1 Uvod

Prije opisa konkretnih modula, navest ¢emo neke njihove zajednicke karak-
teristike i sintaksu. Opceniti poziv modula ovdje ¢emo navoditi u sljede¢om
obliku

ImeModulalargl_, ... , argn_, oargl_:vl, ... , oargm_:vm]
sto znaci da se modul ImeModula poziva s n argumenata argl, ..., argn,
te moze imati m opcionalnih argumenata oargl, ..., oargm. Opcionalni
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argumenti mogu se zadati prilikom poziva modula, a ukoliko nisu zadani,
za njihovu vrijednost uzima se vrijednost navedena nakon : u prethodnoj
naredbi. Ova sintaksa odgovara nacinu definiranja modula u Mathematici
(vidjeti pripadnu temu u Help-u).

Moduli koje opisujemo u nastavku dijele slicnu strukturu ulaznih ar-
gumenata. Prvim argumentom modulu se predaje funkcija koju treba mi-
nimizirati. Zatim slijede parametri koji su specificni za pojedinu metodu.
Argument eps standardno ée oznacavati vrijednost koja se koristi pri provjeri
kriterija zaustavljanja. Argument It usvim modulima oznacava maksimalan
dozvoljen broj iteracija. Ukoliko se kriterij zaustavljanja ne ispuni unutar
It iteracija, iterativni postupak se zaustavlja. Ostali standardni argumenti
su indikator ispisa Ind, ¢ija vrijednost razlicita od nula omogucéava detaljan
ispis iteracija algoritma, te indikator ispisa slika S1, ¢ija vrijednost razlicita
od nula omoguéava odgovarajuce graficke prikaze tamo gdje je to primje-
njivo. U svim su modulima vrijednosti argumenata Ind i S1 opcionalne, a
postavljene su tako da se ispis iteracija, odnosno graficki prikazi prikazuju.

6.2 Klasicne metode optimizacije

U ovoj tocki ilustrirat éemo uporabu Mathematica-modula koji implemen-
tiraju neke klasicne metode optimizacije opisane u t.2, str.35. Karakteris-
tika ovih metoda je eventualna garancija konvergencije iterativnog postupka
prema lokalnom minimumu. Njihova je primjena stoga obi¢no vezana uz
pretpostavku konveksnosti minimizirajuée funkcije. Ovom pretpostavkom
osigurano je da je pronadeni lokalni minimum ujedno i globalni (Lema 1.3,
str.26).

6.2.1 Metode spusta za konveksne funkcije

Klasa metoda spusta opisana je u t.2.1, str.35. Pretpostavljamo da je
f: R™ — R zadana dva puta neprekidno diferencijabilna i konveksna funk-
cija. Metode je moguce primijeniti i ako je funkcija zadana na nekom
konveksnom skupu D C R”. Iterativni postupak ovih metoda ima oblik
zF 1l = 2k + agp”, gdje p* predstavlja vektor smjera kretanja, a oy, duljinu
koraka.

Koordinatna relaksacija

Metoda koordinatne relaksacije i izbor vektora smjera kretanja p* opisan
je u t.2.1.1, str.36. Izbor duljine koraka implementiran je sukladno Algo-
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ritmu 2, str.39. Pocevsi s a = 1, u svakoj se iteraciji duljina koraka sma-
njuje za zadani faktor v € (0,1) sve dok se ne ispuni uvjet f(z* + ap®) —

fz*) < ra (Vf(:vk))Tpk za zadanu vrijednost parametra 7 € (0,0.5).
Prema Lemi 2.1, takav « uvijek je moguée pronadi, no iz prakti¢nih razloga
proces smanjivanja parametra « zaustavit ¢e se kada njegova vrijednost
padne ispod vrijednosti au,, koju je moguée zadati kao ulazni argument
modula. Modul je definiran naredbom

KoordinatnaRelaksacijal[f_, xO_, It_, eps_,
alfamin_:10"(-8), nu_:0.5, tau_:0.25, Ind_:1, S1_:1]

gdje je x0 pocetna aproksimacija, It maksimalan broj iteracija, dok alfamin,
nu i tau oznacavaju redom parametre Qupin, v 1 7 kod izbora duljine koraka.
Ulazna funkcija £ moze imati proizvoljan broj varijabli, no mora biti de-
finirana tako da je mogude simbolicki izracunati njezin gradijent. Kriterij
zaustavljanja definiran je uvietom ||V f(z%)| < ¢, gdje se ¢ > 0 predaje ar-
gumentom eps. Ostali argumenti definirani su kao Sto je objasnjeno u t.6.1,
str.121. Graficki prikaz dostupan je za funkcije dvije varijable.

Gradijentna metoda

Gradijentna metoda razlikuje se od prethodno opisane Metode koordinatne
relaksacije samo po nacinu izbora vektora smjera kretanja. Odgovarajuci
modul definiran je s

Gradijentnalf_, x0_, It_, eps_,
alfamin_:10"(-8), nu_:0.5, tau_:0.25, Ind_:1, S1_:1]

gdje ulazni argumenti imaju isto znacenje kao kod Metode koordinatne re-
laksacije.

Newtonova metoda minimizacije

Algoritmom 1, str.38 definirana je Newtonova metoda bez izbora duljine
koraka, dok je Algoritmom 2, str.39 definiran izbor duljine koraka. Odgo-
varaju¢i moduli definirani su s

Newton[f_, xO_, It_, eps_, Ind_:1, S1_:1]

NewtonKorak[f_, xO_, It_, eps_,
lammin_:10"(-8), nu_:0.5, tau_:0.25, Ind_:1, S1_:1]
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Oznake argumenata i kriterij zaustavljanja jednaki su kao kod prethodnih
dviju metoda spusta. Kod Newtonove metode dodatna je pretpostavka da
je zadana funkcija definirana tako da je moguée simbolicki izra¢unati njezin
Hessian.

Primjer 6.1. Treba odrediti aproksimaciju tocke minimuma konveksne funk-
cije f:[0,2] = R, f(x) =3 —4ax + 5 (Slika 6.1).

- N W A O

05 10 15 20
Slika 6.1: Graf funkcije f: [0,2] = R, f(z) =23 — 4z +5

Osim gotovog modula NMinimize za numericku minimizaciju, programski sus-
tav Mathematica sadrzi i funkciju Minimize koja na jednostavnijim funkcijama sim-
bolicki trazi minimum. Tako za zadanu funkciju f sljede¢om naredbom mozemo
egzaktno rijesiti problem minimizicije.

In[1]:= f[x_]:= x~3-4x+5

In[2]:= Minimize[{f[x], 0 <= x <= 2}, x]
Out[2]:= {5 - 16/(3 Sqrt[3]), {x -> 2/Sqrt[3]1}}

Koristenjem ugradenog modula NMinimize dobivamo sljedeéu aproksimaciju rjese-
nja

In[3]:= NMinimize[{f[x], 0 <= x <= 2}, x]
Out[3]:= {1.9208, {x -> 1.1547}}

Na funkciju f iz Primjera 6.1 mogu se primijeniti sve prethodno navedene me-
tode spusta. Sljede¢im pozivom mogu se dobiti detaljni ispisi iteracija za Metodu
koordinatne relaksacije, Gradijentnu metodu, Newtonovu metodu i Newtonovu me-
todu s izborom duljine koraka. Za opcionalne argumente koriste se zadane vrijed-
nosti dok je za pocetnu aproksimaciju odabrana vrijednost 0.5. Izlazna vrijednost
modula je lista sastavljena od aproksimacije tocke minimuma i vrijednosti funkcije
u toj tocki.

In[4] := KoordinatnaRelaksacija[f, {0.5}, 20, 0.00005]
Out[4]:= {1.9208, {x -> {1.15469}}}

In[5]:= Gradijentnal[f, {0.5}, 20, 0.00005]
Out[5]:= {1.9208, {x -> {1.1547}}}
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In[6] := Newton[f, {0.5}, 20, 0.00005]
Out[6]:= {1.9208, {x -> {1.1547}}}

In[7]:= NewtonKorak[f, {0.5}, 20, 0.00005]
Out[7]:= {1.9208, {x -> {1.1547}}}

Moze se uociti da svi iterativni postupci konvergiraju prema tocki minimuma.
Primjer 6.2. Zadana je funkcija dviju varijabli, f: R? — R, f(z,y) =
z* +yt + 42, za koju treba odrediti aproksimaciju tocke globalnog minimuma.

Lako je provjeriti da je f konveksna funkcija i da postize jedinstveni globalni
minimum u toc¢ki (0,0). Aproksimaciju to¢ke minimuma pomoéu Metode koordi-
natne relaksacije, Gradijentne metode odnosno Newtonove metode mozemo odrediti
pozivom sljede¢ih modula.

In[1]:

flx_,y_l:= x"4+y 4+y~2

In[2] := KoordinatnaRelaksacijal[f, {2.2, 2.2}, 1000, 0.00005]
Out[2]:= {2.45631%10°(-8), {x -> {0.0125, -0.000012207}}}

In[3]:= Gradijentnal[f, {2.2, 2.2}, 1000, 0.00005]
Out[3]:= {2.09199%10°(-7), {x -> {0.0213865, -7.9294*10"(-14)}}}

In[4]:= Newton[f, {2.2, 2.2}, 1000, 0.00005]
Out [4] := {8.26628+107(-8), {x -> {0.0169562, 0.}}}

Kao podetna aproksimacija izabrana je tocka (2.2,2.2). Kriterij zaustavljanja u
Metodi koordinatne relaksacije ispunjen je nakon 13 iteracija, kod Gradijentne me-
tode tek nakon 270 iteracija, dok je Newtonovoj metodi bilo potrebno samo 12
iteracija. U konkretnom primjeru izbor duljine koraka kod Newtonove metode nije
imao nikakav utjecaj jer je izlazna vrijednost algoritma izbora duljine koraka u
svim iteracijama bila jednaka 1. Na Slici 6.2 graficki je prikazan niz aproksima-
cija dobiven promatranim metodama. Takav prikaz dobije se kao rezultat poziva
modula ukoliko je argument S1 postavljen na vrijednost razlicitu od nula.
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(a) Koordinatna relaksacija  (b) Gradijentna metoda (¢) Newtonova metoda

- = -

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

y -

-1 0 1 2

Slika 6.2: Minimizacija funkcije f: R? — R, f(z,y) = 2* + y* + ¢?

6.2.2 Nelder-Meadova metoda

Modul NelderMead implementira Nelder-Meadovu metodu opisanu u t.2.2,
str.41 za funkcije dviju varijabli na osnovu Algoritma 3, str.45. Modul je
prvenstveno namijenjen ilustraciji Nelder-Meadove metode, dok je puna im-
plementacija metode za funkcije proizvoljnog broja varijabli dostupna ugra-
denim modulom NMinimize uz opciju Method->"NelderMead". Definicija mo-
dula je sljedeca:

NelderMead[f_, T1_, T2_, T3_, It_, Ind_:1, S1_:1, a_:0, b_:1, c_:0, d_:1]

Argumentom f modulu se predaje funkcija f: R? — R koju treba minimizi-
rati, T1, T2 i T3 vrhovi su polaznog trokuta, a It broj iteracija. Argument Ind
omogucéuje detaljan ispis iteracija, a S1 graficki prikaz, pri ¢emu argumenti
a, b, ¢ i d odreduju podrucje crtanja kontura funkcije f.

Primjer 6.3. Promatramo Branin funkciju (koja se takoder razmatra kao
test primjer u [26]) f: [=5,10] x [0,15] — R,

f(z1,29) = (22 — %x% +5gy - 6)2 +10(1 — &) coszy + 10,

koja globalni minimum postize u trima razlicitim tockama: (—m,12.275),
(m,2.275), (37,2.475) u kojima vrijednost funkcije iznosi 0.398.
Pozivom modula

Inf1]:= flx_, y_1:=(y-5.1/(4%xPi~2)*x"~2+5/Pi*x-6) "2+10*(1-1/(8*Pi))*Cos[x]+10
a=-5; b=10; c=0; d=15;
NelderMead[f, {0,10}, {-1,12}, {1,14}, 8, 1, 1, a, b, c, d]
NelderMead[f, {0,2}, {4,8}, {5,2}, 8, 1, 1, a, b, c, d]
NelderMead[f, {9,2}, {7,6}, {5,3}, 8, 1, 1, a, b, c, d]

dobivamo ispis prvih osam iteracija Nelder-Meadove metode uz pocetni trokut
AT1T5T5 odreden vrhovimas:
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o TN = (0, 10), T = (—1, 12), T3 = (]., 14),
o Tl = (0a2)7 T2 = (4a 8)7 T3 = (572);
L] T1 = (9,2), T2 = (7, 6), T3 = (5,3)

Dobivene aproksimacije tocke minimuma u ispisu racunaju se kao teziste trenutnog
trokuta. Graficki prikaz tijeka algoritma uz odgovarajuée transformacije trokuta
prikazan je na Slikama 6.3, 6.4 i 6.5. Pri tome crveni trokut oznacava transforma-
ciju dobivenu u toj iteraciji dok su globalni minimumi oznaceni tockama. Pocetni
trokuti odabrani su tako da postupak konvergira odgovarajucoj tocki globalnog mi-
nimuma. To mozemo vidjeti pozovemo li module bez detaljnog ispisa uz veéi broj
iteracija:

In[2] := NelderMead[f, {0, 10}, {-1, 12}, {1, 14}, 50, 0, 0]
Out[2]:= {0.397887, {x -> {-3.14159, 12.275}}}

In[3]:= NelderMead[f, {0, 2}, {4, 8}, {5, 2}, 50, 0, 0]
Out[3]:= {0.397887, {x —> {3.14159, 2.275}}}

In[4]:= NelderMead[f, {9, 2}, {7, 6}, {5, 3}, 50, 0, 0]
Out[4] := {0.397887, {x -> {9.42478, 2.475}}}
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Slika 6.3: Nelder-Meadova metoda uz pocetni trokut AT TeT3: T; = (0,10),
Ty = (—1,12), Ty = (1, 14)
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vanjska kontrakcija refleksija
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Slika 6.4: Nelder-Meadova metoda uz pocetni trokut AT\ ToT3: Ty = (0,2), Tr =
(4’ 8)’ T3 = (5a 2)
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Slika 6.5: Nelder-Meadova metoda uz pocetni trokut AT ToTs: Ty = (9,2), Ty =
(7? 6)7 13 = (5a 3)

6.2.3 Kvadratne interpolacijske metode za jednodimenzionalnu
minimizaciju
Klasa kvadratnih interpolacijskih metoda (t.2.3, str.41), odnosno Metoda

dvije tocke I, Metoda dvije tocke II i Metoda tri tocke implementirane su
kao moduli

Inter2tockeI[f_, x0_, x1_, It_, eps_, Ind_:1, S1_:1]
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Inter2tockeII[f_, x0_, x1_, It_, eps_, Ind_:1, S1_:1]

Inter3tocke[f_, x0_, x1_, x2_, It_, eps_, Ind_:1, S1_:1]

Za Metode dvije tocke ulazna funkcija f: R — R treba biti derivabilna i
definirana tako da je derivaciju moguée simbolicki izracunati. Argumenti x0,
x1, x2 oznacavaju pocetne aproksimacije, It je maksimalan broj iteracija,
eps se koristi u provjeri kriterija zaustavljanja |f’(zx)| <eps, dok Ind i S1
standardno oznacavaju indikatore ispisa i slika. Graf funkcije bit ¢e nacrtan
od najmanje do najveée pocetne tocke.

Primjer 6.4. Uporabu modula ilustrirat éemo na funkciji f:[0,2] — R,
f(x) = 23 — 42 + 5 iz Primjera 6.1.
Za pocetne tocke u Metodama dvije tocke uzet ¢emo rubove domene xzg = 0 i

x1 = 2, dok ée dodatna tocka za Metodu tri tocke biti xo = 0.5. Module pozivamo
sljede¢im naredbamas:

In[1]:= f[x_]:= x°3 - 4*x + 5

In[2]:= Inter2tockeI[f, 0, 2, 20, 0.0005]
Out[2]:= {1.9208, {x -> 1.15464}}

In[3]:= Inter2tockeII[f, 0, 2, 20, 0.0005]
Out[3]:= {1.9208, {x -> 1.1547}}

In[4]:= Inter3tocke[f, 0, 0.5, 2, 20, 0.0005]
Out[4]:= {1.9208, {x -> 1.15464}}

Sve tri metode postigle su kriterij zaustavljanja za manje od zadanog broja iteracija
i to Metode dvije tocke nakon 5 iteracija, a Metoda tri tocke nakon 9 iteracija. Pra-
teci graficki prikaz za prve tri iteracije prikazan je na Slikama 6.6, 6.7 1 6.8. Plavo
obojani graf oznacava funkciju, dok crveni graf oznac¢ava parabolu kojom se aprok-
simira funkcija na osnovu dviju odnosno triju tocaka. Tocke su oznacene plavom
bojom, a veca ljubicasta tocka oznacava minimum dobivene parabole. Kod Metode
dvije tocke, tocka minimuma parabole ulazi u sljedeéu iteraciju umjesto tocke koja
je prva dodana. Kod Metode tri tocke, tocka minimuma parabole zamijenit ¢e jednu
od tri tocke na osnovu kriterija rasta i pada funkcije koja se minimizira.
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Slika 6.6: Prve tri iteracije Metode dvije tocke I za funkciju f: [0,2] — R, f(z) =
x> —4x+5
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Slika 6.7: Prve tri iteracije Metode dvije tocke II za funkciju f: [0,2] — R, f(z) =
2} —4dx+5
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Slika 6.8: Prve tri iteracije Metode tri tocke za funkciju f: [0,2] — R, f(z) =
x> —4x+5

6.3 Jednodimenzionalna minimizacija kvazikonvek-
snih funkcija

U ovom poglavlju dajemo upute o koristenju modula za minimizaciu jedno-
dimenzionalnih konveksnih ili kvazikonveksnih funkcija definiranih na inter-
valu [a,b] C R. Moduli su izradeni na osnovi algoritama za minimizaciju
jednodimenzionalnih kvazikonveksnih funkcija (.3, str.53). Navest ¢emo
upute za koristenje Mathematica-modula za trazenje globalnog minimuma
za konveksnu i kvazikonveksnu derivabilnu funkciju f: [a,b] — R:
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e Metoda tangenti za konveksnu derivabilnu funkciju;
e Metoda polovljenja za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju;

kao i Mathematica-modula za trazenje globalnog minimuma kvazikonveksne
nederivabilne funkcije f: [a,b] — R:

e Metoda polovljenja za kvazikonveksnu nederivabilnu funkciju;
e Metoda zlatnog reza.

Moduli ¢ée biti ilustrirani odgovaraju¢im primjerima i zadacima.

6.3.1 Mathematica-moduli za trazenje globalnog minimuma
konveksne i kvazikonveksne derivabilne funkcije

U ovom poglavlju pokazat ¢emo koristenje Mathematica-modula za trazenje
globalnog minimuma konveksne, odnosno kvazikonveksne derivabilne funk-
cije f: [a,b] — R, kojima su operacionalizirane sljedeée metode:

e Metoda tangenti za konveksnu derivabilnu funkciju;

e Metoda polovljenja za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju.

Metoda tangenti za konveksnu derivabilnu funkciju

Za zadanu konveksnu derivabilnu funkciju f: [a,b] — R modul MeTang ope-
racionalizira Algoritam 6, str.55 i daje aproksimaciju globalnog minimuma
(4, f(@)) i apsolutnu vrijednost derivacije funkcije f u tocki 4 kao jednu
indikaciju to¢nosti aproksimacije. Modul je definiran s

MeTang([f_, a_, b_, u0_, n_, Ind_:1]

gdje je £ minimizirajuca funkcija, a lijevi rub intervala, b desni rub intervala,
u0 € [a,b] pocetna aproksimacija, a n broj iteracija.

U modulu MeTang najprije definiramo tangentu A u tocki ug. Sljededu
aproksimaciju u; odredujemo kao toc¢ku u kojoj tangenta A postize najmanju
vrijednost na intervalu [a,b] (lijevi ili desni rub intervala [a,b]). Nakon
toga definiramo odgovarajuéi slomljeni pravac P; i sljede¢u aproksimaciju
kao tocku minimuma funkcije P;. Postupak se iterativno nastavlja do n-te
aproksimacije. Poziv i output modula koji ne ispisuje medurezultate zadan
je s:
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In[1]:= MeTang[f, a, b, u0, n, 0]

Out[2] := {up, flupl, Abs[f’[upl]l}

gdje je up n-ta aproksimacija tocke minimuma.

Izvrsenje programa prati se primjenom naredbe Monitor.
Primjer 6.5. Promatramo problem odredivanja najkrace LS-udaljenosti tocke
To = (3,4) do kubne parabole zadane funkcijom q: [—4,5] — R, q(x) =
%x?’ — 6z + 2 (vidi Sliku 6.9a i takoder Primjer 1.2, str.7 i Primjer 3.1,
str.54).

(a) Najkraca udaljenost (b) Funkcija f: [—4,5] = R (c) Funkcija f: [3.1,4.5] = R

N / 200
100
o 150
To 100 %
,i 2 . \2/ 4 o

!
4 2 2 4 I 35 4

Slika 6.9: Problem najkra¢e LS-udaljenosti tocke do kubne parabole

LS-udaljenost tocke Tp = (3,4) do kubne parabole ¢ zadana je funkcijom
f:-4,5] = Ry, f(z) = (z —3)? + (¢(z) — 4)? (vidi Sliku 6.9b). Ova funkcija
nije konveksna na intervalu [—4, 5], pa zato promatramo njenu restrikciju na inter-
val [3.1,4.5], gdje postize i svoj globalni minimum (vidi Sliku 6.9¢). Pokazite da je
funkcija f konveksna na [3.1,4.5].

Za trazenje globalnog minimuma funkeije f na intervalu [3.1, 4.5] najprije éemo
primijeniti gotovi Mathematica-modul NMinimize.

In[3]:= ql[x_] := x73/2 - 6 x + 2; {x0, y0} = {3 , 4}; a = -4; b = 5;
flx_1 := (x - x0)72 + (q[x] - y0)~2;

NMinimize[{f[x], a <= x <= b}, x]

Out[4]= {10.8186, {x —-> -0.243094}}

Uz pocetnu aproksimaciju ug = 4.5, nakon prvih n = 5 iteracija i opciju kontrole
vremena izvrsenja (u sec.) modul MeTang daje

In[5]:= MeTang[f, 3.1, 4.5, 4.5, 5, 0] // Timing

Out [6]= {0.562500, {3.66835, 0.898341, 20.4029}}

Pokretanjem modula MeTang uz Ind=1 ispisuju se sve iteracije i prikazuje od-
govarajuca animacija iterativnog postupka.
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Nize navodimo rezultate izvodenja modula MeTang uz Ind=0 i kontrolu vremena
izvrsenja za n = 10 i n = 20.

OQut [7]:
Out[8]:

{3.171875, {3.61388, 0.383975, 1.0669}}
{14.937500, {3.61676, 0.382438, 0.00010046}}

Zadatak 6.1. Izradite Mathematica-modul koji ée Metodom tangenti pronalaziti glo-
balni minimum konveksne derivabilne funkcije f: [a,b] — R, a iterativni postupak
zaustavite nakon ispunjavanja uvjeta |u, —un,—1| <€ & |f'(un)| < €, gdje je uy,
n-ta aproksimacija tocke minimuma.

Zadatak 6.2. Izradite Mathematica-modul za Metodu tangenti tako da trazenje mi-

nimuma funkcije P, implementirate pretrazivanjem vrhova slomljenog pravca P,.
Usporedite vrijeme izvrsavanja s modulom MeTang.

Metoda polovljenja za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju

Za zadanu kvazikonveksnu derivabilnu funkciju f: [a,b] — R modul MePolDer
operacionalizira Algoritam 7, str.58 i daje aproksimaciju globalnog mini-
muma (i, f(4)) s to¢noséu € > 0. Modul je definiran s:

MePolDer([f_, a_, b_, It_, eps_, Ind_:1]

gdje je £ minimizirajuca funkcija, a lijevi rub intervala, b desni rub intervala,
a eps>0 trazena tocnost. Poziv i output modula koji ne ispisuje medurezul-
tate zadan je s

In[1]:= MePolDer[f, a, b, 50, eps, O]

Out[2]:= {f[xpl, {x —> xp}}

gdje je xp dobivena aproksimacija tocke minimuma.
Primjer 6.6. Potrazimo globalni minimum kvazikonveksne derivabilne funk-
o 2
cije f: [-2,3] = R, f(z) =1—e =17,
Uz trazenu to¢nost € = 0.05 (jedna to¢na decimala), nakon k = 6 iteracija mo-
dul MePolDer[f, -2, 3., 50, .05, 0] daje {0.0000610333, {x -> 1.00781}}.
Uz opciju Ind=1 dobivamo ispis svih iteracija i odgovarajué¢u graficku animaciju.
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6.3.2 Mathematica-moduli za trazenje globalnog minimuma
kvazikonveksne nederivabilne funkcije

U ovom poglavlju pokazat ¢emo koristenje Mathematica-modula kojima su
operacionalizirane sljede¢e metode za trazenje globalnog minimuma kvazi-
konveksne nederivabilne funkcije f: [a,b] — R:

e Metoda polovljenja za kvazikonveksnu nederivabilnu funkciju;

e Metoda zlatnog reza.

Metoda polovljenja za kvazikonveksnu nederivabilnu funkciju

Za kvazikonveksnu funkciju f: [a,b] — R, koja ne mora biti derivabilna,
modul MePolNe operacionalizira Algoritam 8, str.62 i daje aproksimaciju glo-
balnog minimuma (i, f(@)) s toénoséu € > 0. Modul je definiran s:

MePolNe[f_, a_, b_, It_, eps_, del_, Ind_:1]

gdje je £ minimizirajuéa funkcija, a lijevi rub intervala, b desni rub intervala,
eps>0 trazena tocnost, a del>0 maleni broj. Poziv i output modula koji ne
ispisuje medurezultate zadan je s:

In[1]:= MePolNe[f, a, b, It, eps, del, 0]

Out [2] :={f[xp], {x -> xp}}

gdje je xp aproksimacija tocke globalnog minimuma.
Primjer 6.7. Potrazimo globalni minimum kvazikonveksne nederivabilne
funkcije f:]0,5] = R, f(z) =1+ J/(x — 1)

Uz trazenu toc¢nost € = 0.005 (dvije tocne decimale) i 6 = 0.0025, nakon
k = 10 iteracija modul MePolNe[f, 0, 5, 50, .005, .0025, 0] daje rjesenje
{1.00635, {x -> 1.00051}}. Uz opciju Ind=1 dobivamo ispis svih iteracija i od-
govarajucu graficku animaciju.
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Metoda zlatnog reza

Za kvazikonveksnu funkciju f: [a,b] — R, koja ne mora biti derivabilna,
modul MeZlatni operacionalizira Algoritam 9, str.67 i daje aproksimaciju
globalnog minimuma (a, f(4)) s to¢noséu € > 0. Modul je definiran s:

MeZlatnil[f_, a_, b_, It_, eps_, Ind_:1]

gdje je £ minimizirajuéa funkcija, a lijevi rub intervala, b desni rub intervala,
a eps>0 trazena tocnost. Poziv i output modula koji ne ispisuje medurezul-
tate zadan je s:

In[1]:= MeZlatnil[f, a, b, 50, eps, 0]

Out[2]:= {f[xpl, {x —> xp}}

gdje je xp aproksimacija tocke globalnog minimuma.
Primjer 6.8. Potrazimo globalni minimum kvazikonveksne nederivabilne
funkcije £:10,5] = R, f(z) =1—e =1,

Uz trazenu to¢nost € = 0.005 (dvije toéne decimale) nakon k=14 iteracija modul

MeZlatni[f, 0, 5, 50, .005, 0] daje {0.0000661048, {x -> 0.999934}}. Uz
opciju Ind=1 dobivamo ispis svih iteracija i odgovarajuéu graficku animaciju.

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
' 1.2 3 4 5 ' 1.2 3 4 5 ' 1.2 3 4 5 ' 1.2 3 4 5 ' 12 3 4 65

6.3.3 Numericki eksperimenti

U ovom poglavlju razmatramo problem globalne optimizacije za jednu klasu
funkcija koje se ¢esto pojavljuju u razli¢itim primijenjenim istrazivanjima
[29, 54, 55, 61, 62], a ve¢ smo ga ranije spomenuli u Primjeru 1.20, str.23.
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Bududi da praktic¢ni primjeri mogu ukljucivati izuzetno veliki broj podataka,
ovakvi problemi pokazuju se pogodnima kod numerickog eksperimentiranja
i testiranja razli¢itih numerickih metoda.

cx

Primjer 6.9. Zadana je model-funkcija g: [0,10] — R, g(x;c) = e s jed-
i=1,...

nim parametrom ¢ € R i podaci (vidi Sliku 6.10a) (t;,y;), ,m

yi =g(ti;.25) + ¢, i=1,...,m,

gdje je e; pseudoslucajan broj generiran iz normalne distribucije s ocekiva-
njem 0 i varijancom 2. LS-optimalnu vrijednost ¢ parametra ¢ odredit éemo
minimizacijom funkcije (vidi Primgjer 1.20, str.23)

m
— . 2
F©) = "(yi — gltis ).
=1
(a) Model-funkcija i podaci (b) Minimizirajuéa funkcija
12
0 5000
2 — x->Exp[.25 X 3000 f
—>Exp[c1
;t i x->Exp[c1 X 1000
) " 01 02 03 04

Slika 6.10: Trazenje LS-optimalnog parametra model-funkcije f(z;c) = e*

Graf funkcije f prikazan je na Slici 6.10b. Primjenom gotovog Mathematica-
modula NMinimize dobivamo

In[1]:= NMinimize[{f[c], c]
Out[2]= {363.888, {c -> 0.251902}}

Sve prethodno navedene metode za jednodimenzionalnu minimizaciju

takoder se uspjesno i efikasno mogu primijeniti za trazenje globalnog mi-
nimuma ove funkcije. Jedino kod Metode tangenti podruéje minimizacije
treba suziti tako da na njemu funkcija f bude konveksna.
Zadatak 6.3. Definirajte m = 1000 podataka (t;,y;),% = 1,...,m sli¢no kao u
prethodnom Primjeru 6.9 te za jednoparametarsku model-funkeiju g: [0,10] — R,
g(x; ¢) = e odredite najbolji LS i najbolji LAD parametar é. Za trazenje rjeSenja
koristite ranije spomenute metode. Usporedite njihovu efikasnost mjerenjem CPU
vremena izvrSenja iterativnog postupka i potrebnim brojem izracunavanja minimi-
zirajuce funkcije. Za analizu rezultata iskoristite graficke moguénosti programskog
sustava Mathematica.
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Primjer 6.10. Zadana je model-funkcija g: [0,10] — R, g(z;b,c) = be™ s
dva parametra b,c € R i podaci (vidi Sliku 6.11a) (t;,y;),i=1,...,m

_;10 S
ti =iy, 1=1,...,m,

Yi :g(tl71725)+€z, i=1,...,m,

gdje je €; pseudoslucajan broj generiran iz normalne distribucije s ocekiva-
njem 0 i vargjancom 2. LS-optimalne vrijednosti b, ¢ parametara b, c odredit
éemo minimizacijom funkcije (vidi Primgjer 1.20, str.23)

m

F(bye) = (i —bei), (6.1)

=1

e Postupak (i).
LS-optimalne vrijednosti b, ¢ parametara b, ¢ odredit ¢emo primjenom
Mathematica-modula NMinimize[] na funkciju f

In[1]:= NMinimize[{f[b,c], {b,c}]

Out [2]= {373.419, {b -> 1.02741, c -> 0.243914}}

Grafovi originalne funkcije g (plavo) i procijenjene § (narancasto) pri-
kazani su na Slici 6.11a.

Postupak (i) Postupak (ii)

(c) z = fi(z)

12

10
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Slika 6.11: Trazenje LS-optimalnih parametara model-funkcije f(z;b, c) = be®

e Postupak (ii).
Buduéi da gradijent funkcije f u tocki minimuma mora iSCeznuti, iz
% = 0 dobivamo

m m
Z yre = b Z et (6.2)
k=1 k=1
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1z ove jednadzbe izrazimo b i uvrstimo u (6.1). Tako dobivamo funkciju
jedne varijable (Slika 6.11c)

m cty
Fi0) =3 (v~ — ST e (6:3)

QCtk
=1 E:e
Na funkciju f; primijenimo neku od metoda za jednodimenzionalnu
minimizaciju i dobivamo é. Uvrstavanjem ¢ u (6.2) dobivamo b.

Poznavajuéi procijenjene vrijednosti parametara (B, ¢) = (1.0274,0.2439)
dobivamo model-funkciju g(x) = 1.02741e%2439% (vidi Sliku 6.11b).

Zadatak 6.4. Definirajte m = 1000 podataka (¢;,y;), ¢ = 1,...,m sli¢no kao u Pri-
mjeru 6.9 te za dvoparametarsku model-funkciju g: [0,10] — R, g(z;b,¢) = be®*
odredite najbolje LS parametre l;, ¢. Za trazenje rjeSenja primijenite postupak ana-
logan Postupku (ii) iz Primjera 6.10 i koristite ranije spomenute metode jednodi-
menzionalne minimizacije. Usporedite efikasnost spomenutih metoda mjerenjem
CPU vremena izvrsenja iterativnog postupka i potrebnim brojem izracunavanja
vrijednosti minimizirajucée funkcije. Za analizu rezultata iskoristite graficke mogué-
nosti programskog sustava Mathematica.

Zadatak 6.5. Definirajte m = 1000 podataka (¢;,y;), i = 1,...,m sli¢no kao u Pri-
mjeru 6.9 te za troparametarsku model-funkciju g: [0, 10] — R, g(x;b,¢) = a + be*
odredite najbolje LS parametre a, b,é. Za trazenje rjeSenja primijenite postupak
analogan Postupku (ii) iz Primjera 6.10 i koristite ranije spomenute metode jedno-
dimenzionalne minimizacije. Usporedite efikasnost spomenutih metoda mjerenjem
CPU vremena izvrsenja iterativnog postupka i potrebnim brojem izracunavanja
vrijednosti minimizirajuée funkcije. Za analizu rezultata iskoristite graficke mogué-
nosti programskog sustava Mathematica.

6.4 Jednodimenzionalna globalna optimizacija
Metode globalne optimizacije za Lipschitz-neprekidnu funkciju f: [a,b] — R
opisane u t.4, str.69 pronalaze aproksimacije svih tocaka globalnog mini-

muma funkcije f. U nastavku su opisani moduli koji implementiraju ove
metode.

6.4.1 Pijavskijeva metoda slomljenih pravaca

Metoda Pijavskog (t.4.2, str.74) implementirana je modulom

Pijavskij[f_, a_, b_, L_, uwO_, It_, Ind_:1, S1_:1]
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gdje je £ funkcija koju treba minimizirati, a i b su rubovi intervala, L vri-
jednost Lipschitzove konstante, u0 pocetna tocka, It broj iteracija, a Ind i
S1 standardno oznacavaju indikatore ispisa i slika. Modul Pijavskij imple-
mentiran je na osnovu Algoritma 10, str.76. Pri tome, trazenje minimuma
po dijelovima linearne funkcije P, (korak 6. u Algoritmu 10) implementi-
rano je pretrazivanjem lokalnih minimuma funkcije P, kako je opisano u
Primjedbi 4.3, str.80.

6.4.2 Shubertova metoda

Shubertova metoda (t.4.3, str.84) implementirana je modulom

Shubert[f_, a_, b_, L_, It_, Ind_:1, S1_:1]
gdje su argumenti jednako oznaceni kao kod Metode Pijavskog (t.6.4.1). Za
razliku od Metode Pijavskog, ovdje nije potrebno odabrati pocetnu tocku:
pocetna tocka jedan je od rubova intervala [a,b]. Modul Shubertove me-
tode odrzava listu podintervala i pripadnu B-vrijednost (vidi Algoritam 11,
str.85). U svakoj iteraciji podinterval najmanje B-vrijednosti izbacuje se iz
liste, a dodaju se dva novonastala intervala. Treba uoditi da je ovaj pro-
ces potpuno analogan odrzavanju liste vrhova donje ograde kao kod Metode
Pijavskog. Naime, usporedimo li (4.11) i (4.15)-(4.16), jasno se vidi da ra-
¢unanje novih vrhova u Metodi Pijavskog odgovara racunanju vrijednosti U
i B u Shubertovoj metodi.

6.4.3 Optimizacijski algoritam DIRECT — poznata Lipschitzova
konstanta

Za Algoritam DIRECT za jednodimenzionalnu minimizaciju (t.4.4, str.86) na-
pravljena su dva modula s obzirom na to je li Lipschitzova konstanta poznata
ili ne. Algoritam DIRECT uz poznatu Lipschitzovu konstantu (Algoritam 12,
str.88) zapravo je samo jedna varijacija Metode slomljenih pravaca. Odgo-
varajué¢i modul definiran je s:

DIRECTIDL[f_, a_, b_, L_, It_, Ind_:1, S1_:1]
gdje su argumenti jednako oznaceni kao kod Metode Pijavskog (t.6.4.1),
odnosno Shubertove metode (t.6.4.2). Implementacija metode vrlo je sli¢na

kao kod Shubertove metode uz razliku sto je ovdje svaki interval predstavljen
centrom i polusirinom koje se koriste za izracunavanje B-vrijednosti.
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Primjer 6.11. Uporabu modula za tri navedene metode ilustrirat éemo na
problemu minimizacije funkcije f:[0,10] — R, f(x) = (z — 5)sin(2z) +
0.2(z — 5)? + 1. Funkcija f na promatranom intervalu uz jedan globalni
minimum koji se postize za x ~ 8.60851 ima 1 tri lokalna minimuma.

Lako je provjeriti da je zadana funkcija Lipschitz-neprekidna te da se Lipschit-
zova konstanta moze izracunati kao L = |f'(0)] = 12. Module koji ¢e provesti deset
iteracija uz detaljan ispis i graficki prikaz pozivamo s

In[1]:= f[x_] := (x - 5)*Sin[2 x] + 0.2*(x - 5)72 + 1
a=0; b= 10;
L = Abs[f’[al];
Pijavskij[f, a, b, L, a, 10]
Shubert[f, a, b, L, 10]
DIRECTIDL[f, a, b, L, 10]

pri ¢emu je u Metodi Pijavskog pocetna tocka lijevi rub intervala. Na Slici 6.12
prikazana je funkcija f i odgovaraju¢e donje ograde nakon 10 iteracija za svaku
metodu posebno.

(a) Metoda Pijavskog (b) Shubertova metoda (c¢) Algoritam DIRECT

10 10

N B O ®O

5 5

10 10
-5 -5

Slika 6.12: Funkcija f: [0,10] — R, f(z) = (¢ — 5)sin(2z) + 0.2(z — 5)2 + 1 i
odgovarajuce donje ograde nakon 10 iteracija

Poveéamo 1i broj iteracija, niz dobivenih aproksimacija konvergirat ¢e prema
tocki globalnog minimuma funkcije f. Dobivene vrijednosti nakon 1000 iteracija
mozemo usporediti s aproksimacijom dobivenom ugradenim modulom NMinimize.
Zbog brzine izvrsavanja iskljucen je graficki prikaz i ispis:

In[2]:= Pijavskij[f, a, b, L, a, 1000, 0, 0]
Out[2] := {0.00278399, {x -> 8.61304}}

In[3]:= Shubert[f, a, b, L, 1000, 0, 0]
Out[3]:= {0.0026467, {x -> 8.60719}}

In[4] := DIRECTIDL[f, a, b, L, 1000, 0, 0]
Out[4]:= {0.00263412, {x -> 8.60851}}

In[5]:= NMinimize[{f[x], a <= x <= b}, x]
Out[5]:= {0.125391, {x -> 3.81931}}
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Ugradeni modul NMinimize uspio je pronaci samo lokalni minimum dok su opisane
metode dale dobru aproksimaciju tocke globalnog minimuma.

Primjer 6.12. Promotrimo funkciju f: [-2,2] — R, f(x) = cos(bx) +

% +1 koja globalni minimum postiZe u dvije tocke v7 = —m/6 i x5 = /6.

Zadana funkcija je Lipschitz-neprekidna te Lipschitzova konstanta iznosi L =
|f'(2)] = 12.269. Na Slici 6.13 prikazan je graf funkcije f dok je crticama na apscisi
oznacen niz aproksimacija dobiven Metodom Pijavskog i Shubertovom metodom, te
niz centara dobiven Algoritmom DIRECT. Pripadni niz aproksimacija moze se dobiti
pozivom modula uz ispis.

In[1]:= f[x_] := Cos[b*x] + 15xx~2/(2*Pi) + 1
a=-2; b=2;
L = Abs[f’[al]l;
Pijavskij[f, a, b, L, a, 1000, 1, 0]
Shubert[f, a, b, L, 1000, 1, 0]
DIRECTIDL[f, a, b, L, 1000, 1, 0]

(a) Metoda Pijavskog (b) Shubertova metoda (c) Algoritam DIRECT
10 10 10
8 8 8
6 6 6
4 4 4

Slika 6.13: Funkcija f: [-2,2] — R, f(z) = cos(bz) + 137"";2 + 1 s prikazom niza
aproksimacija

Na Slici 6.13 moze se jasno uocCiti da niz aproksimacija ima dva gomilista u
tockama globalnog minimuma promatrane funkcije. Isto mozemo primijetiti pro-
motrimo li posljednjih deset od ukupno 1000 aproksimacija dobivenih gornjim po-
zivima modula:

Out [1] :={-0.520803,0.520745,-0.525971,0.526023,-0.526023,
0.525971,-0.526076,0.526129,-0.526129,0.526076}

Out [2] :={-0.520803,-0.525971,0.526023,-0.526023,0.525971,
-0.526076,0.526129,-0.526129,0.526076,0.520688}

Out [3] :={-0.528442,0.525191,-0.525191,0.522007,-0.522007,
0.525168,-0.525168,0.52203,-0.52203,-0.518756}
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6.4.4 Optimizacijski algoritam DIRECT — nepoznata Lipschit-
zova konstanta

Ukoliko Lipschitzova konstanta nije poznata, $to je obi¢no slucaj u praktic-
nim primjerima, tada u Algoritmu DIRECT treba ukljuciti izbor potencijalno
optimalnih intervala kao $to je opisano u t.4.4.1, str.89. Koristit ¢emo De-
finiciju 4.2, str.90, potencijalno optimalnog intervala, odnosno uvjete dane
Lemom 4.2, str.92. Odgovarajué¢i modul definiran je s

DIRECTID[f_, a_, b_, It_, Ind_:1, S1_:1]

gdje su argumenti definirani kao kod ostalih modula iz ovog odjeljka. Za
razliku od modula DIRECT1DL (t.6.4.3), modul DIRECT1D ne zahtijeva Lipsc-
hitzovu konstantu L. Osim ispisa aproksimacija po iteracijama, modul omo-
gucava i jednostavni graficki prikaz funkcije i centara intervala oznacenih
crticama na apscisi.

Primjer 6.13. Promatramo problem odredivanja najboljeq LAD pravca kroz
ishodiste na osnovu skupa A = {(z;,y;): i =1,...,m} tocaka u ravnini (vidi
Primjer 1.15, str.20). Za odrediti takav pravac treba odrediti minimizator
funkcije

m
FLAD(k) = Z \yz — ]C.%'Z’
i=1
Za konkretan primjer uzet éemo m = 10 podataka generiranih oko pravca
y = 2x na sljedeéi nacin
x;=1, t=1,...,100,
Y, =2x;+ €5, 1=1,...,100,

gdje je g; pseudoslucajan broj generiran iz normalne distribucije s ocekiva-
njem 0 ¢ varijancom 1.

Slika 6.14: Graf funkcije Frap s prikazom centara intervala

Funkcija Frpap je konveksna (vidi Zadatak 1.27, str.26), no nije diferencija-
bilna, stoga primjerice metode spusta iz t.2, str.35 nisu primjenjive. Lipschitzovu
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konstantu funkcije Fap nije jednostavno odrediti. Crtanjem grafa funkcije lako
je lokalizirati interval u kojemu se nalazi globalni minimum, primjerice [1.5,2.5].
Primjenom Algoritma DIRECT u malom broju iteracija moze se odrediti vrlo dobra
aproksimacija tocke globalnog minimuma.

In[1]:

m = 10;

Table[i, {i, 1, m}];

yy = 2%xx + RandomVariate[NormalDistribution[0, 1], m];
FLAD[k_] := Sum[Abs[yy[[il] - k*xx[[i]1]], {i, 1, m}]

XX

In[2]:= DIRECT1D[FLAD, 1.5, 2.5, 20]
Out[2] := {6.43202, {x -> 2.08729}}

In[3] := NMinimize [{FLAD[x], 1.5 <= x <= 2.5}, x]
Out[3]:= {6.43202, {x -> 2.08729}}

Graficki prikaz dobiven pozivom modula moze se vidjeti na Slici 6.14.

6.5 Visedimenzionalna globalna optimizacija

Metode globalne optimizacije za Lipschitz-neprekidnu funkciju f: D — R,
gdje je D C R"™ hiperpravokutnik u R™, opisane u t.5, str.101 pronalaze
aproksimaciju globalnog minimuma funkcije f. U nastavku su opisani mo-
duli koji implementiraju ove metode.

6.5.1 Optimizacijski algoritam DIRECT za funkciju viSe vari-
jabli

Algoritam DIRECT (t.5.3, str.109) pronalazi aproksimacije svih toc¢aka glo-
balnog minimuma Lipschitz-neprekidnu funkciju f: D — R, gdje je D C R"
hiperpravokutnik u R”, a implementirana je modulom?

DIRECT[f_, dom_, DMin -> 107(-2), MaxIter -> 50, Eps -> 107(-4)]

gdje je £ Lipschitz neprekidna funkcija ¢iji se globalni minimum trazi, dom je
domena funkcije f, parametar DMin najmanja je dozvoljena veli¢ina hiper-
pravokutnika u postupku dijeljenja, MaxIter je maksimalno dopusteni broj
iteracija, a Eps predstavlja parametarar ¢ > 0 iz Leme 4.3, str.95. Preporu-
¢ena vrijednost parametra Eps je 1074 [13].

Primjer 6.14. Naka je A C R skup iz Primjera 5.7, str.112. PotraZit éemo
2-optimalnu particiju skupa A primjenom Algoritma DIRECT.

"Modul je izradio doc.dr.sc. Ivan Vazler, Odjel za fiziku, Sveuéiliste u Osijeku
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Najprije definiramo skup .4, minimizacijsku funkciju i njenu domenu, a zatim
pozovemo modul

In[1]:= A = Flatten[podacil; m = Length[A];
F2[c1_, c2_] := Sum[Min[{(c1 - A[[i11)"2, (c2 - A[[i11)"2}], {i, m}];
dom2 = {{0, 1}, {0, 1}};
Timing[
DIRECT[F2, dom2, DMin -> 107(-2), MaxIter -> 50, Eps -> 107(-4)]
]

Kod imlementacije modula ukljucili smo mjerenje potrebnog CPU vremena.
Dobivamo centre klastera optimalne particije ¢ = 0.6893, ¢5 = 0.3930, vrijednost
minimizacijske funkcije (suma kvadrata rasipanja podataka oko centara) Fy(cy, c5) =
2855.35 i CPU vrijeme 153.05 sec.

Out [2] := {153.046875, {{0.6893004115, 0.3930041152}, 2855.35}}

6.5.2 Optimizacijski algoritam SymDIRECT za funkciju vise va-
rijabli
Algoritam SymDIRECT (t.5.4, str.111) znatno efikasnije od Algoritma DIRECT

pronalazi aproksimaciju jedne tocke globalnog minimuma simetri¢ne Lipsc-
hitz neprekidne funkcije f: [a,b]" — R, a implementirana je modulom?

SymDIRECT[f_, dom_, DMin -> 107(-2), MaxIter -> 50, Eps -> 107(-4)]

gdje je £ Lipschitz neprekidna funkcija ¢iji se globalni minimum trazi, dom je
domena funkcije f, parametar DMin najmanja je dozvoljena veli¢ina hiper-
pravokutnika u postupku dijeljenja, MaxIter je maksimalno dopusteni broj
iteracija, a Eps predstavlja parametarar ¢ > 0 iz Leme 4.3, str.95. Preporu-
¢ena vrijednost parametra Eps je 1074 [13].

Primjer 6.15. Naka je A C R skup iz Primjera 5.7, str.112. Potrzit éemo
2-optimalnu particiju skupa A primjenom Algoritma SymDIRECT.

Najprije definiramo skup .4, minimizacijsku funkciju i njenu domenu, a zatim
pozovemo modul

In[1]:= A = Flatten[podacil; m = Length[A];
F2[c1_, c2_] := Sum[Min[{(cl - A[[i]])~2, (c2 - A[[i11)"2}], {i, m}];
dom2 = {{0, 1}, {0, 1}};
Timing[
SymDIRECT [F2, dom2, DMin -> 107(-2), MaxIter -> 50, Eps -> 107(-4)]
1

2Modul je izradio doc.dr.sc. Ivan Vazler, Odjel za fiziku, Sveudiliste u Osijeku
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Kod imlementacije modula uklju¢ili smo mjerenje potrebnog CPU vremena.
Dobivamo centre klastera optimalne particije i vrijednost minimizacijske funkcije
kao i kod primjene Algoritma DIRECT te CPU vrijeme 87.47 sec.

Out [2] := {87.406250, {{0.6893004115, 0.3930041152}, 2855.35}}

Kod slozenijih primjera kao Sto je Primjer 5.5, str.111 (vidi takoder Primjer 1.10,
str.15) efikasnost Algoritma SymDIRECT dolazi znatno vise do izrazaja [16, 63].
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